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У
 другому виданні глава 3 доповнена параграфом 4, при-

свяченим комплексним числам. Тобто, комплексним числам
відведено окремий параграф

 з зазначеною
 у посібнику струк-

турою
.Ц
икл задач, призначених для практичних занять у главі 7

§1, главі 8 §1,2, доповнено задачами на знаходж
ення границь

та похідних для різних функцій. П
ри цьому задачі вклю

чено
під старими номерами (з вклю

ченням пунктів а), б), ...), щ
о не

зміню
є реш

ти нумерації.
В
иправлено також

 помічені друкарські помилки, уточнені
ф
ормулю

вання та відповіді низки задач.
А
втори щ

иро дякую
ть студентам, аспірантам та виклада-

чам, які користувались навчальним посібником і допомогли у
виявленні недоліків, щ

о були виправлені у другому виданні.
У

 цілому навчальний посібник зазнав незначних змін, щ
о

забезпечує спадкоємність перш
ого і другого видань.
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У
 п. ІІІ – “П

риклади розв’язання задач” – наводяться до-
кладні розв’язання типових задач з розглянутої теми, причому
велика увага приділяється не тільки розгляданню

 “технічних
прийомів”, але й дослідж

енню
 умов застосовності тієї чи інш

ої
теореми або формули. К

ількість розібраних прикладів зміню
єть-

ся в залеж
ності від обсягу та важ

ливості теми. П
очаток і кінець

розв’язання задач позначаю
ть відповідно знаками 

  і 
 .

У
 п. ІV

 – “Задачі для практичних занять” – міститься до-
сить велика кількість різних за змістом задач, щ

о призначені
для практичних занять – як аудиторних, так і домаш

ніх. Н
а-

прикінці посібника наведені відповіді до цих задач.
Н
умерація задач проводиться у меж

ах глави, тобто номер
кож

ної задачі складається з номера глави та порядкового номе-
ра задачі у цій главі.

Глава 9 містить п’ять параграфів, в яких наведено п’ять
індивідуальних розрахункових завдань, щ

о відповідаю
ть мате-

ріалу розділів курсу, викладених у главах 1 – 8.  Кож
не  індиві-

дуальне завдання складається з певної кількості задач, пред-
ставлених у 31 варіанті, тобто різні для усіх студентів групи. За-
дачі супроводж

ую
ться посиланнями на аналогічні приклади з

розв’язаннями, які наведені у відповідних главах у п. ІІІ кож
но-

го параграфа. П
осилання містить номер глави, номер параграфа

та номери прикладів. Зазначимо надзвичайну важ
ливість цих

посилань, бо вони є путівником
 для відш

укання зразка вико-
нання даної задачі, а отж

е, зразка виконання індивідуального
розрахункового завдання.

Глава 10 складається з ш
ести параграфів, які містять довід-

ковий матеріал з усіх розділів вищ
ої математики, представле-

них у навчальному посібнику, а також
 основні формули з курсу

елементарної математики.
Д
ля зручності користування навчальним посібником у змісті

до кож
ного параграфа у відповідних пунктах наведено номери

прикладів задач з розв’язаннями та номери задач для практич-
них занять; наведені також

 основні позначення та предметний
вказівник.

П
ередмова до перш

ого видання

П
ЕРЕД

М
О
ВА

 Д
О

 П
ЕРШ

О
ГО

 В
И
Д
А
Н
Н
Я

Н
авчальний посібник призначено для студентів вищ

их
навчальних закладів денної та заочної ф

орм навчання і вхо-
дить до збірника “В

ищ
а математика у прикладах та задачах”,

щ
о складається з чотирьох частин:

Ч
астина І. Л

інійна алгебра і аналітична геометрія. Д
иф

е-
ренціальне числення функцій однієї змінної.

Частина ІІ. Інтегральне числення функцій однієї змінної.
Д
иф

еренціальне та інтегральне числення функцій багатьох
змінних.

Частина ІІІ. Д
иференціальні рівняння. Ряди. Ф

ункції комп-
лексної змінної. О

пераційне числення.
Частина ІV. А

удиторні контрольні роботи. Індивідуальні
завдання.

В
казаний збірник відповідає програмі курсу “В

ищ
а мате-

матика”, а розподіл його за частинами – розподілу викладання
курсу за семестрами згідно з учбовим планом.

Розглядуваний посібник є перш
ою

 частиною
 вказаного

збірника і складається з десяти глав, кож
на з яких розбивається

на параграфи.  Глави 1 – 6 присвячені лінійній алгебрі та аналі-
тичній геометрії, глава 7 – вступу до математичного аналізу,
зокрема теорії границь та неперервності функцій, глава 8 – дифе-
ренціальному численню

 функцій однієї змінної.
Структура перш

их восьми глав така: матеріал кож
ного па-

раграфа розбивається на чотири пункти.
У

 п. І – “Короткі теоретичні відомості” – наводяться ос-
новні теоретичні відомості і формули, необхідні для розв’язан-
ня задач.

У
 п. ІІ – “Контрольні питання та завдання” – містяться пи-

тання з теорії та прості завдання, щ
о добре ілю

струю
ть як вуз-

лові моменти, так і тонкощ
і теоретичних полож

ень. В
раховую

-
чи, щ

о основна робота над теорією
 ведеться студентами за

підручником та конспектами лекцій, цей пункт вклю
чає питан-

ня для перевірки готовності студента до практичного заняття.
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О
С
Н
О
В
Н
І  П

О
ЗН

АЧ
ЕН

Н
Я

C
R

,
Q

,
Z

,
N

,
 – множ

ини натуральних, цілих, раціональних,
дійсних, комплексних чисел відповідно.
n

R
 – арифметичний дійсний  n

-вимірний простір.
n

C
 – арифметичний комплексний n

-вимірний простір.
1

V
 – множ

ина геометричних векторів, колінеарних деякому на-
прямку.

2
V

 – множ
ина геометричних векторів, компланарних деякій

площ
ині.

3
V

 – множ
ина всіх геометричних векторів.

n
L

L
,

 – лінійний простір, лінійний простір вимірності  n
.

n
E

E
,

 – дійсний евклідів простір, дійсний евклідів простір ви-
мірності  n

.
n

U
U

,
 – комплексний евклідів простір (унітарний простір), ком-

плексний евклідів простір вимірності  n
.

n
P

 – лінійний простір многочленів степеня  
1−

≤
n

.
L

dim
 – вимірність лінійного простору  L

.
Ф

.С
.Р. – фундаментальна система розв’язків однорідної систе-

ми рівнянь.
O

 – нульова матриця.
E

 – одинична матриця.
1−

A
 – матриця, обернена матриці  A

.
ij

A
 – алгебраїчне доповнення елемента  

ij
a

 визначника матриці  A
.

A
 – лінійний оператор, A

 – матриця цього оператора у деяко-
му базисі.

)
,

(
b

a
  або  

b
a

 – скалярний добуток векторів a
  та  b

.

]
,

[
b

a
  або  

b
a ×

 – векторний добуток векторів  a
 та b

.

)
,

,
(

c
b

a
  або  

c
b

a
)

(
×

 – міш
аний добуток векторів  

c
b

a
,

,
.

n
k

,1
=

 – індекс k
 приймає всі натуральні значення від 1 до n

.
]

,
[

b
a

 – відрізок;  
)

,
(

b
a

 – інтервал;  
]

,
(

),
,

[
b

a
b

a
 – півінтервал.

)
,

(
],

,
(

),
,

(
),

,
[

a
a

a
a

∞
−

∞−
∞

+
∞

+
 – півпряма.

x∃
 – існує  таке x

.

У
 даному посібнику наведено словник клю

чових слів, щ
о

містить найбільш
 важ

ливі терміни з вищ
ої математики, які пред-

ставлені українською
, російською

 та англійською
 мовами.

З огляду на характеристику змісту цього посібника мож
на

констатувати, щ
о він мож

е бути використаний як довідник,
розв’язник і одночасно як задачник, щ

о містить задачі для прак-
тичних занять та індивідуальні розрахункові завдання із зразка-
ми їх виконання. Ц

е дуж
е зручно для студентів і надає їм  ш

и-
рокі  мож

ливості для активної самостійної роботи – як аудитор-
ної, так і домаш

ньої.
П
ри написанні навчального посібника автори використали

багаторічний досвід викладання курсу “В
ищ

а математика” для
технічних університетів.

А
втори висловлю

ю
ть вдячність співробітникам кафедри

прикладної математики Х
Н
У
РЕ А

кимовій Ю
.Г. та С

ергієнко Т.Є.
за добросовісне виконання роботи по комп’ю

терному набору та
верстці навчального посібника.

А
втори сподіваю

ться, щ
о даний посібник допомож

е сту-
дентам оволодіти методикою

 розв’язання практичних задач з
математики, активізує їх самостійну роботу та сприятиме підви-
щ
енню

 фундаментальної підготовки з вищ
ої математики.

А
втори з подякою

 сприймуть всі критичні зауваж
ення, про-

позиції та побаж
ання, спрямовані на поліпш

ення змісту навчаль-
ного посібника. Їх мож

на надсилати за адресою
:

61166, Х
арків, пр. Л

еніна, 14, Х
арківський національний уні-

верситет радіоелектроніки, кафедра П
рикладної математики,

тел. (0572) 7-021-436. E-m
ail: tevjashev@

kture.kharkov.ua.

П
ередмова до перш

ого видання
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О
сновні  позначення

x
∀

 – для будь-якого x
.

X
∈

x
 (

X
∉

x
) – число x

 належ
ить (не належ

ить) множ
ині X

.
B

A
∪

, 
B

A
∩

 – об’єднання, перетин множ
ин A

 та B
.

X
inf

, 
X

sup
 – точна ниж

ня, точна верхня меж
а множ

ини X
.

}
{

n
x

 – числова послідовність.
a

x
n

n
=

∞
→ lim

 – число a  є границею
 послідовності.

b
x

f
b

x
f

a
x

→
=

→
)

(
,

)
(

lim
 при 

a
x

→
 – число b

 є границею
функції 

)
(x

f
 за умови, щ

о x
 прагне (прямує) до a

.
)

(
)

(
lim

0
0

+
=

+
→

a
f

x
f

a
x

, 
)

(
)

(
lim

0
0

−
=

−
→

a
f

x
f

a
x

,

де 
))

(
()

(
0

0
−

+
a

f
a

f
 є границею

 функції 
)

(x
f

, коли x
 прямує

до a
 справа (зліва).

∞
=

+
→

)
(

lim
x

f
a

x
0

, 
∞

=
−

→
)

(
lim

x
f

a
x

0
 – функція 

)
(x

f
 є нескінчен-

но великою
 в точці a

 справа (зліва).
]

[x
 – ціла частина числа x

.
x

sign
 – функція “знак x

”.
)

(
~)

(
x

x
β

α
 при 

a
x

→
 – 

)
(

),
(

x
x

β
α

 еквівалентні нескінченно
малі при 

a
x

→
.

))
(

(
)

(
x

x
β

=
α

o
 при 

a
x

→
 – 

)
(x

α
 є нескінченно малою

 вищ
ого

порядку, ніж
 

)
(x

β
 при 

a
x

→
.

))
(

(
)

(
x

x
β

=
α

O
 при 

a
x

→
 – 

)
(x

α
 і 

)
(x

β
 нескінченно малі од-

ного порядку при 
a

x
→

.
y∆

 – приріст функції в точці.

dx dy
x

y
x

f
),

(
),

(
′

′
 – похідна функції 

)
(x

f
y

=
 в точці x

.

),
(

0
+

′x
f

 
)

(
0

−
′x

f
– права та ліва похідні функції 

)
(x

f
 в точці x

.
dy

 – диференціал функції 
)

(x
y

.

n

n
n

dx y
d

x
f

=)
( )

(
 – похідна n

-го порядку функції 
)

(x
f

 в точці x
.

y
d

n
 – диференціал n

-го порядку функції 
)

(x
y

.



ГЛ
АВА 1. В

ЕКТО
РН

А
 А
ЛГЕБ

РА

§1. Геом
ет

ричні вект
ори

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Л
інійні операції над векторами. Вект

ором (геометричним вектором)
a

 називається множ
ина всіх напрямлених відрізків, щ

о маю
ть однакову довж

и-
ну та напрямок. П

ро всякий відрізок AB
 з цієї множ

ини каж
уть, щ

о він пред-
ставляє вектор  a

.  З означення випливає, щ
о вектори мож

на переносити пара-
лельно самим собі. У

 зв’язку з цим розглядувані вектори називаю
ть вільними.

Д
овж

ина відрізка AB
 називається довж

иною
 (модулем, нормою

) век-
тора a

  і  позначається символом 
|

|
|

|
AB

a
=

.

Д
ва вектори a

 та b
 називаю

ться колінеарними, якщ
о вони леж

ать на
одній прямій або на паралельних прямих. П

означення:  
b

a
||

.
Три вектори 

c
b

a
,

,
 називаю

ться компланарними, якщ
о вони леж

ать
на одній площ

ині або на паралельних площ
инах.

П
ід лінійними операціями над векторами розумію

ть операцію
 мно-

ж
ення вектора на число та додавання векторів.

Добут
ком вектора a

 на дійсне число λ
 називається вектор, щ

о по-
значається 

a λ
, такий, щ

о

1) 
a

a
λ

λ
=

;

2) вектори a
 та 

a
λ

 однаково напрямлені, якщ
о 

0
>

λ
 та протилеж

но
напрямлені, якщ

о 
0

<
λ

, тобто, 
a

a
λ

↑↑
, якщ

о 
0

>
λ

;  
a

a
λ

↑↓
, якщ

о 
0

<
λ

.

Н
ехай 

BC
b

AB
a

=
=

,
, тоді вектор 

AC
c

=
 називається сумою

 век-
торів a

 та b
 і позначається 

b
a

+
 (рис.1.1).b

a
+

A

B
C

a
 b

Рис. 1.1

Зауваж
имо, щ

о сума векторів a
 та b

, початки яких суміщ
ені, зобра-

ж
ується вектором з тим ж

е початком, щ
о співпадає з діагоналлю

 паралелог-
рама, сторонами якого являю

ться a
 та b

. Різниця 
b

a
−

 цих векторів зобра-
ж
ується вектором, щ

о співпадає з другою
 діагоналлю

 того ж
 паралелограма,
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14

Я
кщ

о 
z

y
x

,
,

 – координати вектора a
 у прямокутному базисі, то вони

співпадаю
ть з проекціями вектора  a

  на базисні орти  
k

j
i

,
,

  відповідно:
a

np
z

a
np

y
a

np
x

k
j

i
=

=
=

,
,

.
Д
овж

ина вектора a
 визначається так:

2
2

2
z

y
x

a
+

+
=

.

В
ектор 

0 a  називається одиничним або нормованим, якщ
о 

1
0

=
a

.

В
ектор 

a a
a

=
0

 являється одиничним вектором (ортом) вектора a
.

Числа

2
2

2
)

,
(

cos
cos

z
y

x

x
i

a
+

+
=

=
α

∧
,

2
2

2
)

,
(

cos
cos

z
y

x

y
j

a
+

+
=

=
β

∧
,

2
2

2
)

,
(

cos
cos

z
y

x

z
k

a
+

+
=

=
γ

∧

називаю
ться напрямними косинусами вектора a

.
Я
кщ

о 
,)

,
,

(
3

2
1

a
a

a
a

=
 

)
,

,
(

3
2

1
b

b
b

b
=

 у базисі 
k

j
i

,
,

, то

)
,

,
(

3
3

2
2

1
1

b
a

b
a

b
a

b
a

+
+

+
=

+
,

)
,

,
(

3
2

1
a

a
a

a
λ

λ
λ

=
λ

.

П
ростір ариф

м
етичних векторів. Будь-яка упорядкована сукупність

з n
 дійсних (комплексних (див. гл. 3 §4)) чисел називається дійсним (комп-

лексним) ариф
мет

ичним вект
ором і позначається символом

)
,

...
,

,
(

2
1

n x
x

x
x

=
.

Н
ад арифметичними векторами вводяться такі операції.

Додавання: якщ
о 

)
,

...
,

,
(

),
,

...
,

,
(

2
1

2
1

n
n

y
y

y
y

x
x

x
x

=
=

, то

)
,

...
,

,
(

2
2

1
1

n
n

y
x

y
x

y
x

y
x

+
+

+
=

+
.

М
нож

ення на число: якщ
о λ

 – число (дійсне або ком
плексне) і

)
,

...
,

,
(

2
1

n x
x

x
x

=
 – арифметичний вектор, то

)
,

...
,

,
(

2
1

n x
x

x
x

λ
λ

λ
=

λ
.

М
нож

ина всіх дійсних (комплексних) арифметичних n
-компонентних

векторів з введеними операціями додавання та множ
ення на число називаєть-

§1. Геометричні вектори

причому цей вектор напрямлений в бік зменш
уваного (рис.1.2).

Сума будь-якого числа векторів мож
е бути знайдена за правилом мно-

гокутника (рис.1.3).

a

b
b

a
+

b
a

−

Рис.1.2

       

a

bb

 
c  

c

d

d d
c

b
a

+
+

+

Рис.1.3

Розкладання вектора за базисом
. Упорядкована трійка некомпла-

нарних векторів 
3

2
1

,
,

e
e

e
 називається базисом у множ

ині всіх геометрич-

них векторів 
3

V
.

А
налогічно, упорядкована пара неколінеарних векторів 

2
1 ,e

e
 нази-

вається базисом у множ
ині геометричних векторів 

2
V

, компланарних де-

якій площ
ині. Будь-який ненульовий вектор e

 утворю
є базис у множ

ині гео-
метричних векторів 

1
V

, колінеарних деякому напрямку.

Усякий геометричний вектор 
3

V
∈

a
 мож

е бути представлений у вигляді

∑=
=

31
i

i
i e

x
a

,

тобто розкладений за базисом 
1

2
3

(
,

,
)

e
e

e
=

b
. Тут 

3
2

1
,

,
x

x
x

 – числа, щ
о

називаю
ться координатами вектора a  у базисі b . К

оротко: 
)

,
,

(
3

2
1

x
x

x
a

=
.

Базис b
 називається прям

окутним
 або ортонорм

ованим
, якщ

о

3
2

1
,

,
e

e
e

 попарно перпендикулярні та маю
ть одиничну довж

ину. У
 цьому

випадку прийнято позначення:

k
e

j
e

i
e

=
=

=
3

2
1

,
,

.

П
роекцією

 вектора a
 на вектор e

 називається число 
ϕ

cos
a

a
np

e
=

,

де 
)

,
(

e
a

∧
=

ϕ
.

Глава 1. В
екторна алгебра
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В
ектор O

M
 називаю

ть радіусом-вектором точки 
)

,
,

(
z

y
x

M
 і позна-

чаю
ть 

)
(M

r
 або просто r

. О
скільки координати вектора r

 співпадаю
ть з

координатами точки M
, то розклад r

 за ортами має вигляд:

kz
jy

ix
r

+
+

=
.

В
ектор AB

, де 
)

,
,

(
,)

,
,

(
2

2
2

1
1

1
z

y
x

B
z

y
x

A
, мож

е бути записаний у
вигляді:

1
2

r
r

AB
−

=
,

де 
2 r – радіус-вектор точки B

,  
1 r – радіус-вектор точки A

.

О
тж

е, розклад вектора AB
 за ортами має вигляд:k

z
z

j
y

y
i

x
x

AB
)

(
)

(
)

(
1

2
1

2
1

2
−

+
−

+
−

=
.

В
ідстань між

 точками A
 та B

2
1

2
2

1
2

2
1

2
)

(
)

(
)

(
|

|
)

,
(

z
z

y
y

x
x

AB
B

A
−

+
−

+
−

=
=

ρ
.

П
оділ відрізка у даном

у віднош
енні. Н

ехай на прямій  l   задані точ-
ки 

B
A,

 та C
, причому 

B
A

≠
. В
ектори AC

 та C
B

 колінеарні, а отж
е знай-

деться таке дійсне число λ
, щ

о 
C

B
AC

λ
=

. Число λ
 називається віднош

ен-
ням, в якому точка C

 ділить напрямлений відрізок 
)1

(
−

≠
λ

AB
.

Я
кщ

о відомі координати точок  A
 і B

  та віднош
ення λ

, в якому
точка C

 ділить напрямлений відрізок AB
, то координати точки C

 знахо-
дяться за формулами:

λ λ
λ λ

λ λ
+ +

=
+ +

=
+ +

=
1

,
1

,
1

B
A

B
A

B
A

z
z

z
y

y
y

x
x

x
C

C
C

або у векторній формі

λ
+ λ

+
=

1
2

1
r

r
r

,

де 
O

B
r

O
A

r
O

C
r

=
=

=
2

1
,

,
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається вектором?

2. Я
кі вектори називаю

ться колінеарними; компланарними?
3. Я

кі операції над векторами називаю
ться лінійними?

4. Щ
о називається сумою

 двох векторів?
5. Д

айте означення добутку вектора x на число α
.

§1. Геометричні вектори

ся прост
ором ариф

мет
ичних вект

орів (відповідно дійсним або комплекс-
ним). П

означення: 
n

R
 – дійсний арифметичний простір,  

n
C

 – комплекс-
ний арифметичний простір.

С
истема арифметичних векторів 

s x
x

x
,

...
,

,
2

1
 називається лінійно за-

леж
ною

, якщ
о існую

ть такі числа 
s

λ
λ

λ
,

...
,

,
2

1
, які не всі рівні нулю

, щ
о

має місце рівність

∑=
=

λ
si

i
i x

1
0

.
(1.1)

У
 протилеж

ном
у випадку, коли рівність (1.1) м

ає м
ісце, якщ

о
s

i
i

,1
,0

=
=

λ
, система називається лінійно незалеж

ною
.

С
истема векторів 

1
2

(
,

,...,
)n

e
e

e
=

β
  називається базисом у 

n
R

, якщ
о

всі ці вектори належ
ать 

n
R

, є лінійно незалеж
ними та будь-який вектор

n
R

∈x
 представляється у вигляді:∑=

λ
=

nk
k

k e
x

1
,

де 
k

λ
 – деякі числа, координати вектора x

 у базисі β
.

Число n
 називається вимірніст

ю
 прост

ору 
n

R
.

Коротко: 
n

=
n

R
dim

.
С
истема векторів

)1
,

...
,0

,0
,0

(
.........

..........
..........

;)
0,

...
,0

,1
,0

(
;)

0,
...

,0
,0

,1
(

2 1

= = =n e e e

утворю
є базис у 

n
R

, який називається канонічним.
Д
екартова прямокутна система координат. Каж

уть, щ
о у тривимірному

просторі введена декарт
ова прямокут

на сист
ема координат

, якщ
о задано:

1) точка O
 – початок координат;

2) прямокутний базис 
(

,
,

)
i

j
k

=
β

 у множині усіх геометричних векторів.

П
означення: 

)
,

,
;

(
k

j
i

O
.

О
сі O

x
, O

y
 і O

z
, щ

о проведені через точку O
 у напрямку базисних

ортів 
k

j
i

,
,

, називаю
ться координатними осями системи координат.

Глава 1. В
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 Знайдемо коефіцієнти розкладу 
r

q
p

x
3

2
1

α
+

α
+

α
=

. П
ідставимо

координати векторів у цю
 рівність:

)0
,5

,2
(

)3
,9

,3
(

)1
,6

,3
(

)1
,2

,1
(

3
2

1
=

α
+

α
+

−
α

.
Звідси одерж

уємо таку систему рівнянь:

  

=
α

+
α

+
α

−
=

α
+

α
+

α
=

α
+

α
+

α

.
0

3
;

5
9

6
2

;
2

3
3

3
2

1

3
2

1

3
2

1

Розв’язавш
и систему, знайдемо: 

3 1
,0

,1
3

2
1

=
α

=
α

=
α

.

Зробивш
и перевірку, впевню

ємося у правильності розв’язання системи.
Таким чином, ш

уканий розклад має такий вигляд:

r
q

p
x

3 1
0

1
+

⋅
+

⋅
=

. 

П
риклад 3. Задано точки 

)
12
,4

,3
(

A
 і 

)0
,8

,6
(

B
. Знайти

вектор 
AB

a
=

, його довж
ину a

 та напрямні косинуси, орт 
0

a
.

 
)

12
,4

,3
(

)
12

0,
4

8,
3

6(
−

=
−

−
−

=
a

;

13
)

12
(

4
3

2
2

2
=

−
+

+
=

a
;

13 12
cos

,
13 4

cos
,

13 3
cos

−
=

γ
=

β
=

α
;

 
 

−
=

−
+

=
=

13 12
,

13 4,
13 3

13
12

4
3

0
k

j
i

a a
a

. 

П
риклад 4. Точка 

)4
,2

,2
(

C
 ділить відрізок AB

 у відно-
ш
енні 

3/
2

=
λ

.  Знайти  координати точки B
,  якщ

о 
)0

,4
,2

( −
A

.
 Н
ехай 

)
,

,
(

B
B

B
z

y
x

B
. В

раховую
чи, щ

о C
 ділить відрізок AB

 у
віднош

енні 
3/

2
=

λ
, маємо:

3/
2

1
3/

2
0

4
,

3/
2

1
3/

2
4

2
,

3/
2

1
3/

2
2

2
+ +

=
+ +

=
+ +

−
=

B
B

B
z

y
x

.

Звідси 
10

,1
,8

=
−

=
=

B
B

B
z

y
x

. 

§1. Геометричні вектори

6. Дайте означення базису у множині геометричних векторів 
3

V
 .

7. Щ
о називається розкладом вектора за базисом у множ

ині
геометричних векторів 

3
V

?

8. Н
ехай задані координати векторів a

 та b
 у деякому базисі.

Чому дорівню
ю
ть координати вектора 

b
a

+
 у тому ж

 базисі?
9. Н

ехай задані координати вектора a
 у деякому базисі.

Чому дорівню
ю
ть координати вектора 

aλ
 у тому ж

 базисі?
10. Я

кий базис називається ортонормованим?
11. Щ

о називається декартовою
 прямокутною

 системою
координат у просторі?

12. Щ
о називається радіусом-вектором точки M

 відносно
декартової прямокутної системи координат?

13. Н
ехай у декартовій прямокутній системі координат

задано точки 
)

,
,

(
1

1
1

z
y

x
A

 та 
)

,
,

(
2

2
2

z
y

x
B

. Чому дорівню
ю
ть

координати вектора AB
 у цій системі координат?

14. Щ
о означає поділити відрізок AB

 у віднош
енні

)1
(

−
≠

λ
λ

?
15. Н

ехай у декартовій прямокутній системі координат дано
точки 

)
,

,
(

1
1

1
z

y
x

A
 та 

)
,

,
(

2
2

2
z

y
x

B
. Чому дорівню

ю
ть коорди-

нати точки 
)

,
,

(
z

y
x

C
, щ

о ділить відрізок AB
 у віднош

енні λ
?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. У

 базисі 
k

j
i

,
,

 задані вектори 
−

=
i

a
2

,k
j+

−
 

k
j

i
b

4
3

−
+

=
. Знайти вектор 

b
a

c
3

2
+

=
.

 
k

j
i

k
j

i
k

j
i

c
10

7
7

)
4

3
(3

)
2(

2
−

+
=

−
+

+
+

−
=

. 

П
риклад 2. Розкласти вектор x  за базисом 

r
q

p
,

,
:

)3
,9

,3
(

),
1,

6,
3(

),
1

,2
,1

(
),

0,
5,

2(
=

=
−

=
=

r
q

p
x

.
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IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

1.1. Задано вектори 
)1

,0
,2

(
),

1,
1,

3(
),

0,
2,

1
(

3
2

1
=

=
−

=
a

a
a

 і

3
2

1
3 1

2
a

a
a

a
+

−
=

. О
бчислити:

а) 
1 a

 та координати орта 
0

1 )
(a

 вектора 
1 a;

б) 
)

,
(

cos
1

j
a

∧
;

в) координату x вектора a
;

г) 
a

np
j

.

1.2. Задано вектори 
)2 1,1

,1
(−

=
e

 і 
)1

,2
,2

(
−

−
=

a
. П

ере-

конатись, щ
о вони колінеарні та знайти розклад вектора a

 за
базисом 

(
)e

=
b

.
1.3. Н

а площ
ині задано вектори 

)1
,2

(
),

2,
1

(
2

1
=

−
=

e
e

і 
)2

,0
(

−
=

a
. П

ереконатись, щ
о 

1
2

(
,

)
e

e
=

b
 – базис у множ

ині
всіх векторів на площ

ині. П
обудувати задані вектори та ви-

конати розклад вектора a
 за базисом b

.
1.4. П

оказати, щ
о трійка векторів 

),
0,

0,
1(

1
=

e
 

)0
,1

,1
(

2
=

e
 та

)1
,1

,1
(

3
=

e
 утворю

є базис у множині усіх векторів простору. О
б-

числити координати вектора 
k

i
a

−
−

=
2

 у базисі 
1

2
3

(
,

,
)

e
e

e
=

b
 і

виконати відповідний розклад за базисом.
1.5. Задано вектори

k
j

i
c

k
j

b
j

i
a

−
+

=
−

−
=

+
=

,
2

3
,

3
2

.
Знайти:

а) координати орта 
0

a
;

б) координати вектора 
c

b
a

d
+

−
=

2 1
;

в) розклад вектора 
c

b
a

f
2

−
+

=
 за базисом 

(
,

,
)

i
j

k
=

β
;

г) 
)

(
b

a
np

j
−

.

§1. Геометричні вектори

П
риклад 5. В

ідомі верш
ини трикутника ABC

: 
),

,
(

1
1

y
x

A
),

,
(

2
2

y
x

B
 

)
,

(
3

3
y

x
C

. В
изначити координати точки перетину

медіан трикутника.
 Знаходимо координати точки D

 – середини відрізка AB
; маємо, щ

о:

2
)

(
,

2
)

(
2

1
2

1
y

y
y

x
x

x
D

D
+

=
+

=
.

Точка M
, в якій перетинаю

ться медіани, ділить відрізок C
D

 у відно-
ш
енні 

1:
2

, починаю
чи від точки C

. Тому, координати точки M
 визнача-

ю
ться за формулами

2
1

2
,

2
1

2
3

3
+ +

=
+ +

=
D

D
y

y
y

x
x

x
,

тобто

3
2/

)
(2

,
3

2/
)

(2
2

1
3

2
1

3
y

y
y

y
x

x
x

x
+

+
=

+
+

=
.

О
тж

е,

3
,

3
3

2
1

3
2

1
y

y
y

y
x

x
x

x
+

+
=

+
+

=
. 

П
риклад 6. Задано трикутник з верш

инам
и 

),
1,

1,
1(

A
),

2
,1

,5
(

−
B

 
)1

,9
,7

(
C

. Знайти координати точки D
 перетину

бісектриси кута A
 зі стороною

 C
B

.
 Знаходимо довж

ини сторін трикутника, які утворю
ю
ть кут A

:

;
10

)1
1(

)1
9(

)1
7(

)
(

)
(

)
(

2
2

2

2
2

2

=
−

+
−

+
−

=

=
−

+
−

+
−

=
A

C
A

C
A

C
z

z
y

y
x

x
AC

.
5

)1
2

(
)1

1(
)1

5(

)
(

)
(

)
(

2
2

2

2
2

2

=
−

−
+

−
+

−
=

=
−

+
−

+
−

=
A

B
A

B
A

B
z

z
y

y
x

x
AB

О
тж

е, 
2

5:
10

:
=

=
D

B
C

D
, бо бісектриса ділить сторону C

B
 на

частини, пропорційні прилеглим сторонам. Таким чином,

;1
2

1
)2

(2
1

1

,
3 11

2
1

1
2

9
1

,
3 17

2
1

5
2

7
1

−
=

+
−

+
=

λ
+ λ
+

=

=
+

⋅
+

=
λ

+ λ
+

=
=

+
⋅

+
=

λ
+ λ
+

=

B
C

D

B
C

D
B

C
D

z
z

z

y
y

y
x

x
x

ш
укана точка 

)1
,3

/
11

,3
/

17
(

−
D

. 
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1.18. Задані верш
ини трикутника 

)5
,2

,4
(

),
5,

1
,3

(
−

−
B

A
 і

)3
,0

,4
( −

C
. Знайти довж

ину медіани, проведеної з верш
ини A

.
1.19. В

ідрізок з кінцями у точках 
)2

,3
(

−
A

 і 
)4

,6
(B

 розді-
лений на три рівні частини. Знайти координати точок ділення.

1.20. В
изначити координати кінців відрізка AB

, який точ-
ками 

)2
,0

,2
(

C
 і 

)0
,2

,5
(

−
D

 розділений на три рівні частини.

§2. Д
обут

ки вект
орів

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

С
калярний добуток векторів. С

калярним добут
ком векторів a

 та b
називається число, щ

о дорівню
є добутку довж

ин цих векторів на косинус
кута ϕ

 між
 ними:

ϕ
=

=
cos

|
||

|
)

,
(

b
a

ba
b

a
.

В
 л а с т и в о с т і   с к а л я р н о г о   д о б у т к у.

.
1 0

 
)

,
(

)
,

(
a

b
b

a
=

 (комутативний закон).

.
2

0
 

)
,

(
)

,
(

b
a

b
a

α
=

α
, 

R
∈

α
 (асоціативний закон).

.
3 0

 
)

,
(

)
,

(
)

,
(

c
a

b
a

c
b

a
+

=
+

 (дистрибутивний закон).

.
4 0

 
1

=
=

=
k

k
j

j
ii

;  
0

=
=

=
i

k
kj

j
i

.

.
5 0

 Я
кщ

о

k
z

j
y

i
x

b
k

z
j

y
i

x
a

2
2

2
1

1
1

,
+

+
=

+
+

=
,

то

2
1

2
1

2
1

)
,

(
z

z
y

y
x

x
b

a
+

+
=

.

.
6 0

 
2

2
|

|
)

,
(

a
a

a
a

=
=

;  
)

,
(

|
|

a
a

a
=

.

.
7

0
 

0
)

,
(

=
⇔

⊥
b

a
b

a
 або 

0
2

1
2

1
2

1
=

+
+

z
z

y
y

x
x

 (умова перпенди-
кулярності векторів).

§2. Д
обутки векторів

1.6. Знайти координати орта 
0

a
, якщ

о 
)6

,7
,6

(
−

=
a

.

1.7. В
ектор 

kz
j

i
a

+
−

=
9

3
. Знайти z, якщ

о 
12

|
|

=
a

.
1.8. Знайти довж

ину та напрям
ні косинуси вектора

c
b

a
p

+
−

=
5

3
, якщ

о 
,

2
,

3
7

4
k

j
i

b
k

j
i

a
+

+
=

+
+

=
 

−
=

i
c

2
k

j−
−

3
.

1.9. Знайти вектор x , колінеарний вектору 
k

j
i

a
2

2
−

−
=

та такий, щ
о утворю

є з ортом 
j гострий кут і має довж

ину
15

=
x

.

1.10. Знайти вектор x
, який утворю

є з усім
а трьом

а
базисними ортами рівні гострі кути, за умови, щ

о 
3

2
=

x
.

1.11. Знайти вектор x , який утворю
є з ортом j кут 

o
60

, з

ортом k
 – кут 

o
120

, за умови, щ
о 

2
5

=
x

.

1.12. За яких значень α
 і β

 вектори 
k

j
i

a
α

+
+

−
=

3
2

 та

k
j

i
b

2
6

+
−

β
=

 колінеарні?

1.13. Задані три верш
ини 

)2
,3

,5
(

),
7,

4
,3

(
−

−
−

B
A

 
і

)3
,2

,1
(

−
C

 паралелограма ABCD
. Знайти його четверту верш

и-
ну D

, протилеж
ну B

.
1.14. Задані дві суміж

ні верш
ини паралелограма 

),
6,

2
( −

A
)8

,2
(B

 і точка перетину його діагоналей 
)2

,2
(

M
. Знайти дві

інш
і верш

ини.
1.15. В

изначити координати верш
ин трикутника, якщ

о
відомі середини його сторін: 

)3
,2

(
),

1,
6(

),
4

,2
(

−
−

N
M

K
.

1.16. Н
а осі абсцис знайти точку M

, відстань від якої
до точки 

)3
,3

(
−

A
 дорівню

є 5.

1.17. Н
а осі ординат знайти точку M

, рівновіддалену від
точок 

)7
,4

,1
(

−
A

 та 
)5

,6
,5

(
−

B
.
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.
4 0

 
0

=
×

=
×

=
×

k
k

j
j

i
i

;  
j

i
k

i
k

j
k

j
i

=
×

=
×

=
×

,
,

.

.
5 0

 Я
кщ

о 
k

z
j

y
i

x
b

k
z

j
y

i
x

a
2

2
2

1
1

1
,

+
+

=
+

+
=

, то

2
2

2

1
1

1
z

y
x

z
y

x
k

j
i

b
a

=
×

,

тобто 
b

a
×

 записується за допом
огою

 визначника третього порядку;
див. гл. 3 §1.

.
6 0

 
0

||
=

×
⇔

b
a

b
a

 або 
2 1

2 1

2 1
z z

y y
x x

=
=

 (умова колінеарності векторів).

П
лощ

а 
1 S паралелограма та площ

а 
2

S
 трикутника, побудованих на

векторах a
 та b

, обчислю
ю
ться за формулами:

|
|

2 1
,|

|
2

1
b

a
S

b
a

S
×

=
×

=
.

М
омент M

 сили F
, щ

о прикладена до точки A
 тіла, відносно точки O

,
визначається за формулою

:

F
O

A
M

×
=

.

М
іш

аний добуток векторів. М
іш
аним добут

ком
 векторів 

c
b

a
,

,

називається скалярний добуток вектора 
b

a
×

 на вектор c
, тобто 

c
b

a
)

(
×

.
В

 л а с т и в о с т і   м і ш
 а н о г о   д о б у т к у.

.
1 0

 
c

a
b

c
b

a
)

(
)

(
×

−
=

×
.

.
2 0

 
)

(
)

(
c

b
a

c
b

a
×

=
×

.
Завдяки цій властивості м

іш
аний добуток записується у вигляді

)
,

,
(

c
b

a
 або 

cb
a

.

.
3 0

 
)

,
,

(
)

,
,

(
)

,
,

(
)

,
,

(
)

,
,

(
)

,
,

(
b

c
a

a
b

c
c

a
b

b
a

c
a

c
b

c
b

a
−

=
−

=
−

=
=

=
.

.
4 0

 Я
кщ

о

k
z

j
y

i
x

c
k

z
j

y
i

x
b

k
z

j
y

i
x

a
3

3
3

2
2

2
1

1
1

;
;

+
+

=
+

+
=

+
+

=
,

то

3
3

3

2
2

2

1
1

1
)

,
,

(
z

y
x

z
y

x
z

y
x

c
b

a
=

.

§2. Д
обутки векторів

П
роекція вектора a

 на b
 та кут між

 цими векторами визначаю
ться за

формулами:

|
||

|
)

,
(

cos
;

|
|

)
,

(
b

a
b

a
b b

a
a

np
b

=
=

ϕ
.

Робота A
 сили F

 при переміщ
енні матеріальної точки вздовж

 прямої
з полож

ення B
 в C

, 
s

BC
=

, визначається за формулою
:

)
,

(
s

F
A

=
.

В
екторний добуток векторів. Вект

орним добут
ком вект

орів a
 і b

називається третій вектор c
, щ

о задовольняє такі умови (рис. 1.4):

1) 
)

,
(

,
sin
|

||
|

|
|

b
a

b
a

c
∧

=
ϕ

ϕ
=

;
2) 

b
c

a
c

⊥
⊥

,
;

3) вектори 
c

b
a

,
,

 утворю
ю
ть праву трійку.

Зауваж
имо, щ

о вектори 
c

b
a

,
,

 утворю
ю
ть праву т

рійку, якщ
о найко-

ротш
ий поворот від вектора a

 до вектора b
 з кінця вектора c

 спостері-
гається проти годинникової стрілки.

b
a

c
×

=

b

a
ϕ

Рис. 1.4.

В
екторний добуток позначається 

b
a

×
 або 

]
,

[
b

a
.

В
 л а с т и в о с т і   в е к т о р н о г о   д о б у т к у.

.
1 0

 
)

(
a

b
b

a
×

−
=

×
 (антикомутативний закон).

.
2

0
 

)
(

)
(

b
a

b
a

×
α

=
α

×
, 

R
∈

α
 (асоціативний закон).

.
3 0

 
c

a
b

a
c

b
a

×
+

×
=

+
×

)
(

 (дистрибутивний закон).
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6. У
 чому полягає умова ортогональності (перпендикуляр-

ності) векторів a
 та b

; умова колінеарності векторів a
 та b

?
7. В

 якому випадку вектори 
c

b
a

,
,

, взяті у заданому по-
рядку, утворю

ю
ть праву трійку?

8. Щ
о називається векторним добутком двох векторів?

9. Я
кий геометричний зміст модуля векторного добутку

двох неколінеарних векторів?
10. П

ерелічіть основні властивості векторного добутку.
11. Запиш

іть формулу, за якою
 обчислю

ється векторний до-
буток векторів 

k
a

j
a

i
a

a
z

y
x

+
+

=
 та 

k
b

j
b

i
b

b
z

y
x

+
+

=
.

12. Щ
о називається міш

аним добутком трьох векторів?
13. Який геометричний зміст модуля міш

аного добутку трьох
некомпланарних векторів?

14. У
 чому полягає необхідна та достатня умова компланар-

ності трьох векторів?
15. Я

к вираж
ається міш

аний добуток трьох векторів через
координати векторів у декартовій системі координат?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Знайти 

)
3

,
2(

b
a

b
a

−
+

, якщ
о 

,2
|

|,
1

|
|

=
=

b
a

6
)

,
(

π
=

∧b
a

.

 Використовую
чи властивості та означення скалярного добутку, маємо

=
−

−
=

⋅
−

π
−

=
−

−
=

=
−

+
−

=
−

+
∧

2 3
10

10
4

3
6

cos
10

2
|

|
3

)
,

cos(
|

||
|

5
|

|
2

)
,

(3
)

,
(

)
,

(6
)

,
(2

)
3

,
2(

2
2

b
b

a
b

a
a

b
b

a
b

b
a

a
a

b
a

b
a

.)
2 3

1(
10

+
−

=
 

П
риклад 2. У

 трикутнику з верш
инам

и 
),

3,
1

,2
(

−
A

),
5,

2,
2

(−
B

 
)3

,2
,1

(
C

 знайти косинус кута при верш
ині A

.

§2. Д
обутки векторів

.
5 0

 Н
еобхідна та достатня умова компланарності векторів 

c
b

a
,

,
:

0
)

,
,

(
=

c
b

a
 або 

0

3
3

3

2
2

2

1
1

1
=

z
y

x
z

y
x

z
y

x
.

О
б’єм 

1
V

 паралелепіпеда, побудованого на векторах 
c

b
a

,
,

 та об’єм

2
V

 утвореної цими векторами трикутної піраміди знаходяться за формулами:

|)
,

,
(|

6 1
;|

)
,

,
(|

2
1

c
b

a
V

c
b

a
V

=
=

.

П
одвійний векторний добуток. П

одвійним вект
орним добут

ком век-
торів 

b
a,

 і c
 називається векторний добуток двох із них, помнож

ений век-

торно на третій. Н
априклад, 

)
(

;
)

(
c

b
a

c
b

a
×

×
×

×
. Інш

е позначення:

]]
,

[,
[

;]
,]

,
[[

c
b

a
c

b
a

.
П
одвійний векторний добуток вираж

ається за допомогою
 скалярного

добутку таким чином:

)
(

)
(

)
(

c
b

a
c

a
b

c
b

a
−

=
×

×
,)

(
)

(
)

(
b

a
c

c
a

b
c

b
a

−
=

×
×

.

П
ри круговій перестановці векторів 

c
b

a
,

,
 у подвійному векторному

добутку приходимо до трьох різних векторів:

)
(

)
(

)
(

c
b

a
c

a
b

c
b

a
−

=
×

×
,)

(
)

(
)

(
a

c
b

a
b

c
a

c
b

−
=

×
×

,)
(

)
(

)
(

b
a

c
b

c
a

b
a

c
−

=
×

×
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається скалярним добутком двох векторів?

2. Я
к вираж

ається скалярний добуток двох векторів з ви-
користанням проекції одного вектора на другий?

3. П
ерелічіть основні властивості скалярного добутку.

4. Я
к вираж

ається скалярний добуток векторів через коор-
динати векторів у декартовій системі координат?

5. Чому дорівню
є кут ϕ

 між
 ненульовими векторами a

 та b?
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П
риклад 6. Знайти міш

аний добуток векторів
k

j
i

c
k

j
i

b
k

j
i

a
4

,
3

,
2

+
+

=
−

+
=

−
−

=
.
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2
5

26
1

1
3

1
1

4
1

1
1

1
4

1
1

3
2

4
1

1
1

3
1

1
1

2
)

,
,

(
=

+
+

=
−

−
+

−
=

− −
−

=
c

b
a

. 

П
риклад 7. Задані верш

ини трикутної піраміди 
),

1,
2,

3(
A

)3
,2

,1
(

),
3,

2,
1

(
),

2
,1

,2
(

−
−

−
−

D
C

B
. Знайти її об’єм.

 
)2

,4
,2

(
),

2,
0,

4
(

),
3

,1
,5

(
−

−
=

=
−

=
=

−
−

−
=

=
AD

c
AC

b
AB

a
.

92
8

40
4

48
2

4
2

2
0

4
3

1
5

)
,

,
(

−
=

−
−

+
−

=
−

− −
−

−
−

=
c

b
a

.

О
тж

е, об’єм трикутної піраміди 
3 46

|
92

|6 1
=

−
=

V
(куб. од.). 

П
риклад 8. П

оказати, щ
о вектори

)0
,1

,2
(

,)
1

,2
,2

(
,)

2,
1

,1
(

3
2

1
=

−
=

−
=

a
a

a
утворю

ю
ть базис у 

3
V

.
 В
раховую

чи, щ
о базисом у 

3
V

 є три некомпланарні вектори, розв’я-
зання зводиться до перевірки виконання умови компланарності трьох векторів:

0
1

4
2

1
)4

2(
2

2
)1

(
1

1
0

1
2

1
2

2
2

1
1

)
,

,
(

3
2

1
≠

−
=

−
+

=
−

+
⋅

−
−

⋅
=

−
−

=
a

a
a

.

Таким чином, вектори некомпланарні, утворю
ю
ть базис у 

3
V

. 

П
риклад 9. Задано вектори 

)0
,3

,2
(

=
a

, 
)2

,2
,1

(
−

=
b

,
)1

,2
,3

(
=

c
.

В
изначити:

1) довж
ину вектора a

:   
a

;

2) скалярний добуток векторів a
  та  b

:   
)

,
(

b
a

;

§2. Д
обутки векторів

 
)0

,3
,1

(
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2,
3,

4
(

−
=

−
=

AC
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, тоді

=
+

−
+

+
−

⋅
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⋅
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−
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ϕ
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0
2
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cos(
cos
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29 13

≈
=

. 

П
риклад 3. Знайти векторний добуток векторів

k
j

i
a

5
3

2
+

+
=

  та  
k

j
i

b
+

+
=

2
 М

аємо
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3
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×
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i
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i
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j
i

b
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П
риклад 4. О

бчислити площ
у паралелограма, побудовано-

го на векторах 
b

a
c

3
+

=
 та 

b
a

d
+

=
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, якщ
о 

,1
|
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|
=

=
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a
o
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a
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=
×

=
×

). Тоді4
30

sin
1

1
8

|
|

8
|

|
o

=
⋅

⋅
⋅

=
×

=
×

=
b

a
d

c
S

(кв. од.). 

П
риклад 5. О

бчислити площ
у трикутника ABC
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IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

1.21. 
3/

2
)

,
(

,4
|

|
,3

|
|

2
1

2
1

π
=

=
=

∧a
a

a
a

. О
бчислити:

а) 
1

1
21

a
a

a
=

;
б) 

)
2

)(
2

3(
2

1
2

1
a

a
a

a
+

−
;

в) 
2

2
1

)
(

a
a

+
.

1.22. 
5

|
|

,3
|

|
2

1
=

=
a

a
. В
изначити, за якого значення α

 век-
тори 

2
1

a
a

b
α

+
=

  та  
2

1
a

a
c

α
−

=
 перпендикулярні.

1.23. В
изначити довж

ину діагоналей паралелограма, побу-
дованого на векторах 

q
p

b
q

p
a

2
5

,
3

+
=

−
=

, якщ
о відомо, щ

о

3
|

|
,2

2
|

|
=

=
q

p
 та 

4/
)

,
(

π
=

∧q
p

.

1.24.  В
изначити кут між

 векторами a
 і b

, якщ
о відомо,

щ
о 

20
)

2
(

)
(

2
2

=
+

+
−

b
a

b
a

 та 
2

|
|

,1
|

|
=

=
b

a
.

1.25. О
бчислити 

)
2(

b
a
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b

a
−

+
, якщ

о 
1

|
|

|
|

=
=

b
a

 та
o

120
)

,
(

=
∧b

a
.

1.26. Знайти кут, утворений одиничними векторами 
1 e і

2 e, якщ
о відомо, щ

о вектори 
2

1
2e

e
a

+
=

 та 
2

1
4

5
e

e
b

−
=

 пер-
пендикулярні.

1.27. Задано вектори 
)4

,2
,4

(
1

−
−

=
a

 і 
)2

,3
,6

(
2

−
=

a
. О

б-
числити:

а) 
2

1 a
a

;
б) 

)
2

)(
3

2(
2

1
2

1
a

a
a

a
+

−
;

в) 
2

2
1

)
(

a
a

−
;

г) 
|

2|
2

1
a

a
−

;
д) 

2
1 a

np
a

;е) 
1

2 a
np

a
;є) напрям

ні косинуси

вектора 
1 a;  ж

) 
)

2
(

2
1

2
1

a
a

np
a

a
−

+
;

з) 
)

,
cos(

2
1

a
a

∧
.

1.28. Задано точки 
)2

,2
(A

 і 
)2

,5
(

−
B

. Н
а осі абсцис

знайти таку точку M
, щ

об 
2/

)
,

(
π

=
∧M

B
AM

.

1.29. Д
ля заданих векторів 

b
a,

 і 
c

 обчислити
)

3
2(

b
a

np
c

−
:

а) 
j

i
c

k
j

i
b

k
j

i
a

3
4

,
3

,
2

+
=

+
+

=
+

+
−

=
;

б) 
k

j
i

c
k

j
i

b
k

j
i

a
3

2
6

,
2

3
,

3
2

+
+

=
−

+
−

=
+

−
=

.

§2. Д
обутки векторів

3) косинус кута між
 векторами  a

  та  b
;

4) векторний добуток векторів a
  та  b

:   
b

a
×

;

5) міш
аний добуток векторів a

, b
, c

: 
)

,
,

(
c

b
a

;

6) чи колінеарні вектори a
 і b

;

7) чи компланарні вектори a
, b

, c
.

 1. 
13

0
9

4
23

22
21

=
+

+
=

+
+

=
a

a
a

a
.

2. 
.4

2
0

)2
(

3
1

2
)

,
(

3
3

2
2

1
1

−
=

⋅
+

−
⋅

+
⋅

=
+

+
=

b
a

b
a

b
a

b
a

3. 
(

,
)

4
4

cos(
,

)
|

||
|

13
1

4
4

3
13

a
b

a
b

a
b

∧
−

=
=

=
−

+
+

.

4. 
=

−
+

−
−

=
−

=
×

k
j

i
k

j
i

b
a

2
1

3
2

2
1

0
2

2
2

0
3

2
2

1
0

3
2

)7
,4

,6
(

7
4

6
−

−
=

−
−

=
k

j
i

;

101
49

16
36

)7
(

)4
(

6
  

2
2

2
=

+
+

=
−

+
−

+
=

×
b

a
.

5. 
=

−
−

=
−

=
=

1
2

3
0

6
5

0
3

2

1
2

3
2

2
1

0
3

2
)

,
,

(

3
2

1

3
2

1

3
2

1

c
c

c
b

b
b

a
a

a
c

b
a

3
15

12
6

5
3

2
=

+
−

=
−

−
=

.

6. Умова колінеарності векторів a
 і b

:      
3 3

2 2

1 1
b a

b a
b a

=
=

;

⇒
≠

−
≠

2 0
2 3

1 2
 a

 і b
 не  колінеарні.

7. Умова компланарності векторів a
, b

, c
:  

0
)

,
,

(
=

c
b

a
;

⇒
≠

=
0

3
)

,
,

(
c

b
a

 вектори a
, b

, c
 не компланарні. 
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1.39. У
 трикутнику з верш

инами 
)2

,6
,5

(
,)

2,
1

,1(
−

−
B

A
 і

)1
,3

,1
(

−
C

 знайти висоту 
|

|BD
h

=
.

1.40. В
изначити значення 

α
 і 

β
, за яких вектор

k
j

i
c

β
+

+
α

=
3

  колінеарний вектору  
]

,
[

b
a

d
=

,  якщ
о

)1
,1

,3
(

−
=

a
,  

)0
,2

,1(
=

b
.

1.41. Знайти 
вектор 

]]
,

[,
[

]
,

[
b

a
a

b
a

a
c

+
+

=
, 

якщ
о

)1
,1

,1
(

),
3

,1
,2

(
−

=
−

=
b

a
.

1.42. С
ила 

k
j

i
F

5
4

2
+

−
=

 
прикладена 

до 
точки

)3
,2

,4
(

−
A

. В
изначити м

ом
ент цієї сили відносно точки

)1
,2

,3
(

−
O

.

1.43. В
ектори 

c
b

a
,

,
 утворю

ю
ть ліву трійку, 

,1
|

|
=

a

,2
|

|
=

b
 

3
|

|
=

c
 та 

b
c

a
c

b
a

⊥
⊥

=
∧

,
;

30
)

,
(

o
. Знайти 

)
,

,
(

c
b

a
.

1.44. Задано 
вектори 

)1
,2

,2
(

),
3,

1
,1

(
2

1
−

=
−

=
a

a
 
і

)5
,2

,3
(

3
−

=
a

. О
бчислити 

)
,

,
(

3
2

1
a

a
a

. Я
ка орієнтація трійок:

а)
3

2
1

,
,

a
a

a
;

б) 
3

1
2

,
,

a
a

a
;

в) 
2

3
1

,
,

a
a

a
?

1.45. В
становити, чи утворю

ю
ть вектори 

2
1 ,a

a
 і 

3
a

 базис
у множ

ині всіх векторів, якщ
о:

а) 
)

11
,9

,1
(

,)
3,

1
,1

(
,)

1
,3

,2
(

3
2

1
−

=
−

=
−

=
a

a
a

;

б) 
)2

,1
,3

(
,)

2,
1,

2(
,)

1,
2

,3
(

3
2

1
−

−
=

=
−

=
a

a
a

.

1.46. О
бчислити об’єм паралелепіпеда, побудованого на

векторах:

а) 
k

j
i

c
k

j
i

b
k

j
i

a
2

4
3

,
3

,
2

+
−

=
+

+
=

−
+

=
;

б) 
k

j
i

c
k

j
i

b
k

j
i

a
−

+
=

−
+

−
=

−
+

=
2

5
,

6
4

2
,

8
6

3
.

1.47. Знайти довж
ину висоти паралелепіпеда, побудованого

на векторах 
k

j
i

a
+

−
=

,
5

, 
k

i
b

+
=

,
2

4
, 

k
j

i
c

−
−

=
, якщ

о за ос-
нову прийняти паралелограм, побудований на векторах a  та b.

§2. Д
обутки векторів

1.30. О
бчислити роботу сили 

k
j

i
F

+
+

=
2

 при пере-
міщ

енні матеріальної точки з полож
ення 

)0
,2

,1
( −

A
 у полож

ен-
ня 

)3
,1

,2
(B

.

1.31. Знайти координати вектора x , колінеарного вектору
)1

,1
,2

(
−

=
a

 і такого, щ
о задовольняє умові 

3
)

,
(

=
x

a
.

1.32. В
ектор x , перпендикулярний вектору 

)1
,3

,2
(

1
−

=
a

 та

вектору 
)3

,2
,1

(
2

−
=

a
, задовольняє умову 

6
)

2(
−

=
+

−
k

j
i

x
.

Знайти координати вектора x .

1.33. 
2

|
|,

1
|

|
2

1
=

=
a

a
 і 

3/
2

)
,

(
2

1
π

=
∧a

a
. О

бчислити:

а) 
|]

,
[|

2
1

a
a

;
б) 

|]
2

,
2[

|
2

1
2

1
a

a
a

a
+

+
;

в) 
|]

3
,

3
[|

2
1

2
1

a
a

a
a

−
+

.
1.34. Я

кій умові повинні задовольняти вектори 
1 a і 

2
a

, щ
об

вектори 
2

1
a

a
b

+
=

 та 
2

1
a

a
c

−
=

 були колінеарні?
1.35. С

простити вирази:

а) 
]

,
[

]
,

[
]

,
[

k
j

i
k

k
i

j
k

j
i

+
+

+
+

−
+

;

б) 
]

,
[

]
,

[
]

,
[

a
c

b
b

c
b

a
c

c
b

a
−

+
+

+
+

+
+

;

в) 
]

,
[

]
,

2[
b

a
c

b
a

c
b

a
+

+
+

−
+

;

г) 
]

,
[

4
]

,
[

3
]

,
[

2
j

i
k

k
i

j
k

j
i

+
+

.

1.36. 
4/

)
,

(
,5

|
|

|
|

π
=

=
=

∧b
a

b
a

. О
бчислити площ

у три-

кутника, побудованого на векторах 
b

a
c

2
−

=
 та 

b
a

d
2

3
+

=
.

1.37. Задано вектори 
)2

,1
,3

(
1

−
=

a
 і 

)1
,2

,1
(

2
−

=
a

.
Знайти координати векторів:

а) 
]

,
[

2
1

a
a

;б) 
]

,
2[

2
2

1
a

a
a

+
;

в) 
]

2,
2[

2
1

2
1

a
a

a
a

+
−

.
1.38. О

бчислити площ
у трикутника з верш

инам
и

),
1,

1,
1(

A
 

)4
,3

,2
(B

 та 
)2

,3
,4

(
C

.
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1.48. О
бчислити об’єм піраміди O

ABC
, якщ

о 
j

i
O

A
4

3
+

=
,

k
j

O
C

k
j

O
B

5
2

,
3

+
=

+
−

=
.

1.49. О
бчислити об’єм піраміди з верш

инами у точках
)3

,2
,2

(
),

1,
2,

0(
),

5,
3

,2
(

−
−

−
C

B
A

 та 
)4

,2
,3

(
D

.

1.50. У
 піраміді з верш

инами у точках 
),

1,
1,

1(
A

 
),

2,
0,

2(
B

)2
,2

,2
(

C
 і 

)3
,4

,3
(

−
D

 обчислити висоту 
|

|D
E

h
=

.
1.51. П

еревірити, чи компланарні задані вектори:

а) 
k

j
i

c
k

j
i

b
k

j
i

a
7

13
14

,
3

2
,

2
+

−
=

+
−

=
+

+
−

=
;

б) 
k

j
i

c
k

j
i

b
k

j
i

a
+

−
=

+
−

=
−

+
=

4
,

2
2

3
,

3
2

.

1.52. В
изначити значення λ

, за яким вектори 
c

b
a

,
,

 будуть
компланарні?

а) 
)4

,5
,1

(
),

2,
1

,5
(

),
1,

3,
(

−
=

−
=

λ
=

c
b

a
;

б) 
)1

,
,0

(
),

0,
,1

(
),

1,
2,

1(
λ

=
λ

=
λ

=
c

b
a

.

1.53. Д
овести, щ

о чотири точки 
),

5,
1,

0(
),

1
,2

,1
(

B
A

−
)1

,2
,1

( −
C

 і 
)3

,1
,2

(
D

 леж
ать в одній площ

ині.

1.54. Д
овести тотож

ності:

а) 
c

ba
b

a
b

c
a

−
=

+
+

)
(

)
(

;

б) 
cb

a
c

b
a

c
b

a
b

a
3

)
2

)(
)(

(
=

−
+

−
−

−
;

в) 
cb

a
a

c
c

b
b

a
2

)
)(

)(
(

=
+

+
+

;

г) 
cb

a
b

a
c

ba
=

β
+

α
+

)
(

  
β

α
∀

,
.

1.55. Д
овести ком

планарність векторів 
c

b
a

,
,

, якщ
о

відомо, щ
о 

0
]

,
[

]
,

[
]

,
[

=
+

+
a

c
c

b
b

a
.
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ГЛ
АВА 2. А

Н
А
ЛІТИ

Ч
Н
А

 ГЕО
М
ЕТРІЯ

§1. П
рям

і лінії т
а площ

ини

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

П
рям

а на площ
ині. Н

аведемо основні види рівнянь прямої на площ
ині:

1) 
(

)
(

)
0

0
0

=
−

+
−

y
y

B
x

x
A

 − рівняння прямої, щ
о проходить через

точку 
)

,
(

0
0

0
y

x
M

 перпендикулярно до нормального вектора 
)

,
(

B
A

n
=

;

2) 
0

=
+

+
C

y
B

x
A

 − загальне рівняння прямої, де вектор 
)

,
(

B
A

n
=

 –
нормальний вектор прямої;

3) 
b

x
k

y
+

=
 − рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом;  k

 – кутовий

коефіцієнт прямої: 
α

tg
=

k
,  де α

 − кут між
 прямою

 і додатним напрямом
осі O

x ,  b
 – ордината точки перетину прямої з віссю

 O
y

;
4) 

)
(

0
0

x
x

k
y

y
−

=
−

 − рівняння прямої, щ
о проходить через задану точку

)
,

(
0

0
0

y
x

M
 у заданому напрямі, який задається кутовим коефіцієнтом k

;

5) 
n y

y
m x

x
0

0
−

=
−

 − рівняння прям
ої, щ

о проходить через точку

)
,

(
0

0
0

y
x

M
 паралельно напрямному вектору 

)
,

(
n

m
s

=
 (канонічне рівняння);

6)   
+

=
+

=
tn

y
y

t
m

x
x

0 0
;

− параметричні рівняння прямої, де 
R

∈t
 – параметр.

Ц
і рівняння у векторній формі маю

ть вигляд:
ts

r
r

+
=

0
,

де 
)

,
(

0
0

0
y

x
r

=
 – радіус-вектор точки 

)
,

(
0

0
0

y
x

M
, щ

о належ
ить прямій,

)
,

(
n

m
s

=
 – напрямний вектор прямої;

7) 
1

=
+

b y
a x

 − рівняння прямої у відрізках, a
 і b

 – величини напрям-

лених відрізків, щ
о відтинаю

ться прямою
 на координатних осях;

8) 
1

2

1

1
2

1
y

y
y

y
x

x
x

x
− −

=
− −

 − рівняння прямої, щ
о проходить через дві задані

точки 
)

,
(

1
1

1
y

x
M

 і 
)

,
(

2
2

2
y

x
M

;
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3) 
1

=
+

+
c z

b y
a x

 − рівняння площ
ини у відрізках, де 

c
b

a
,

,
 − довж

ини

напрямлених відрізків, щ
о відтинаю

ться площ
иною

 на координатних осях;

4) 
0

1
3

1
3

1
3

1
2

1
2

1
2

1
1

1
=

−
−

−
−

−
−

−
−

−

z
z

y
y

x
x

z
z

y
y

x
x

z
z

y
y

x
x

− рівняння площ
ини, щ

о проходить через три задані точки 
)

,
,

(
1

1
1

1
z

y
x

M
,

)
,

,
(

2
2

2
2

z
y

x
M

, 
)

,
,

(
3

3
3

3
z

y
x

M
;

5) 
0

cos
cos

cos
=

− γ
+

β
+

α
p

z
y

x
 – нормальне рівняння площ

ини, де
γ

β
α

cos
,

cos
,

cos
 – напрямні косинуси нормального вектора n

, 
0

≥
p

 –
відстань від початку координат до площ

ини.

Загальне рівняння площ
ини 

0
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

 приводиться до
нормального вигляду множ

енням на нормувальний множ
ник

2
2

2

1

C
B

A
+

+
±

=
µ

,

де знак перед коренем вибирається протилеж
ним знаку вільного члена D

.
Кут між

 двома заданими площ
инами визначається за формулою

22
22

22
21

21
21

2
1

2
1

2
1

cos
C

B
A

C
B

A

C
C

B
B

A
A

+
+

+
+

+
+

=
ϕ

.

Умови паралельності та перпендикулярності двох площ
ин

0
:

1
1

1
1

1
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

Q
    і    

0
:

2
2

2
2

2
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

Q
маю

ть вигляд:

2 1

2 1

2 1
2

1
||

C C
B B

A A
Q

Q
=

=
⇔

;         
0

2
1

2
1

2
1

2
1

=
+

+
⇔

⊥
C

C
B

B
A

A
Q

Q
.

В
ідстань 

)
,

(
0

Q
M

ρ
 від точки 

(
)0

0
0

0
,

,
z

y
x

M
 до площ

ини

Q
: 

0
=

+
+

+
D

C
z

By
x

A
:2

2
2

0
0

0
0

)
,

(
C

B
A

D
C

z
By

Ax
Q

M
+

+

+
+

+
=

ρ
.

П
рям

а у просторі. О
сновні види рівнянь прямої у просторі:

1)   
=

+
+

+
=

+
+

+
0 ;
0

2
2

2
2

1
1

1
1

D
z

C
y

B
x

A
D

z
C

y
B

x
A

− загальні рівняння прямої, щ
о визначена перетином двох непаралельних

площ
ин;

§1. П
рямі лінії та площ

ини

9) 
0

cos
cos

=
−

β
+

α
p

y
x

 – нормальне рівняння прямої, де 
α

cos
 та

β
cos

 – напрямні косинуси нормального вектора n
, 

0
≥

p
 – відстань від

початку координат до прямої.
Загальне рівняння прямої 

0
=

+
+

C
y

B
x

A
 приводиться до нормаль-

ного вигляду множ
енням на нормувальний множ

ник

2
2 1

B
A

+
±

=
µ

,

де знак перед коренем вибирається протилеж
ним знаку вільного члена C

.

Я
кщ

о 
)

,
(

,)
,

(
2

2
2

1
1

1
B

A
n

B
A

n
=

=
 – нормальні вектори прямих 

1 l та

2 l
 відповідно, то кут між

 ними визначається за формулою
:

|
||

|
)

,
(

cos
2

1

2
1

n
n

n
n

=
ϕ

.

Я
кщ

о 
1 k, 

2 k − кутові коефіцієнти двох прямих, то кут ϕ
 між

 ними
визначається за формулою

2
1

1
2

1
tg

k
k

k
k+

−
=

ϕ
 (

1
2

1
−

≠
k

k
).

Умова паралельності та перпендикулярності прямих 
1 l  та  

2 l:

2
1

||l
l

⇔
2 1

2 1
B B

A A
=

;
2

1
l

l⊥
⇔

0
2

1
2

1
=

+
B

B
A

A

або

2
1

||l
l

⇔
2

1
k

k
=

;
2

1
l

l⊥
⇔

1
2

1k
k

−
=

.

Я
кщ

о задано рівняння прямої 
0

:
=

+
+

C
By

Ax
l

 і точка 
(

)0
0

0
,y

x
M

,
то відстань від цієї точки до даної прямої обчислю

ється за формулою

2
2

0
0

0
)

,
(

B
A

C
By

Ax
l

M
+

+
+

=
ρ

.

П
лощ

ина та прям
а у просторі. О

сновні види рівнянь площ
ини:

1) 
0

)
(

)
(

)
(

0
0

0
=

−
+

−
+

−
z

z
C

y
y

B
x

x
A

 − рівняння площ
ини, щ

о про-
ходить через задану точку 

)
,

,
(

0
0

0
0

z
y

x
M

 перпендикулярно до нормального

вектора  
)

,
,

(
C

B
A

n
=

;
2) 

0
=

+
+

+
D

z
C

By
x

A
 − загальне рівняння площ

ини, де вектор
)

,
,

(
C

B
A

n
=

 − нормальний вектор площ
ини;
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Кут між
 прямою

 
p z

z
n y

y
m

x
x

L
1

1
1

:
−

=
−

=
−

 і площ
иною

 
:

Q
 

+
Ax

0
=

+
+

+
D

C
z

By
 визначається за формулою

2
2

2
2

2
2

|
|

sin
p

n
m

C
B

A

C
p

Bn
Am

+
+

+
+

+
+

=
ϕ

.

Умови паралельності та перпендикулярності прямої L
 та  площ

ини Q
:

0
||

=
+

+
⇔

C
p

Bn
Am

Q
L

;        
p C

n B
m A

Q
L

=
=

⇔
⊥

.

Умова належ
ності двох прямих

1

1

1

1

1

1
1 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−
    і    

2

2

2

2

2

2
2 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−

одній площ
ині така

0
)

,
,

(
2

1
2

1
=

s
s

A
A

   або   
0

2
2

2

1
1

1

1
2

1
2

1
2

=
−

−
−

p
n

m
p

n
m

z
z

y
y

x
x

,

де 
)

,
,

(
),

,
,

(
;

)
,

,
(

,
)

,
,

(
2

2
2

2
1

1
1

1
2

2
2

2
2

1
1

1
1

1
p

n
m

s
p

n
m

s
L

z
y

x
A

L
z

y
x

A
=

=
∈

∈
.

П
рямі 

1 L  та 
2 L

 мимобіж
ні, якщ

о

0

2
2

2

1
1

1

1
2

1
2

1
2

≠
−

−
−

p
n

m
p

n
m

z
z

y
y

x
x

.

В
ідстань між

 двома мимобіж
ними прямими 

1 L  та 
2 L

 визначається за
формулою

:

|
|

|)
,

,
(|

)
,

(
2

1

2
1

2
1

2
1

s
s

s
s

A
A

L
L

×
=

ρ
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Записати загальне рівняння прямої на площ
ині.

2. Я
кий геометричний зміст коефіцієнтів при x  та y

 в
загальному рівнянні прямої на площ

ині?
3. Записати рівняння прямої на площ

ині, щ
о проходить

через точку 
)

,
(

0
0

0
y

x
M

 перпендикулярно до вектора 
)

,
(

B
A

n
=

.

§1. П
рямі лінії та площ

ини

2)   

+
=

+
=

+
=

pt
z

z
nt

y
y

m
t

x
x

0 0 0
; ;

− параметричні рівняння прямої в просторі, де  
R

∈t
 − параметр.

Ц
і рівняння у векторній формі маю

ть вигляд
ts

r
r

+
=

0
,

де 
)

,
,

(
0

0
0

0
z

y
x

r
=

 – радіус-вектор точки 
)

,
,

(
0

0
0

0
z

y
x

M
, щ

о належ
ить

прямій, 
)

,
,

(
p

n
m

s
=

 – напрямний вектор прямої;

3) 
−

−
=

−
=

−
p z

z
n y

y
m x

x
0

0
0

канонічні 
рівняння 

прям
ої, 

де

)
,

,
(

0
0

0
z

y
x

A
 − задана точка прямої, а вектор 

)
,

,
(

p
n

m
s

=
 − напрямний

вектор прямої;

4) 
1

2

1

1
2

1

1
2

1
z

z
z

z
y

y
y

y
x

x
x

x
− −

=
− −

=
− −

 − рівняння прямої, щ
о проходить через

дві задані точки 
)

,
,

(
1

1
1

1
z

y
x

M
 і 

)
,

,
(

2
2

2
2

z
y

x
M

.
Кут між

 прямими

1

1

1

1

1

1
1 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−
   і   

2

2

2

2

2

2
2

:
p

z
z

n
y

y
m

x
x

L
−

=
−

=
−

обчислю
ється за формулою

22
22

22
21

21
21

2
1

2
1

2
1

cos
p

n
m

p
n

m

p
p

n
n

m
m

+
+

+
+

+
+

=
ϕ

.

Умови паралельності та перпендикулярності прямих 
1 L та 

2 L
:

2 1

2 1

2 1
2

1
||

p p
n n

m m
L

L
=

=
⇔

;          
0

2
1

2
1

2
1

2
1

=
+

+
⇔

⊥
p

p
n

n
m

m
L

L
.

В
ідстань 

)
,

(
0

L
M

ρ
 від точки 

0
M

 до прямої L, де L:
=

−
=

−
n y

y
m

x
x

1
1

p z
z

1
−

=
, точка 

)
,

,
(

,
)

,
,

(
1

1
1

p
n

m
s

L
z

y
x

A
=

∈
, визначається за формулою

s

s
AM

L
M

×
=

ρ
0

0
)

,
(

.

Щ
об знайти точку перетину прямої 

p z
z

n y
y

m x
x

0
0

0
−

=
−

=
−

 і площ
и-

ни 
0

=
+

+
+

D
C

z
By

x
A

, слід розв’язати спільно ці рівняння.
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20. Записати умову паралельності та перпендикулярності
прямої у просторі L

 та площ
ини Q

.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Задані верш

ини трикутника 
)3

,2
(

−
−

A
, 

)4
,5

(
B

,
)2

,1
( −

C
. С

класти рівняння медіани AM
.

 Точка  М
 − середина сторони ВС

, тому

2
2

1
5

2
=

−
=

+
=

C
B

M
x

x
x

;    
3

2
2

4
2

=
+

=
+

=
C

B
M

y
y

y
;    

)3
,2

(
M

.

В
икористовую

чи рівняння прямої, щ
о проходить через точки А  і  М

,

знайдемо рівняння медіани АМ
 :  

3
3

3
2

2
2

+ +
=

+ +
y

x
,  звідки  

0
2

3
=

−
y

x
. 

П
риклад 2. С

класти рівняння прямої, щ
о проходить таким

чином:1) через точку 
)2

,1
(

M
 та точку 

)5
,3

(
N

;
2) через точку 

)2
,1

(
M

 паралельно вектору 
)1

,0
(

−
=

s
;

3) через точку 
)2

,1
(

M
 перпендикулярно до вектора

)5
,3

(
−

=
n

.
 С
кладаю

чи рівняння прямої, треба передусім вибрати той вигляд
рівняння, який ш

видш
е приводить до мети.

1. В
икористаємо рівняння прямої, щ

о проходить через дві точки

1
2

1

1
2

1
y

y
y

y
x

x
x

x
− −

=
− −

.

М
аємо:      

0
1

2
3

;
3

2
2

1
;

2
5

2
1

3
1

=
+

−
−

=
−

− −
=

− −
y

x
y

x
y

x
.

2. В
икористаємо канонічне рівняння прямої   

n y
y

m x
x

0
0

−
=

−
.

М
аємо:     

0
1

;
1 2

0
1

=
−

− −
=

−
x

y
x

.

3. В
икористаємо рівняння прямої, заданої точкою

 та нормальним век-
тором:               

(
)

(
)

0
0

0
=

−
+

−
y

y
B

x
x

A
.

М
аємо:     

(
)

(
)

0
7

5
3

;
0

2
5

1
3

=
+

−
=

−
−

−
y

x
y

x
.

 

§1. П
рямі лінії та площ

ини

4. Записати канонічне рівняння прямої на площ
ині та вка-

зати геометричний зміст параметрів, щ
о в нього входять.

5. Записати рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом і вка-
зати геометричний зміст параметрів, щ

о в нього входять.
6. Рівняння яких прямих не мож

уть бути записані у виг-
ляді рівняння з кутовим коефіцієнтом?

7. Записати умову паралельності та умову  перпендикуляр-
ності двох прямих, заданих рівняннями:

0
,0

2
2

2
1

1
1

=
+

+
=

+
+

C
y

B
x

A
C

y
B

x
A

.
8. Записати умову паралельності та умову  перпендикуляр-

ності двох прямих, заданих рівняннями:

2

2

2

2

1

1

1

1
;

n
y

y
m

x
x

n
y

y
m

x
x

−
=

−
−

=
−

.

9. Записати рівняння площ
ини, щ

о проходить через точку
)

,
,

(
0

0
0

z
y

x
M

 перпендикулярно до вектора 
)

,
,

(
C

B
A

n
=

.
10. Записати рівняння площ

ини, щ
о проходить через три

точки 
)

,
,

(
),

,
,

(
),

,
,

(
3

3
3

3
2

2
2

2
1

1
1

1
z

y
x

M
z

y
x

M
z

y
x

M
.

11. Записати формулу, за якою
 знаходиться кут ϕ

 між
 пло-

щ
инами

0
:

1
1

1
1

1
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

Q
   та   

0
:

2
2

2
2

2
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

Q
.

12. Записати умову паралельності та перпендикулярності
площ

ин 
1

Q
 та 

2
Q

.
13. Записати формулу для обчислення відстані від точки

)
,

,
(

1
1

1
z

y
x

M
 до площ

ини 
0

:
=

+
+

+
D

C
z

By
Ax

Q
.

14. Записати канонічні рівняння прямої у просторі та вказа-
ти геометричний зміст параметрів, щ

о входять в ці рівняння.
15. Записати параметричні рівняння прямої у просторі.
16. Записати рівняння прямої у просторі, щ

о проходить че-
рез точки 

)
,

,
(

1
1

1
1

z
y

x
M

 та 
)

,
,

(
2

2
2

2
z

y
x

M
.

17. Записати формулу, за якою
 знаходиться кут між

 прями-
ми у просторі 

1 L та 
2

L
.

18. Записати умову паралельності та умову перпендикулярності
прямих у просторі 

1 L  та 
2

L
, заданих канонічними рівняннями.

19. Записати формулу, за якою
 знаходиться кут ϕ

 між
 пря-

мою
 у просторі L

 та площ
иною

 Q
.
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2. Рівняння прямої у відрізках:  
1

=
+

b y
a x

,  де a
 і b

 з точністю
 до

знака визначаю
ть довж

ини відрізків, щ
о відтинаю

ться на осях координат;

0
8

4
:

1
=

−
+

y
x

l
,

0
2

5
:

2
=

−
−

y
x

l
,

8
4

=
+

y
x

,
         

2
5

=
−

y
x

,

1
8

4
8

=
+

y
x

,
         

1
5

2
2

=
−

+
y

x
,

8
;

2
=

=
b

a
,

         
4,

0
;

2
−

=
=

b
a

.

1
2

1
1

)8
;0

(
;

)0
;2

(
l

A
l

A
∈

∈
2

2
2

1
)4

,0
;0

(
;

)0
;2

(
     

l
B

l
B

∈
−

∈
.

3. Рівняння прямих 
1 l , 

2 l  утворю
ю
ть систему лінійних алгебраїчних

рівнянь. Розв’язавш
и цю

 систему, знайдемо точку перетину 
1 l  і 

2 l :

  
=

−
−

=
−

+
.

0
2

5
;

0
8

4
y

x
y

x

П
омнож

ивш
и перш

е рівняння на 5 та склавш
и ліві і праві частини

рівнянь, отримаємо:
0

42
21

=
−x

,       
2

=
x

.
П
ідставимо в перш

е рівняння
0

8
)4

(2
=

+
−

=
y

.

Точка 
)0

,2
(

N
 – точка перетину прямих 

1 l і 
2 l.

4. 
)7

,4
(

;
0

2
5

:
2

−
=

−
−

M
y

x
l

.

Ш
укана пряма 

2
3

3
||

  ;
  

l
l

l
.

О
чевидно, щ

о 
2

3
2

3
,

,
l

l
l

l
n

n
n

n
=

 − нормальні вектори прямих 
3 l, 

2 l

відповідно ;   
)5

,1
(

3
−

=
l n

.

Рівняння прямої, щ
о задана точкою

 і нормальним вектором 
)

,
(

B
A

n
=

:

0
)

(
)

(
0

0
=

−
+

−
y

y
B

x
x

A
;   

0
)7

(5
)4

(1
=

−
−

+
y

x
;

3 l : 
0

39
5

=
+

−
y

x
;   

3
1

)8
,7

;0
(

l
K

∈
.

5. Ш
укана пряма 

2
4

4
  

 ; 
l

l
l

⊥
.

Запиш
емо рівняння прямої 

2 l
:  

0
2

5
=

−
−

y
x

 у канонічному вигляді

n y
y

m x
x

0
0

−
=

−
.

§1. П
рямі лінії та площ

ини

П
риклад 3. Знайти відстань 

)
,

(
2

1
L

L
ρ

 між
 прямими

0
5

4
3

:
1

=
+

−
y

x
L

,0
13

8
6

:
2

=
−

−
y

x
L

.

 
2

1
||L

L
,  бо  

13 5
8 4

6 3
−

≠
− −

=
.

Щ
об знайти відстань між

 прямими, візьмемо на одній із прямих деяку
точку і знайдемо відстань від неї до інш

ої прямої. П
оклавш

и, наприклад, у
перш

ом
у рівнянні 

1
=

x
, отрим

аєм
о 

2
=

y
. Т

аким
 чином

, точка
1

)2
,1

(
L

M
∈

. В
икористовую

чи формулу для визначення відстані від точки
до прямої, одерж

уємо

3,
2

10 23
64

36
13

2
8

1
6

)
,

(
)

,
(

2
2

1
=

=
+

−
⋅

−
⋅

=
ρ

=
ρ

L
M

L
L

. 

П
риклад 4. Задано прямі 

1 l та 
2 l і точка M

;
)7

,4
(

;
0

2
5

:
,

0
8

4:
2

1
−

=
−

−
=

−
+

M
y

x
l

y
x

l
.

Знайти:

1) кутовий коефіцієнт прямої 
1 l і відрізок, який відтинає

ця пряма на осі ординат;
2) рівняння прямих 

1 l та 
2 l у відрізках;

3) точку N
 перетину прямих 

1 l і 
2 l;

4) рівняння прямої  
3 l,  щ

о проходить через точку  M
  па-

ралельно прямій 
2 l;

5) рівняння прямої  
4 l,  щ

о проходить через точку  M
  пер-

пендикулярно до прямої  
2 l;

6) відстань від точки M
 до прямої 

2 l:  
)

,
(

2 l
M

ρ
.

Усі результати ілю
струвати графічно.

 1. Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом: 
b

x
k

y
+

=
, де k

 − ку-
товий коефіцієнт прямої,  b

 − відрізок, щ
о відтинається прямою

 на осі ор-
динат (з точністю

 до знака).
Зведемо рівняння прямої 

1 l  до означеного вигляду:

8
,4

;
8

4
:

1
=

−
=

+
−

=
b

k
x

y
l

.
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П
риклад 5. Н

аписати рівняння площ
ини P

, щ
о проходить че-

рез точку 
)1

,3
,2

(
−

M
 паралельно площ

ині 
:

Q
 

0
5

3
5

=
−

+
−

z
y

x
.

 С
користавш

ись рівнянням площ
ини, щ

о проходить через задану точ-
ку, запиш

емо 
0

)1
(

)3
(

)2
(

=
+

+
−

+
−

z
C

y
B

x
A

. Із паралельності площ
ин P

та Q
 випливає, щ

о нормальний вектор 
)3

,1
,5

(
−

=
=

Q
P

n
n

, тому рівняння

площ
ини P

 має вигляд

0
)1

(3
)3

(
)2

(5
=

+
+

−
−

−
z

y
x

   або   
0

4
3

5
:

=
−

+
−

z
y

x
P

. 

П
риклад 6. Н

аписати рівняння площ
ини Р, щ

о проходить
через точки 

)1
,1

,1
(1

M
 і 

)1
,2

,0
(2

M
 паралельно вектору

)1
,0

,2
(

=
a

.
 П
ерш

ий спосіб.

Знайдемо 
)0

,1
,1

(
;

2
1

2
1

−
=

M
M

M
M

. За нормальний вектор до пло-

щ
ини P

 візьмемо вектор 
a

M
M

n
×

=
2

1
:

)2
,1

,1
(

2
1

0
2

0
1

1
−

=
−

+
=

−
=

k
j

i
k

j
i

n
.

С
користаємося далі рівнянням площ

ини, заданої точкою
 

)1
,1

,1
(1

M
і нормальним вектором 

)2
,

1,
1(

−
=

n
:

0
2

:
;

0
)1

(2
)1

(
)1

(
=

−
+

=
−

−
−

+
−

z
y

x
P

z
y

x
.

Д
ругий спосіб.

Точка 
)

,
,

(
z

y
x

M
 належ

ить ш
уканій площ

ині P
 у тому, і тільки у тому

випадку, коли вектори 
2

1
1

,
M

M
M

M
 та a

 компланарні. О
тж

е,

0
1

0
2

0
1

1
1

1
1

)
,

,
(

2
1

1
=

−
−

−
−

=
z

y
x

a
M

M
M

M
,

тобто 
0

2
:

=
−

+
z

y
x

P
. §1. П

рямі лінії та площ
ини

З цією
 метою

 проведемо такі перетворення рівняння прямої 
2 l

:
y

x
5

2
=

−
;5

1
1

2
y

x
=

−
;2,

0
1

2
  :

2
y

x
l

=
−

.

)2
,0

;1
(

2
=

l s
, 

2 l
s

 − напрямний вектор прямої 
2 l

, але 
4

2
l

l
n

s
=

, 
4 l

n
 −

нормальний вектор прямої 
4 l . Запиш

емо рівняння 
4 l  як рівняння прямої,

щ
о задана точкою

 
)7

,4
(−

M
 і нормальним вектором 

)2
,0

;1
(

4
=

l n
:

0
)7

(2
,0

)4
(1

=
−

+
+

y
x

;

0
6,

2
2,

0
=

+
+

y
x

;

0
26

2
10

=
+

+
y

x
;

0
13

5
:

4
=

+
+

y
x

l
;4

2
)0

;
6,

2
(

l
K

∈
−

.

6. В
ідстань від точки 

)
,

(
0

0
y

x
M

 до прямої 
0

:
=

+
+

C
By

Ax
l

 виз-
начається за формулою

.
26

41
25

1
2

7
5

)4
(1

)
,

(

;
0

2
5

 :
     
;)

7,
4

(

;
)

,
(

2

2

2
2

0
0

=
+

−
⋅

−
−

=
ρ

=
−

−
−

+

+
+

=
ρ

l
M

y
x

l
M

B
A

C
By

Ax
l

M

О
тримані результати проілю

стровано на рис. 2.1. x

 y

 l1
 l4

 l2

 l3
 M

K
1

 K
2

 A
2

 A
1 =B

1 =N

 
)

,
(

2 l
M

ρ

Рис. 2.1  
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Таким чином,

)3
,2

,1
(

3
2

0
1

2
1

1
1

−
−

−
=

−
−

−
=

−
−

=
k

j
i

k
j

i
s

,

і канонічні рівняння прямої

3 2
2 2

1 0
− −

=
− −

=
− −

z
y

x
;          

3
2

2
2

1
:

−
=

−
=

z
y

x
L

.

О
тримана пропорція еквівалентна системі трьох рівнянь

      

−
=

−

−
=

−
=

,
3

2
2

2

;
3

2
1

;
2

2
1

z
y

z
x

y
x

    або      

=
+

+
−

=
−

+
−

=
−

+
−

,
0

2
2

3
;

0
2

3
;

0
2

2

z
y

z
x

y
x

які описую
ть три площ

ини, щ
о проектую

ть пряму на координатні площ
ини

O
xy

, O
xz  і O

yz  відповідно (рівняння прямої в проекціях). Зокрема, рівнян-
ня 

0
2

3
=

−
+

−
z

x
 є рівнянням проекції заданої прямої на площ

ину O
xz . 

П
риклад 9. Задано рівняння площ

ини 
1 P, прямої 

1 L  і точка M
:

)0
,3

,2
(

,
3

1
2

1
1

:
,0

7
3

5:
1

1
−

+
=

−
=

=
−

+
M

z
y

x
L

z
x

P
.

Знайти:
1) рівняння площ

ини 
2 P, щ

о проходить через точку M
 па-

ралельно площ
ині 

1 P;
2) рівняння площ

ини 
3 P, щ

о проходить через точку M
 пер-

пендикулярно до прямої 
1 L;

3) рівняння прямої 
2

L
, щ

о проходить через точку M
 пер-

пендикулярно до площ
ини 

1 P;
4) рівняння прямої 

3
L

, щ
о проходить через точку М

 пара-
лельно прямій 

1 L ;
5) точку N

 перетину прямої 
1 L і площ

ини 
1 P;

6) відстань від точки M
 до площ

ини 
)

,
(

:
1

1
P

M
P

ρ
;

7) відстань від точки М
 до прямої 

)
,

(
:

1
1

L
M

L
ρ

.

§1. П
рямі лінії та площ

ини

П
риклад 7. Знайти точку перетину прямої 

=
−4 12

:
x

L

1
1

3
9

−
=

−
=

z
y

  і  площ
ини 

0
2

5
3:

=
−

−
+

z
y

x
P

.

 Зведемо канонічні рівняння прямої до параметричного вигляду:

t
z

y
x

=
−

=
−

=
−

1
1

3
9

4 12
;

1
,9

3
,

12
4

+
=

+
=

+
=

t
z

t
y

t
x

.

П
ідставимо ці вирази в рівняння площ

ини P
 та  отримаємо

0
2

1
)9

3(
5

)
12

4(
3

=
−

−
−

+
+

+
t

t
t

,

звідки  
3−

=t
.

Задані  пряма L
 та  площ

ина P
 перетинаю

ться в точці з координата-
ми  

2
1

3
,0

9
)3

(3
,0

12
)3

(4
−

=
+

−
=

=
+

−
=

=
+

−
=

z
y

x
. 

П
риклад 8. П

ряма L задана загальними рівняннями:

  
=

+
−

=
−

+
.0

2
2

;0
y

x
z

y
x

Н
аписати канонічні рівняння цієї прямої, а також

 рівняння
її проекції на площ

ину O
xz .

 Канонічні рівняння прямої:

p z
z

n y
y

m x
x

0
0

0
−

=
−

=
−

.

Знайдемо точку 
L

z
y

x
A

∈)
,

,
(

0
0

0
. З цією

 метою
 задаємо одну з коор-

динат, наприклад 
0

=
x

, а дві інш
і отримаємо з системи рівнянь, щ

о одерж
а-

на з даної при 
0

=
x

. С
истема набуває вигляду

  

  
= =

⇔
=

+
−

=
−

.
2 ;2

,
0

2
;

0
y z

y
z

y

М
аємо: 

L
A

∈)
2,

2,
0(

.

За напрямний вектор s
 візьмемо вектор 

,2
1

n
n

s
×

=
 де 

,)
1

,1
,1

(
1

−
=

n
)0

,1
,2

(
2

−
=

n
 − нормальні вектори площ

ин, лінією
 перетину яких є зада-

на пряма.
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У
 рівнянні прямої перейдемо до параметричного задання:

    

−
=

+
= =

=
−

+

⇔
  

=
+

=
−

=

=
−

+

;1
3

,1
2 ,

,0
7

3
5

,
3

1
2

1
1

,0
7

3
5

t
z

t
y

t
x

z
x

t
z

y
x

z
x

;
7 5

,
10

14
,0

7
3

9
5

,0
7

)1
3(

3
5=

=
=

−
−

+
=

−
−

+

t

t
t

t
t

t

.
)

7 8
,

7 17
,

7 5(
     

          

,
7 8

1
7 5

3
=

,
7 17

1
7 5

2
=

,
7 5

=

 
N

z y x

      

=
−

⋅

=
+

⋅

6. ρ
.

34 3

3
0

5

7
0

3
)3

(0
2

5
)

,
(

2
2

2
2

2
2

0
0

0
1

=
+

+

−
⋅

+
−

+
⋅

=
+

+

+
+

+
=

C
B

A

D
C

z
By

Ax
P

M

7. 
|

|
|

|
)

,
(

1

1
1

L

L

s
s

AM
L

M
×

=
ρ

,  де 
.

)
,

,
(

 
1

1
1

1
L

z
y

x
A

∈
 

З рівняння прямої 
1 L  випливає, щ

о 
1

)1
,1

,0
(

L
A

∈
−

;   
)0

,3
,2

(
−

M
;

;)
3

2
1(

    
;)

1,
4

,2
(

)1
0

,1
3

,0
2(

1
,

,
s 

AM
L

=
−

=
+

−
−

−
=

;)
8,

5
,

14
(

8
5

14

2
1

4
2

3
1

1
2

3
2

1
4

3
2

1
1

4
2

1

−
−

=
+

−
−

=

=
−

+
−

−
=

−
=

×

k
j

i

k
j

i
k

j
i

s
AM

L

285
64

25
196

|
|

1
=

+
+

=
×

L
s

AM
;

14
9

4
1

|
|

1
=

+
+

=
L

s
;

.
14
285

14
285

)
,

(
1

=
=

ρ
L

M
 

§1. П
рямі лінії та площ

ини

 Згідно з умовою
 

)3
,0

,5
(

1
=

P
n

, 
)3

,2
,1

(
1

=
L

s
, 

1 P
n

, 
1 L

s
 − нормаль-

ний вектор площ
ини 

1 P  і напрямний вектор прямої 
1 L  відповідно.

1. В
раховую

чи, 
щ
о 

1
2

||P
P

, 
м
аєм

о 
1

2
P

P
n

n
=

, 
)3

,0
,5

(
2

=
P

n
;

2
)0

,3
,2

(
P

M
∈

−
.

Рівняння площ
ини, щ

о задана точкою
 

)
,

,
(

0
0

0
z

y
x

M
 і нормальним

вектором 
)

,
,

(
C

B
A

n
=

, має вигляд

0
)

(
)

(
)

(
0

0
0

=
−

+
−

+
−

z
z

C
y

y
B

x
x

A
.

Ш
укане рівняння :  

0
)0

(3
)3

(0
)2

(5
=

−
+

+
+

−
z

y
x

,

0
10

3
5

:
2

=
−

+
z

x
P

.

2. В
раховую

чи, щ
о 

, 1
3

L
P

⊥
 отримуємо

3
)0

,3
,2

(
),

3,
2,

1(
,

3
1

3
P

M
n

s
n

P
L

P
∈

−
=

=
;

0
)0

(3
)3

(2
)2

(1
=

−
+

+
+

−
z

y
x

,

0
4

3
2

:
3

=
+

+
+

z
y

x
P

.

3. В
раховую

чи, щ
о 

, 
2

1
L

P
⊥

 отримуємо

2
)0

,3
,2

(
),

3,
0,

5(
,

2
2

1
L

M
s

s
n

L
L

P
∈

−
=

=
.

Рівняння прямої, заданої точкою
 

)
,

,
(

0
0

0
z

y
x

M
 і напрямним векто-

ром 
)

,
,

(
p

n
m

s
=

, має вигляд

.
3

0
0

3
5

2
 :

;
2

0
0

0
−

=
+

=
−

−
=

−
=

−
z

y
x

L
p z

z
n y

y
m

x
x

4. Завдяки тому, щ
о 

1
3

||L
L

, отримуємо

3
)0

,3
,2

(
),

3,
2,

1(
,

3
3

1
L

M
s

s
s

L
L

L
∈

−
=

=
;

3
0

2
3

1
2

 :
3

−
=

+
=

−
z

y
x

L
.

5. Рівняння площ
ини 

1 P  і прямої 
1 L  утворю

ю
ть систему, розв’язок

якої дасть координати точки N
 перетину прямої і площ

ини:

  
+

=
−

=

=
−

+

.
3

1
2

1
1

;
0

7
3

5
z

y
x

z
x
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А
налогічно

2
2

)2
,1

,1
(

P
M

∈
−

−
,  

k
j

i
n

s
n

3
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П
риклад 11. Задано координати верш

ин пірам
іди

4
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A

. Знайти:  1) рівняння прямої L
, щ

о проходить через
точки 

1 A  і 
2

A
 та довж

ину ребра 
2

1 A
A

;  2) рівняння площ
ини P
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A

 та площ
у 

3
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1
A

A
A

S
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;  3) рівняння висоти H
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A
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 та її довж

ину h
;  4) об’єм піраміди V

;  5) кут α
між
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A
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1 A
A
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 між
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риклад 10. Задані мимобіж
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Н
аписати рівняння загального перпендикуляра L

 до цих
прямих. Знайдемо рівняння площ

ини P
, яка проходить через пряму 

1 L па-
ралельно прямій 

2 L
 (рис. 2.2). Точка 

)2
,1

,0
(1

−
M

 знаходиться на прямій

1 L, і, тому належ
ить ш

уканій площ
ині P
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ля того, щ

об скласти рівняння загального перпендикуляра L
, знай-

демо рівняння площ
ин 

1 P та 
2 P, які проходять через задані прямі 
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2 L

відповідно, і перпендикулярні площ
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6. Знаходж
ення кута β

 між
 ребром 
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П
риклад 12. Знайти:  1) проекцію

 точки M
 на пряму L

;
2) точку M

′, симетричну відносно прямої L
.
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ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах 2.1 – 2.3 необхідно:

1) написати рівняння прямої, звести його до загального
вигляду та побудувати пряму;

2) звести загальне рівняння до нормального вигляду і вка-
зати відстань від початку координат до прямої.
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 перпендикулярно заданій прямій l ;
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П
риклад 13. Знайти:  1) проекцію

 точки M
 на площ

ину Q
;

2) точку M
′, симетричну відносно площ

ини Q
.
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2.13. Н
аписати рівняння площ

ини P
, яка проходить через

три задані точки 
1

M
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2
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3

M
, якщ
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У
 задачах 2.14 – 2.15 дослідити взаємне розташ

ування за-
даних площ

ин 
1 P і 

2 P. П
ри цьому, якщ

о 
2

1 ||P
P

, знайти відстань
)

,
(

2
1

P
P

ρ
 між

 площ
инами, а якщ

о ж
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 ними.
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аписати канонічні рівняння прямої L

, яка проходить
через точку 

)3
,0

,2
(0

−
M

 паралельно:

а) вектору 
)5

,3
,2

(
−

=
s

;

б) прямій 
1 1

2
2

5
1

:1
− +

=
+

=
−

z
y

x
L

;

в) осі O
x

;
г) осі O

z ;

д) прямій 
  

=
−

−
+

=
−

+
−

;0
3

2
3

;0
7

2
3

:2
z

y
x

z
y

x
L

§1. П
рямі лінії та площ

ини

У
 задачах 2.5 – 2.8 дослідити взаємне розташ

ування зада-
них прямих 

1 l і 
2 l. П

ри цьому, якщ
о 

2
1 ||l
l

, знайти відстань 
)

,
(

2
1

l
l

ρ
між

 прямими, а якщ
о ж

 прямі перетинаю
ться, то знайти косинус

кута між
 ними і точку 

0
M

 перетину прямих.
2.5. 

0
1

2
:1

=
−

+
−

y
x

l
,

0
1

2
:2

=
+

y
l

.

2.6. 
1

2 1
:1

y
x

l
=

− −
,

0
1

2
:2

y
x

l
=

+
.

2.7. 
0

1
:1

=
+

−
y

x
l

,
0

1
2

2
:2

=
+

−
y

x
l

.

2.8. 
0

1
:1

=
−

+
y

x
l

,
2 1

2
:2

− +
=

y
x

l
.

2.9. Задані площ
ина P

 і точка M
. Н

аписати рівняння пло-
щ
ини P ′, яка проходить через точку M

 паралельно площ
ині

P
, та обчислити відстань 

)
,

(
P

P
′

ρ
, якщ

о:
а) 

)1
,1

,1
(

,0
1

2
:

M
z

y
x

P
=

+
−

+
−

;
б) 

)2
,1

,1(
,0

1
:

M
y

x
P

=
−

−
.

2.10. Н
аписати рівняння площ

ини P ′, яка проходить через
задані точки 

1
M

 і 
2

M
 перпендикулярно заданій площ

ині P
,

якщ
о:а) 

)1
,1

,2
(

),
0,

2,
1(

,0
1

:
2

1
M

M
y

x
P

=
−

+
−

;
б) 

)1
,0

,2
(

),
1,

1,
0(

,0
1

2
:

2
1

M
M

z
y

x
P

=
+

+
−

.
2.11. Н

аписати рівняння площ
ини P

, яка проходить через
точку M

 паралельно векторам 
1 a і 

2
a

, якщ
о:

а) 
)1

,0
,1

(
),

2,
1,

0(
),

1,
1,

1(
2

1
−

=
=

a
a

M
;

б) 
)0

,1
,1

(
),

1,
0,

2(
),

2,
1,

0(
2

1
=

=
a

a
M

.
2.12. Н

аписати рівняння площ
ини P

, яка проходить через
точки 

1
M

 і 
2

M
 паралельно вектору a

, якщ
о:

а) 
)1

,0
,3

(
),

1,
1,

2(
),

0,
2,

1(
2

1
=

a
M

M
;

б) 
)2

,1
,0

(
),

1
,3

,2
(

),
1,

1,
1(

2
1

−
=

−
a

M
M

.
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2.24. Знайти відстань від точки 
)1

,3
,2

(
−

A
 до заданої прямої L:

а) 
  

=
+

+
−

=
+

+
−

,0
17

2
2

3
;0

3
2

2
:

z
y

x
z

y
x

L
б) 

  

−
−

= =
+

=

.
25

2
;

2
;5

3
:

t
z

t
y

t
x

L

2.25. Д
овести, щ

о прямі

  
=

−
−

−
=

−
−

+
0

22
;0

10
2

2
:1

z
y

x
z

y
x

L
    і    

4
9

1 5
3

7
:2

−
=

− −
=

+
z

y
x

L

паралельні та знайти відстань 
)

,
(

2
1

L
L

ρ
.

2.26. С
класти рівняння прямої L

, яка проходить через точ-
ки перетину площ

ини 
0

1
2

3
:

=
+

+
−

z
y

x
P

 з прямими

1 3
2 1

5
5

:1
− −

=
− +

=
−

z
y

x
L

   і   
2

5
6 4

4
3

:2
−

=
− +

=
−

z
y

x
L

.

2.27. За якого значення λ
 площ

ина 
0

1
3

5:
=

+
λ+

−
z

y
x

P
 буде

паралельна прямій

  
=

+
−

=
−

−
.0

2
3

;0
1

4
:

z
y

z
x

L

2.28. Знайти рівняння проекції прямої 
4

2 1
3

4
:

z
y

x
L

=
− +

=
−

на площ
ину 

0
8

3
:

=
+

−
−

z
y

x
P

.
2.29. В

изначити кут між
 прямою

  
=

−
−

+
=

−
+

+
0

1
2

;0
2

:
z

y
x

z
y

x
L

і площ
иною

 P
, яка проходить через точки 

),
0,

1,
1(

),
1

,3
,2

(
B

A
−

)1
,2

,0
(

−
C

.
У

 задачах 2.30 – 2.31 для заданих прямих 
1 L і 

2
L

 необхідно:
а) довести, щ

о прямі не леж
ать в одній площ

ині, тобто яв-
ляю

ться мимобіж
ними;

б) написати рівняння площ
ини, яка проходить через пряму

2
L

 паралельно 
1 L;

в) обчислити відстань між
 прямими 

)
,

(
2

1
L

L
ρ

;

§1. П
рямі лінії та площ

ини

е) прямій 
  

−
= =

+
−

=

.
2/

1
;

2
;

2
:3

t
z

t
y

t
x

L

2.20. Н
аписати рівняння прямої L

, яка проходить через дві
задані точки 

1
M

 та 
2

M
, якщ

о:

а) 
)1

,1
,3

(
),

1,
2

,1
(

2
1

−
−

M
M

;
б) 

)3
,0

,1
(

),
0,

1
,3

(
2

1
−

−
M

M
.

2.21. Задані пряма 
0

1
1

2
1

:
+

=
=

−
z

y
x

L
 і точка 

L
M

∉)
2,

1,
0(

(перевірте!). Н
еобхідно:

а) написати рівняння площ
ини P

, яка проходить через пря-
му L

 і точку M
;

б) написати рівняння площ
ини 

1 P, яка проходить через
точку M

 перпендикулярно прямій L
;

в) написати рівняння перпендикуляра, щ
о опущ

ений з точ-
ки M

 на пряму L
;

г) обчислити відстань від точки M
 до прямої L

 
)

,
(

L
M

ρ
;

д) знайти проекцію
 точки M

 на пряму L
.

2.22. Задані 
площ

ина 
0

1
:

=
+

−
+

z
y

x
P

 
і 

прям
а

1
1

2
0

1
:

+
=

=
−

z
y

x
L

, причому 
P

L
∉

 (перевірте!). Н
еобхідно:

а) обчислити 
)

,
sin(

L
P

∧
 та координати точки перетину пря-

мої і площ
ини;

б) написати рівняння площ
ини Q

, яка проходить через
пряму L

 перпендикулярно до площ
ини P

;
в) написати рівняння проекції прямої L

 на площ
ину P

.
2.23. Знайти відстань між

 паралельними прямими

2
4

1
3

2
:1

z
y

x
L

=
+

=
−

  та  
2

3
4

1
3

7
:2

−
=

−
=

−
z

y
x

L
.
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O
x  – фокальна вісь; точка O

 – центр еліпса. Точки 
)0

,
(

),
0,

(
2

1
c

F
c

F
−

, де

0
2

2
≥

−
=

b
a

c
 – фокуси еліпса; 

2
1 ,r
r

 – фокальні радіуси точки M
, щ

о

належ
ить еліпсу. П

ри 
b

a
=

 маємо 
2

2
2

a
y

x
=

+
 – рівняння кола.

Число 
)1

0(
<

ε
≤

=
ε

a c
 – ексцентриситет еліпса (при 

0
=

ε
 маємо коло).

П
рямі 

ε
−

=
a

x
D

:1
 та 

ε
=

a
x

D
:

2
, щ

о перпендикулярні фокальній осі, –

директриси еліпса.
Гіпербола. Канонічне рівняння гіперболи:0

,
,1

2 2

2 2
>

=
−

b
a

b y
a x

.

Гіпербола має форму, щ
о зображ

ена на рис. 2.4.
П
араметри a

 та b
 – півосі гіперболи; точки 

)0
,

(
),

0,
(

2
1

a
A

a
A

−
 – її

верш
ини; осі симетрії O

x  та O
y

 – дійсна і уявна осі; точка O
 – центр гіпер-

боли. П
рямі 

x
a b

y
±

=
 – асимптоти гіперболи.

Точки 
)0

,
(

),
0,

(
2

1
c

F
c

F
−

, де 
0

2
2

>
+

=
b

a
c

 – фокуси гіперболи;

2
1 ,r
r

 – фокальні радіуси точки M
, щ

о належ
ить гіперболі.

b
ac

O y

x

D
1

D
2

F
1

F
2

r1
r2 M

(x, y)

Рис. 2.4

Число 
)

1(
∞

+
<

ε
<

=
ε

a c
 – ексцентриситет гіперболи.

П
рямі 

ε
−

=
a

x
D

:1
 та 

ε
=

a
x

D
:

2
, щ

о перпендикулярні дійсній осі, –

директриси гіперболи.

§2. К
риві та поверхні другого порядку

г) написати рівняння загального перпендикуляра до пря-
мих 

1 L і 
2

L
.

2.30. 
9

7
2

2
2

:
,

3 2
4

9
1

:
2

1
+

=
−

=
−

− +
=

−
=

z
y

x
L

z
y

x
L

.

2.31. 
1 12

2
8

1
1

:
,

3
4

2 4
3

7
:

2
1

− +
=

+
=

−
−

=
− −

=
+

z
y

x
L

z
y

x
L

.

§2. Криві т
а поверхні другого порядку

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

К
риві другого порядку. Загальне рівняння кривої другого порядку:

0
2

2
2

=
+

+
+

+
+

F
Ey

D
x

C
y

Bxy
Ax

,

де 
0

|
|

|
|

|
|

≠
+

+
C

B
A

.
Е
ліпс. Канонічне рівняння еліпса:

a
b

b y
a x

≤
<

=
+

0
,1

2 2

2 2
.

Еліпс має форму, щ
о зображ

ена на рис. 2.3.

y

x
a

c
bO

A
1

D
1

D
2

A
2

B
1

B
2

F
1

F
2

M
(x, y)

r1
r2

Рис. 2.3

П
арам

етри 
a

 та 
b

 – півосі еліпса; точки 
),

0,
(

),
0,

(
2

1
a

A
a

A
−

)
,0

(
),

,0
(

2
1

b
B

b
B

−
 – його верш

ини; осі 
O

y
O

x,
 – головні осі еліпса, вісь
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б) двопорож
нинний:

    
1

2 2

2 2

2 2
−

=
−

+
c z

b y
a x

(рис. 2.7, б).

3. К
онус другого порядку:   

0
2 2

2 2

2 2
=

−
+

c z
b y

a x
(рис. 2.8).

4. П
араболоїд

а) еліптичний:
    

0
,

2
2

2
>

=
+

q
p

z
q y

p x
(рис. 2.9, а);

б) гіперболічний
    

0
,

2
2

2
>

=
−

q
p

z
q y

p x
(рис. 2.9, б).

5. Ц
иліндр другого порядку

а) еліптичний
    

1
2 2

2 2
=

+
b y

a x
, 

z
∀

(рис. 2.10, а);

б) гіперболічний
    

1
2 2

2 2
=

−
b y

a x
, 

z
∀

(рис. 2.10, б);

в) параболічний
    

0
,

2
2

>
=

p
px

y
, 

z
∀

(рис. 2.10, в).

 z

 x

 y

 b
 a

 c о

Рис. 2.6

§2. К
риві та поверхні другого порядку

П
арабола. Канонічне рівняння параболи:

0
,

2
2

>
=

p
px

y
.

П
арабола має форму, щ

о зображ
ена на рис. 2.5.

x

y

D

O
F

2 p

M
(x, y)

r

)
,

(
D

M
ρ

2 pРис. 2.5

Число p
 – параметр параболи, точка O

 – її верш
ина, вісь O

x
 – вісь

симетрії параболи.

Точка 
)0

,
2 ( p

F
 – фокус параболи, r  – фокальний радіус точки M

параболи.

П
ряма  

2
:

p
x

D
−

=
, щ

о перпендикулярна осі симетрії параболи, – ди-
ректриса параболи.

В
еличина 

)
,

(
D

M
ρ

=
ρ

 – відстань від точки M
 до її директриси.

Ексцентриситет параболи 
1

=
ρ

=
ε

r
.

П
оверхні другого порядку. Загальне рівняння поверхні другого порядку:

0
2

2
2

2
2

2
=

+
+

+
+

+
+

+
+

+
K

Iz
H

y
G

x
Fyz

Exz
D

xy
C

z
By

Ax
,

де 
0

|
|

|
|

|
|

|
|

|
|

|
|

≠
+

+
+

+
+

F
E

D
C

B
A

.
Н
аведемо канонічні рівняння наступних поверхонь.

1. Е
ліпсоїд:

1
2 2

2 2

2 2
=

+
+

c z
b y

a x
(рис. 2.6).

2. Гіперболоїд

а) однопорож
нинний:

1
2 2

2 2

2 2
=

−
+

c z
b y

a x
(рис. 2.7, а);

Глава 2. А
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Зауваж
имо, щ

о з вказаних рівнянь поверхонь, як частинні випадки,
отримую

ться рівняння таких поверхонь.

1. С
ф
ера:

2
2

2
2

a
z

y
x

=
+

+
.

2. Е
ліпсоїд обертання:

1
2 2

2

2
2

=
+

+
c z

a
y

x
.

3. Гіперболоїди обертання:

а) однопорож
нинний:

1
2 2

2

2
2

=
−

+
c z

a
y

x
;

б) двопорож
нинний:

1
2 2

2

2
2

−
=

−
+

c z
a

y
x

.

4. К
руговий конус:

0
2

2
2

=
−

+
z

y
x

.

5. П
араболоїд обертання:

z
p

y
x

2
2

2
=

+
.

6. К
руговий циліндр:

2
2

2
a

y
x

=
+

,  
z

∀
.

Зауваж
имо, щ

о наведено рівняння поверхонь обертання з віссю
 обер-

тання O
z .

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається еліпсом?

2. Записати канонічне рівняння еліпса. В
казати його осі

симетрії, верш
ини, фокуси.

3. Щ
о називається гіперболою

?
4. Записати канонічне рівняння гіперболи. В

казати її осі
симетрії, верш

ини, фокуси, дійсну вісь, уявну вісь, асимптоти.
5. Щ

о називається параболою
?

6. Записати канонічне рівняння параболи. В
казати її вер-

ш
ину; директрису; фокус; вісь симетрії.

7. Щ
о називається ексцентриситетом еліпса; гіперболи;

параболи?
8. Н

аписати загальне рівняння кривої другого порядку на
площ

ині. В
 якому випадку це рівняння являється рівнянням еліп-

тичного типу; гіперболічного типу; параболічного типу?
9. Я

кі фігури визначаю
ть рівняння еліптичного типу; гіпер-

болічного типу; параболічного типу?

§2. К
риві та поверхні другого порядку

 о
         

     
 о

 а)                                           б)
Рис. 2.7

Рис. 2.8

 о

                    
 о

 х
 у

а)
б)

Рис. 2.9

 о

            

 о

        

 о

      a)                                       б)                                          в)
Рис. 2.10
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з якого видно, щ
о 

9
,

16
2

2
=

=
b

a
. В

икористовую
чи співвіднош

ення
2

2
2

c
b

a
=

+
, маємо, щ

о 
25

9
16

2
=

+
=

c
. О

скільки ексцентриситет 
a c

=
ε

,

то 
4/

5
=

ε
. П

ідставивш
и в рівняння асимптот гіперболи 

x
a b

y
±

=
 значення

3
,4

=
=

b
a

, отримуємо рівняння асимптот заданої гіперболи 
x

y
4 3

±
=

. 

П
риклад 3. С

класти рівняння параболи, яка симетрична
відносно осі O

x
 і проходить через точки 

)0
,0

(
O

 та 
)3

,2
(A

.
 О
скільки парабола симетрична відносно осі O

x  і проходить через
початок координат, то її рівняння має вигляд

px
y

2
2

=
.

В
раховую

чи, щ
о парабола проходить через точку 

)3
,2

(A
, маєм

о
p4

9
=

, звідки 
4/

9
=

p
. О

тж
е,

x
y

2 9
2

=

– ш
укане рівняння. 

П
риклад 4. З’ясувати, яка лінія відповідає заданому рівнянню

:
1) 

0
4

36
8

9
4

2
2

=
+

−
−

+
y

x
y

x
;

2) 
0

44
36

2
9

2
2

=
−

+
+

−
y

x
y

x
.

 1. О
скільки 

0
9

4
>

⋅
=

⋅C
A

, то рівняння визначає фігуру еліптично-
го типу. П

еретворимо задане рівняння таким чином:

4
)

4
(9

)
2

(4
2

2
−

=
−

+
−

y
y

x
x

;

4
)4

4
4

(9
)1

1
2

(4
2

2
−

=
−

+
−

+
−

+
−

y
y

x
x

;

36
)2

(9
)1

(4
;

36
4

4
)2

(9
)1

(4
2

2
2

2
=

−
+

−
+

+
−

=
−

+
−

y
x

y
x

або

1
4

)2
(

9
)1

(
2

2
=

−
+

−
y

x
.

Зробимо паралельний перенос осей координат, прийнявш
и за новий

початок координат точку 
)2

,1
(1

O
. С

користаємося формулами перетворен-
ня координат:

2
,1

1
1

−
=

−
=

y
y

x
x

.

§2. К
риві та поверхні другого порядку

10. Я
ка поверхня називається еліпсоїдом?

12. Я
ка поверхня називається однопорож

нинним гіпербо-
лоїдом; двопорож

нинним гіперболоїдом?
13. Я

ка поверхня називається еліптичним параболоїдом;
гіперболічним параболоїдом?

14. Я
ка поверхня називається циліндричною

?
15. Я

ку поверхню
 визначає в 

3
R

 рівняння 
0

)
,

(
=

y
x

F
,

якщ
о в 

2
R

 це рівняння визначає деяку лінію
?

16. Я
ка поверхня називається конічною

?
17. Я

ка поверхня називається поверхнею
 обертання?

18. Н
ехай у площ

ині O
xy  лінія задана рівнянням 

0
)

,
(

=
y

x
F

.
Н
аписати рівняння поверхні, щ

о отримана обертанням цієї лінії:
а) навколо осі O

x
;  б) навколо осі O

y
.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. С

класти канонічне рівняння еліпса, якщ
о

відстань між
 його фокусами, щ

о леж
ать на осі O

x
, дорівню

є 24,
а ексцентриситет дорівню

є 
4/

3
.

 Д
ля того, щ

об скласти канонічне рівняння еліпса

1
2 2

2 2
=

+
b y

a x
,

необхідно знайти a
 та b

. В
раховую

чи, щ
о ексцентриситет 

a
c/

=
ε

, а
24

2
=

c
, маємо 

a/
12

4/
3

=
, звідки 

16
=

a
. В

икористовую
чи співвіднош

ен-
ня 

2
2

2
b

c
a

=
−

, отримаємо 
112

144
256

2
=

−
=

b
, 

7
4

=
b

. Таким чином,
ш
укане рівняння має вигляд

1
112

256

2
2

=
+

y
x

   або   
1

)7
4(

16
2

2

2 2
=

+
y

x
. 

П
риклад 2. Задана гіпербола 

144
16

9
2

2
=

−
y

x
. Знайти екс-

центриситет гіперболи та рівняння її асимптот.
 П
оділивш

и обидві частини заданого рівняння на 144, отримаємо
канонічне рівняння гіперболи

1
9

16

2
2

=
−

y
x

,
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або

1
1

)1
(

4
)1

(
9

)1
(

36
)1

(
36

)1
(9

)1
(4

2
2

2
2

2
2

=
−

+
−

+
−

⇒
=

−
+

−
+

−
z

y
x

z
y

x
.

Зробимо паралельний перенос осей координат, прийнявш
и за новий

початок координат точку 
)1

,1
,1

(1
O

. Ф
ормули перетворення координат ма-

ю
ть вигляд:

1
,1

,1
1

1
1

−
=

−
=

−
=

z
z

y
y

x
x

.

Тоді рівняння поверхні запиш
еться так:1

1
4

9

21
21

21
=

+
+

z
y

x
.

Ц
е рівняння визначає еліпсоїд;  його центр знаходиться в новому по-

чатку координат, а півосі відповідно дорівню
ю
ть 3, 2 та 1. 

П
риклад 7. Звести до канонічного вигляду рівняння

0
2

8
4

2
2

=
−

+
−

−
z

y
x

y
x

.
 Згрупуємо члени, які містять x

 та y
:

z
y

y
x

x
2

)
8

(
)

4
(

2
2

=
−

−
−

.
Д
оповнимо до повних квадратів вирази у дуж

ках:16
4

2
)

16
8

(
)4

4
(

2
2

−
+

=
+

−
−

+
−

z
y

y
x

x
або

)6
(2

)4
(

)2
(

2
2

−
=

−
−

−
z

y
x

.
В
иконаємо паралельний перенос осей координат, прийнявш

и за но-
вий початок точку 

)6
,4

,2
(1

O
. Тоді

6
,4

,2
1

1
1

−
=

−
=

−
=

z
z

y
y

x
x

.
В

 результаті отримуємо рівняння

1
21

21
2z

y
x

=
−

,
яке визначає гіперболічний параболоїд. 

П
риклад 8. Я

ка поверхня визначається рівнянням
0

4
8

4
8

4
4

2
2

2
=

+
+

+
−

+
−

z
y

x
z

y
x

?
 В
иконавш

и відповідні перетворення, отримуємо4
)

2
(4

)
4

(
)

2
(4

2
2

2
−

=
+

+
−

−
−

z
z

y
y

x
x

;
4

4
4

4
)1

2
(4

)4
4

(
)1

2
(4

2
2

2
+

−
+

−
=

+
+

+
+

−
−

+
−

z
z

y
y

x
x

;

0
)1

(4
)2

(
)1

(4
2

2
2

=
+

+
−

−
−

z
y

x
.

§2. К
риві та поверхні другого порядку

В
ідносно нових осей координат рівняння кривої матиме вигляд:

1
4

9

21
21

=
+

y
x

.

Таким чином, задана крива являється еліпсом.
2. О

скільки 
0

)9
(1

<
−

=
⋅C

A
, то рівняння визначає фігуру гіперболіч-

ного типу. П
еретворимо задане рівняння так:

44
)4

4
4

(9
)1

1
2

(
2

2
=

−
+

−
−

−
+

+
y

y
x

x
;

9
)2

(9
)1

(
,

36
1

44
)2

(9
)1

(
2

2
2

2
=

−
−

+
−

+
=

−
−

+
y

x
y

x
або

1
1

)2
(

9
)1

(
2

2
=

−
−

+
y

x
.

Зробимо паралельний перенос осей координат, прийнявш
и за новий

початок координат точку 
)2

,1
(1 −

O
. Ф

ормули перетворення координат ма-
ю
ть вигляд:

2
,1

1
1

−
=

+
=

y
y

x
x

.
П
ісля перетворення координат отримуємо рівняння

1
1

9

21
21

=
−

y
x

.

К
рива являється гіперболою

. 

П
риклад 5. З’ясувати, яку поверхню

 в 
3

R
 визначає рівнян-

ня 
0

3
2

=
−

z
x

.
 В
раховую

чи, щ
о в заданому рівнянні відсутня змінна  y

,  а на пло-
щ
ині  O

xz   йому відповідає парабола, то рівняння  
0

3
2

=
−

z
x

  в  
3

R
  визна-

чає циліндричну поверхню
. Твірна цієї циліндричної поверхні паралельна

осі  O
y

,  напрямною
 є парабола, задана рівнянням  

0
3

2
=

−
z

x
  у площ

ині
O

xz .  О
тж

е, задане рівняння визначає параболічний циліндр. 

П
риклад 6. Звести до канонічного вигляду рівняння

0
13

72
18

8
36

9
4

2
2

2
=

+
−

−
−

+
+

z
y

x
z

y
x

.
 Згрупуємо члени, які містять x

, y
 та z

:
13

)
2

(
36

)
2

(9
)

2
(4

2
2

2
−

=
−

+
−

+
−

z
z

y
y

x
x

.
Д
оповнивш

и до повних квадратів вирази у дуж
ках, отримуємо36

9
4

13
)1

2
(

36
)1

2
(9

)1
2

(4
2

2
2

+
+

+
−

=
+

−
+

+
−

+
+

−
z

z
y

y
x

x
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2.33. Н
аписати канонічне рівняння еліпса, якщ

о:

а) 
,3

=
a

 
2

=
b

;  б) 
4

,5
=

=
c

a
;  в) 

5/
3

,3
=

ε
=

c
;  г) 

,5
=

b
13

/
12

=
ε

;  д) 
2

=
c

 і відстань між
 директрисами дорівню

є 5;
е) 

2/
1

=
ε

 і відстань між
 директрисами дорівню

є 32.
2.34. Н

аписати рівняння еліпса з півосями a
 та b

 і цент-
ром у точці 

)
,

(
0

0
y

x
C

, якщ
о відомо, щ

о його головні осі пара-
лельні координатним осям.

2.35. Встановити, щ
о кож

не з наступних рівнянь визначає
еліпс, знайти його центр C

, півосі, ексцентриситет та рівняння
директрис:

а) 
0

9
18

30
9

5
2

2
=

+
+

−
+

y
x

y
x

;
б) 

0
284

100
32

25
16

2
2

=
−

−
+

+
y

x
y

x
;

в) 
0

32
12

8
3

4
2

2
=

−
+

−
+

y
x

y
x

.
2.36. П

обудувати гіперболу 
144

9
16

2
2

=
−

y
x

. Знайти:
а) півосі; б) координати фокусів; в) ексцентриситет; г) рів-

няння асимптот; д) рівняння директрис.

2.37. П
обудувати гіперболу 

144
9

16
2

2
−

=
−

y
x

 (спряж
ену до

гіперболи задачі 2.36). Яка канонічна система координат для цієї
гіперболи? Знайти:  а) півосі;  б) координати фокусів;  в) ексцент-
риситет;  г) рівняння асимптот;  д) рівняння директрис.

2.38. Н
аписати канонічне рівняння гіперболи, якщ

о:
а) 

3
,2

=
=

b
a

;  б) 
5

,4
=

=
c

b
;  в) 

2/
3

,3
=

ε
=

c
;  г) 

,8
=

a

4/
5

=
ε

;  д) 
10

=
c

 і рівняння асимптот 
x

y
3 4

±
=

;  е) 
2/

3
=

ε
 і

відстань між
 директрисами дорівню

є 
3/

8
.

2.39. Н
аписати рівняння гіперболи з півосями a

 та b
 і цент-

ром у точці 
)

,
(

0
0

y
x

C
, якщ

о відомо, щ
о її дійсна та уявна осі

паралельні осям O
x

 і O
y

 відповідно.
2.40. В

становити, щ
о кож

не з наступних рівнянь визначає
гіперболу, знайти її центр C

, півосі, ексцентриситет, рівняння
асимптот та директрис:

а) 
0

161
54

64
9

16
2

2
=

−
−

−
−

y
x

y
x

;

§2. К
риві та поверхні другого порядку

В
иконаємо паралельний перенос осей координат, прийнявш

и за но-
вий початок точку 

)1
,2

,1
(1

−
O

. Ф
ормули перетворення координат:

1
,2

,1
1

1
1

+
=

−
=

−
=

z
z

y
y

x
x

.
Тоді задане рівняння матиме вигляд:

0
4

4
21

21
21

=
+

−
z

y
x

або

0
1

4
1

21
21

21
=

+
−

z
y

x
.

Ц
е рівняння конічної поверхні. 

П
риклад 9. Я

ку поверхню
 визначає рівняння 

zy
x

=
2

?
 В
иконаємо поворот координатних осей навколо осі O

x
 на кут

0
45

=
α

 (від осі O
y

 до осі O
z

 проти годинникової стрілки). Ф
ормули пере-

творення координат (див. гл. 4, §1, приклад 7):
α

+
α

=
α

−
α

=
=

cos
sin

,
sin

cos
,

1
1

1
1

1
z

y
z

z
y

y
x

x
.

О
скільки

2 2
cos

sin
=

α
=

α
,

то

)
(

2 2
,)

(
2 2

,
1

1
1

1
1

z
y

z
z

y
y

x
x

+
=

−
=

=
.

П
ідставивш

и ці вирази у рівняння поверхні, отримуємо

2
2

21
21

21
z

y
x

−
=

або

0
2

2
1

21
21

21
=

+
−

z
y

x

(конус з верш
иною

 у початку координат, віссю
 якого являється вісь

ординат). 

IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

2.32. П
обудувати еліпс 

225
25

9
2

2
=

+
y

x
. Знайти:

а) півосі; б) координати фокусів; в) ексцентриситет; г) рів-
няння директрис.
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§2. К
риві та поверхні другого порядку

2.49. 
0

,
2

2
2

≠
=

+
a

az
y

x
.

2.50. 
0

,
2

2
2

≠
=

−
a

az
y

x
.

2.51. 
2

2
2

2
y

x
z

+
=

.
2.52. 

0
,

2
2

≠
=

a
az

x
.

2.53. 
2

2
2

y
x

z
+

+
=

.
2.54. 

z
y

x
6

4
5

2
2

=
−

.

2.55. 
4

2
2

2
=

−
+

z
y

x
.

2.56. 
0

4
2

2
2

=
+

+
−

z
y

x
.

У
 задачах 2.57 – 2.61 необхідно побудувати задані цилінд-

ричні поверхні.

2.57. 
4

2
2

=
+

z
y

.
2.58. 

1
9

16

2
2

=
−

y
x

.

2.59. 
ax

y
x

=
+

2
2

.
2.60. 

z
x

6
2

=
.

2.61. 
2

4
x

z
−

=
.

У
 задачах 2.62 – 2.68 з’ясувати, які поверхні визначаю

ться
такими рівняннями:

2.62. 
0

4
4

4
2

2
=

+
−

−
+

z
x

z
x

.

2.63. 
0

2
2

2
2

2
=

+
−

−
+

z
y

z
y

x
.

2.64. 
0

4
4

4
2

2
2

2
2

=
+

+
−

+
+

z
y

z
y

x
.

2.65. 
0

35
2

4
24

4
2

2
2

=
+

+
−

−
−

+
z

y
x

z
y

x
.

2.66. 
0

2
2

2
2

2
2

2
=

+
+

−
−

−
+

z
y

x
z

y
x

.

2.67. 
0

18
4

6
6

2
2

=
+

−
+

−
+

z
y

x
y

x
.

2.68. 
0

6
18

18
9

2
2

=
−

−
−

−
z

y
x

z
x

.

б) 
0

367
32

90
16

9
2

2
=

−
+

+
−

y
x

y
x

;
в) 

0
199

18
64

9
16

2
2

=
+

−
−

−
y

x
y

x
.

2.41. П
обудувати наступні параболи та знайти їх параметри:

а) 
x

y
6

2
=

;
б) 

y
x

5
2

=
;

в) 
x

y
4

2
−

=
;

г) 
y

x
−

=
2

.
2.42. Н

аписати рівняння параболи з верш
иною

 у початку
координат, якщ

о відомо, щ
о:

а) парабола розташ
ована у лівій півплощ

ині симетрично
відносно осі O

x
 і 

2/
1

=
p

;
б) парабола розташ

ована симетрично відносно осі O
y

 та
проходить через точку 

)8
,4

(
−

M
;

в) фокус параболи знаходиться в точці 
)3

,0
(

−
F

.
2.43. Н

аписати рівняння параболи, якщ
о відомо, щ

о вер-
ш
ина її знаходиться в точці 

)
,

(
0

0
y

x
A

, параметр дорівню
є p

,
вісь паралельна осі O

x
 і парабола розташ

ована:  а) у правій
півплощ

ині відносно прямої 
0 x

x
=

;  б) у лівій півплощ
ині

відносно прямої 
0 x

x
=

.
2.44. В

становити, щ
о кож

не з наступних рівнянь визначає
параболу, знайти координати її верш

ини A
 та величину пара-

метра p
:

а) 
8

4
2

−
=

x
y

;
б) 

y
x

−
=

2
2

;

в) 
7

8
4

2
+

−
=

x
x

y
;

г) 
7

2
6 1

2
−

+
−

=
x

x
y

;

д) 
y

y
x

+
−

=
2

4 1
;

е) 
14

12
2

2
+

−
=

y
y

x
.

У
 задачах 2.45 – 2.56 необхідно встановити тип заданих

поверхонь та побудувати їх.

2.45. 
1

25
4

9

2
2

2
=

+
+

z
y

x
.

2.46. 
1

36
4

16

2
2

2
=

−
+

z
y

x
.

2.47. 
1

2
2

2
−

=
−

+
z

y
x

.
2.48. 

2
2

2
z

y
x

=
−

.

Глава 2. А
налітична геометрія
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У
 цій схемі плю

с означає, щ
о добутки вказаних елементів беруться зі зна-

ком “ +
”, а мінус означає, щ

о відповідні добутки беруться зі знаком  “ – “.
Квадратна таблиця
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1

21
22

2

1
2
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...

nn

n
n

nn

a
a

a
a

a
a

A

a
a

a










=











 ,

де 
n

j
i

aij
,1

,
,

=
 – задані числа, називається мат

рицею
 n

-го порядку.
Визначником n

-го порядку, щ
о відповідає матриці A

, називається число,
...

)1
(

...
...

...
...

...
... ...

det
)

,
...

,
,

(
2

1
)

,
...

,
,

(

2
1

2
22

21

1
12

11

2
1

2
1

2
1

∑
−

=
=

n
n

n
n

k

nn
n

n

n n

a
a

a

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A
α

α
α

α
α

α
α

α
α

де сума розповсю
дж

ується на всі мож
ливі перестановки 

)
...,

,
,

(
2

1
n
α

α
α

 чисел
n,

...
,2

,1
;  

)
,

...
,

,
(

2
1

n
k

α
α

α
 – число інверсій у перестановці; 

,i
i aα

 
n

i
,1

=
 –

елементи визначника.

М
інором 

ij
M

 елемента 
)

,1
,(

n
j

i
aij

=
 визначника n

-го порядку назива-
ю
ть визначник 

)1
(
−

n
-го порядку, який утворю

ється з даного визначника в ре-
зультаті викреслення рядка і стовпця, на перетині яких стоїть елемент 

ij
a

.

Алгебраїчним доповненням 
ij

A
 елемента 

ij
a

 визначника n
-го порядку

називається його мінор 
ij

M
, взятий зі  знаком 

j
i+

−
)1

(
, тобто 

ij
j

i
ij

M
A

+
−

=
)1

(
.

Виберемо довільно s  рядків та s  стовпців визначника n
-го порядку з

номерами 
)

(
...

;
...

2
1

2
1

n
s

j
j

j
i

i
i

s
s

<
<

<
<

<
<

<
.

М
інором порядку s  визначника n

-го порядку називається визначник s -го
порядку M

, щ
о леж

ить на перетині вибраних s  рядків та s  стовпців.

Додат
ковим мінором до мінора M

 називається визначник 
)

(
s

n
−

-го по-
рядку, щ

о отримується з визначника n
-го порядку в результаті викреслення

вибраних s  рядків та s  стовпців.

Алгебраїчним доповненням мінора називається його додатковий мінор,

взятий зі знаком 
s

s
j

j
j

i
i

i
+

+
+

+
+

+
+

−
...

...
2

1
2

1
)1

(
.

ГЛАВА 3. ВИЗНАЧНИКИ ТА М
АТРИЦ

І. СИСТЕМ
И

ЛІНІЙНИХ А
ЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯ

НЬ

§1. В
изначники

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні означення. Квадратна таблиця  

  
=

22
21

12
11

a
a

a
a

A
,

де 
2,

1
,

,
=j

i
aij

 – задані числа, називається мат
рицею

 другого порядку.

Визначником другого порядку, щ
о відповідає матриці A

, називається число

21
12

22
11

22
21

12
11

det
a

a
a

a
a

a
a

a
A

−
=

=
.

Квадратна таблиця

   

   
=

33
32

31

23
22

21

13
12

11

a
a

a
a

a
a

a
a

a
A

,

де 
3,

1
,

,
=j

i
aij

 – задані числа, називається мат
рицею

 т
рет

ього порядку.
Визначником т

рет
ього порядку, щ

о відповідає матриці A
, назива-

ється число

−
+

+
=

=
32

21
13

31
23

12
33

22
11

33
32

31

23
22

21

13
12

11

det
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
A

33
21

12
32

23
11

31
22

13
a

a
a

a
a

a
a

a
a

−
−

−
.

Існує правило, щ
о полегш

ує складання виразу, який стоїть у правій час-
тині. Ц

е правило називається правилом т
рикут

ників. Згідно з цим правилом
доданки складаю

ться за такою
 схемою

:
11

a

21
a31
a

12
a22
a32
a

13
a23
a33
a

+

                  

11
a

21
a31
a

12
a22
a32
a

13
a23
a33
a

–

§1. В
изначники
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П
ри цьому корисно, використовую

чи основні властивості визначників,
обернути в нуль всі, крім одного, елементи деякого рядка (стовпця) визначника,
а потім застосувати теорему розкладання. Іноді зручно застосовувати теорему
Л
апласа – розкладання визначника за елементами декількох рядків (стовпців).

П
ри цьому добиваю

ться того, щ
об у вказаних рядках були мінори, складені з

нулів.М
ет
од зведення до т

рикут
ного вигляду полягає у такому перетворенні

визначника, коли всі елементи, щ
о леж

ать по один бік однієї з його діагоналей,
рівні нулю

.
М
ет
од рекурент

них співвіднош
ень полягає у тому, щ

об даний визначник
виразити через визначники того ж

 вигляду, але більш
 низького порядку. О

дер-
ж
ана рівність називається рекурентним співвіднош

енням. О
тримується це ре-

курентне співвіднош
ення перетворенням визначника та розкладанням його за

елементами рядка (стовпця).

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається визначником другого порядку; третього

порядку?
2. Д

айте означення визначника n
-го порядку.

3. Щ
о називається мінором елемента 

ij
a

 визначника n
-го

порядку?
4. Щ

о називається алгебраїчним доповненням елемента 
ij

a
визначника n

-го порядку?
5. Н

аведіть основні властивості визначників.
6. Запиш

іть формулу розкладання визначника за елементами
i-го рядка;  j-го стовпця.

7. Як читається теорема анулю
вання для визначників третьо-

го порядку;  n
-го порядку?

8. Щ
о називається мінором порядку s визначника n

-го по-
рядку?9. Щ

о називається додатковим мінором до мінора порядку s
визначника n

-го порядку?
10. Щ

о називається алгебраїчним доповненням мінора визнач-
ника n

-го порядку?

Властивості визначників

.
1 0

 Величина визначника не зміниться, якщ
о його рядки зробити стовпця-

ми з тими ж
 номерами.

Ц
я операція називається т

ранспонуванням.

.
2 0

 Якщ
о у визначнику поміняти місцями два рядки (стовпці), то знак

визначника зміниться на протилеж
ний.

.
3 0

 Якщ
о всі елементи деякого рядка (стовпця) визначника дорівню

ю
ть

нулю
, то визначник дорівню

є нулю
.

.
4 0

 Загальний множ
ник елементів деякого рядка (стовпця) визначника

мож
е бути винесеним за знак визначника.

.
5 0

 Якщ
о елементи двох рядків (стовпців) визначника однакові, то виз-

начник дорівню
є нулю

.
Н
аслідок. Я

кщ
о у визначнику елементи двох рядків (стопців) про-

порційні, то визначник дорівню
є нулю

.

.
6 0

 Величина визначника не зміниться, якщ
о до елементів одного рядка

(або стовпця) додати елементи інш
ого рядка (стовпця), помножені на одне й теж

число (теорема про лінійну комбінацію
 елементів рядків (стовпців)).

.
7 0

 Визначник дорівню
є сумі добутків елементів деякого рядка (стовпця)

на їхні алгебраїчні доповнення (теорема розкладання).

.
8 0

 Сума добутків елементів довільного рядка (стовпця) визначника на
алгебраїчні доповнення елементів інш

ого рядка (стовпця) дорівню
є нулю

 (тео-
рема анулю

вання).

.
9 0

 Визначник, у якого елементи деякого рядка (стовпця) є сумою
 двох

доданків, дорівню
є сумі двох визначників, у перш

ого з яких у зазначеному ряд-
ку (стовпці) стоять перш

і доданки, а у другого – другі доданки; всі інш
і рядки

(стовпці) у обох визначників однакові.
Т
еорем

а Л
апласа. Визначник n

-го порядку дорівню
є сумі добутків

всіх мож
ливих мінорів s -го порядку 

)
(

n
s<

, щ
о розташ

овані у довільно виб-
раних s  рядках (стовпцях) на алгебраїчні доповнення цих мінорів.

О
сновні методи обчислення визначників

М
етод пониж

ення порядку оснований на застосуванні теореми розкладання
визначника за елементами деякого рядка (стовпця), згідно з якою

:

∑
=

=
nj

ij
ij A

a
A

1

det
,  

n
i

,1
=

   або   
∑=

=
ni

ij
ij A

a
A

1

det
,  

n
j

,1
=

.

Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь
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15
)3

(5
1

1
1

2
)1

(5
0

0
6

−
=

−
=

−
−

+
+

=
∆

. 

П
риклад 3. О

бчислити визначник третього порядку

6
3

7
4

2
1

2
3

5−
=

∆
,

використовую
чи теорему про лінійну комбінацію

 елементів рядків
(стовпців) та теорему розкладання.

 Зробимо всі елементи перш
ого стовпця рівними нулю

, крім одного еле-
мента. З цією

 метою
 до елементів перш

ого рядка додамо відповідні елементи
другого рядка, помнож

ені на 5, а до елементів третього рядка – відповідні еле-
менти другого рядка, помнож

ені на 7:

34
17

0
4

2
1

22
13

0

6
3

7
4

2
1

2
3

5
−

=
−

=
∆

.

Розклавш
и визначник за елементами перш

ого стовпця, отримуємо

(
)(

)
=

+
−

−
+

=
−

=
∆

+
4

2
22

13
0

34
17

22
13

1
1

34
17

4
2

0
34

17
0

4
2

1
22

13
0

2
1

(
)

68
22

26
17

2
1

22
13

17
=

−
=

=
. 

П
риклад 4. О

бчислити визначник четвертого порядку:

10
1

3
2

2
1

2
1

2
0

1
2

1
2

1
3

−
−

− −

=
∆

.

 Використаємо метод пониження порядку, оснований на застосуванні

11. Сформулю
йте теорему Л

апласа розкладання визначника за
елементами декількох рядків (стовпців).

12. У
 чому полягає метод зведення до трикутного вигляду для

обчислення визначників?
13. У

 чому полягає метод рекурентних співвіднош
ень для об-

числення визначників?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. О

бчислити визначники:

1)  
4

3
1

2
−

,
2)  

1
0

1
2

4
3

1
2

2−

−
.

 1. О
скільки визначник другого порядку дорівню

є добутку елементів
головної діагоналі мінус добуток елементів побічної діагоналі, то

11
)1

(3
4

2
4

3
1

2
=

−
−

⋅
=

−
.

2. Використовую
чи правило трикутників, отримуємо

=
⋅

⋅
−

−
−

−
⋅

−
⋅

⋅
+

−
⋅

−
+

⋅
⋅

=
−

−
2

0
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(3
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(4
1

1
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3
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)2

(
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4
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1
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1
2

4
3
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2

.
22

6
4

4
8

=
+

+
+

=
 

П
риклад 2. О

бчислити визначник5
0

0
1

1
1

3
1

2
−

=
∆

розкладанням за елементами:  1) перш
ого рядка; 2) третього рядка.

 1. Застосовую
чи теорему розкладання визначника до перш

ого рядка,
отримаємо

15
5

10
0

0
1

1
)1

(3
5

0
1

1
)1

(
5

0
1

1
)1

)(
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(
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1
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1
−

=
−

−
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−
+

−
+

−
−

=
∆

+
+

+
.

2. Застосовую
чи теорему розкладання визначника до третього рядка, от-

римаємо

Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь
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изначники



81
80

про розкладання визначника за елементами декількох рядків (стовпців).
В
раховую

чи, щ
о всі мінори, щ

о розташ
овані у перш

их двох рядках,
дорівню

ю
ть нулю

, крім одного, щ
о розташ

ований у лівому верхньому куті,
отримаємо:

2
1)

12
14

(
1

0
0

0
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0
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0
1

)1
(

7
4

3
2

2
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+
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+
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П
риклад 6. О

бчислити визначник

1
1

1
1

3
1

1
1

2
2

1
1

1
1

1
1

−
−

−
=

∆

зведенням його до трикутного вигляду.
 П
ерш

ий рядок визначника множ
имо на 

)1
(−

 та додаємо послі-
довно до всіх інш

их рядків. О
тримаємо:

8
)2

()
2

()
2

(1

2
0

0
0

2
2

0
0

1
1

2
0

1
1

1
1

1
1

1
1

3
1

1
1

2
2

1
1

1
1

1
1

−
=

−
−

−
=

−
−

−
=

−
−

−
=

∆
. 

П
риклад 7. О

бчислити визначник Вандермонда 
n

D
, викори-

стовую
чи метод рекурентних співвіднош

ень

1
1

3
1

2
1

1

2
23

22
21

3
2

1

...
...

...
...

...
...

... ...
1

...
1

1
1

−
−

−
−

=

nn
n

n
n

n n

n

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

D
.

теореми розкладання визначника за елементами деякого рядка (стовпця). П
ри

цьому заздалегідь, використовую
чи теорему про лінійну комбінацію

 елементів
рядків (стовпців) визначника, обертаємо в нуль усі, окрім одного, елементи його
деякого рядка (стовпця).

Виконаємо, наприклад, наступні перетворення.
Д
ругий рядок помнож

имо послідовно на 
)1

(−
, 

)2
(−

, 3  і додамо до
перш

ого, третього, четвертого рядків відповідно.

О
триманий визначник розкладемо за елементами другому стовпця:

(
)

.
4

1
4

6
1

3
1

2
1

1

4
1

0
4

6
1

0
3

2
0

1
2

1
2

0
1

2
2

−
−

=
−

−
=

∆
+

Д
алі знов обертаємо в нуль усі елементи перш

ого стовпця, окрім елемен-
та в лівому верхньому куті, і після цього обчислю

ємо визначник другого поряд-
ку, або використовуємо для обчислення отриманого визначника третього по-
рядку правило трикутників:

.
63

0
7

9
7

0
7

0
9

7
0

1
2

1
=

−
=

−
=

∆

О
бчислення за правилом трикутників має такий вигляд:

63
24

6
4

48
3

4
4

1
4

6
1

3
1

2
1

=
+

−
−

+
−

=
−

. 

П
риклад 5. О

бчислити визначник, застосувавш
и теорему

Л
апласа:

1
0

0
8

17
0

1
0

17
25

0
0

1
2

8
0

0
0

7
4

0
0

0
3

2−
=

∆
.

 В
иділимо у визначнику два рядки та застосуємо теорему Л

апласа
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IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах 3.1–3.4 обчислити визначники другого порядку.

3.1. 
2

5
4

1
− −

.
3.2. 

b
a

b
a

b
a

b
a

+
−

−
+

.

3.3. 
α

α
α

−
α

cos
sin

sin
cos

.
3.4. 

ϕ
ϕ

−
ϕ

−
ϕ

ϕ
ϕ

cos
sin

2
1

cos
2

1
sin

2
cos

sin
2

2

2
.

У
 задачах 3.5 – 3.6 розв’язати рівняння.

3.5. 
0

1
4

1
=

+
−

+
x x

x
.

3.6. 
0

5
cos

8
sin

5
sin

8
cos

=
−

x
x

x
x

.

У
 задачах 3.7–3.11 обчислити визначники третього порядку.

3.7. 
3

0
2

0
2

0
2

0
1

.
3.8. 

2
1

0
1

2
1

0
1

2
.

3.9. 
4

3
2

1
1

1
11

10
9

.

3.10. 
1

0
1

2
4

3
1

2
2−

−
.

3.11. 
6

1
4

5
2

1
4

3
2

.

У
 задачах 3.12 – 3.13 розв’язати рівняння:

3.12. 
0

1
1

2
3

1
2 3

=
−

+
−

−

x

x
x

.

3.13. 
0

8
7

6
5

4
3

2
1

=
+

+
+

+
+

+
+

+

x
x

x
x

x
x

x
x

x
.

 П
окаж

емо, щ
о для будь-яких 

)2
(
≥

n
n

 визначник В
андермонда до-

рівню
є добутку всіх мож

ливих різниць 
n

i
j

a
a

j
i

≤
<

≤
−

1
,

. Д
оведення про-

ведемо за індукцією
, використовую

чи метод рекурентних співвіднош
ень.

Д
ійсно, при 

2
=

n
 маємо

1
2

2
1

2
1

1
a

a
a

a
D

−
=

=
.

Н
ехай наш

е твердження доведено для визначників Вандермонда порядку
)1

(
−

n
, тобто

∏
−

≤
<

≤
−

−
=

1
1

1
)

(
n

i
j

j
i

n
a

a
D

.

П
еретворимо визначник 

n
D

 наступним чином:  з останнього n
-го рядка

віднімемо 
)1

(
−

n
-й, помнож

ений на 
1 a, і, взагалі, послідовно віднімемо із k

-

го рядка 
)1

(
−

k
-й, помнож

ений на 
1 a . О

тримаємо

2
1

1
2

3
1

1
3

2
2

1
1

2

1
2

3
1

23
2

1
22

1
1

3
1

2

...
0

...
...

...
...

...
...

0
...

0
1

...
1

1
1

−
−

−
−

−
−

−
−

−

−
−

−
−

−
−

=

nn
nn

n
n

n
n

n
n n

n

a
a

a
a

a
a

a
a

a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
D

.

Розкладемо останній визначник за елементами перш
ого стовпця та вине-

семо з усіх стовпців загальні множ
ники. Визначник матиме вигляд

.
)

(
...

)
)(

(
...

...
...

...
...

...
... ...

1
...

1
1

1

)
(

...
)

)(
(

1
1

1
3

1
2

2
2

4
2

3
2

2

2
24

23
22

4
3

2

1
1

3
1

2

−

−
−

−
−

−
−

−
=

=
−

−
−

=

n
n

nn
n

n
n

n n

n
n

D
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
a

DО
тримали рекурентне співвіднош

ення. Використовую
чи припущ

ення
індукції, остаточно виводимо:

∏
∏

≤
<

≤
≤

<
≤

−
=

−
−

−
−

=
n

i
j

n
i

j
j

i
j

i
n

n
a

a
a

a
a

a
a

a
a

a
D

2
1

1
1

3
1

2
)

(
)

(
)

(
...

)
)(

(
. 
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3.23. П
еревірити, щ

о визначник

2
2

2

1
1

1

z
y

x
z

y
x

ділиться на 
,y

x
−

 
z

y
−

 та 
x

z−
.

3.24. П
еревірити, щ

о визначник

y
x

y
x

x
y

x
y

y
x

y
x+

+
+

ділиться на 
y

x
+

 та на 
2

2
y

xy
x

+
−

.
3.25. П

обудувати графік функції

)
(

1 1 1
1

2 2 2

b
a

b
b

a
a

x
x

a
b

y
≠

−
=

.

У
 задачах 3.26 – 3.28 обчислити визначники четвертого по-

рядку:3.26. а) 

3
4

1
3

2
3

2
4

1
4

3
2

− − −

d
c

b
a

;         б) 

4
5

4
2

3
2

3
4

4
1

2
5

− − − −

d c b a

;

в) 

0
1

1
1

0
1

1
1

0
1

1
1

d c b a

.

3.27. 

1
6

1
3

3
2

1
3

1
2

1
0

0
1

1
2

−
−

−

.
3.28. 

5
0

3
2

0
1

2
6

2
1

1
2

4
3

3
2

−

− −

.

У
 задачах 3.14 –3.15 розв’язати нерівності.

3.14. 
0

1
2

1
2

1
1

2
3

<
−

−
−

−
x

.
3.15. 

0
3

5
2

1
1

1
2

2
>

−
− −

+

x

x
.

У
 задачах 3.16 – 3.19 довести тотож

ності, використовую
чи

властивості визначників третього порядку.

3.16. 

3
3

3

2
2

2

1
1

1

3
3

3
3

3

2
2

2
2

2

1
1

1
1

1

2
c

b
a

c
b

a
c

b
a

x
c

x
b

a
x

b
a

c
x

b
a

x
b

a
c

x
b

a
x

b
a

−
=

−
+

−
+

−
+

.

3.17. 

3
3

3

2
2

2

1
1

1
2

3
3

3
3

3

2
2

2
2

2

1
1

1
1

1

)
1(

c
b

a
c

b
a

c
b

a
x

c
b

x
a

x
b

a
c

b
x

a
x

b
a

c
b

x
a

x
b

a
−

=
+

+
+

+
+

+
.

3.18. 

3
3

3

2
2

2

1
1

1

3
3

3
3

3

2
2

2
2

2

1
1

1
1

1

c
b

a
c

b
a

c
b

a

c
y

b
x

a
b

a
c

y
b

x
a

b
a

c
y

b
x

a
b

a
=

+
+

+
+

+
+

.

3.19. 
)

()
()

(
1 1 1

b
c

a
c

a
b

ab
c

ca
b

bc
a

−
−

−
=

.

У
 задачах 3.20 – 3.22 обчислити визначники, використовую

чи
властивості визначників третього порядку:

3.20. 
1 1 1

y
x

z
x

z
y

z
y

x

+ + +
.

3.21. 
c

c
c

b
b

b
a

a
a

1
)1

(
1

)1
(

1
)1

(

2
2

2
2

2
2

+
+

+
+

+
+

.

3.22. 
γ

γ
β

β
α

α

2
2

2
2

2
2

cos
1

sin
cos

1
sin

cos
1

sin
.
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У
 задачах 3.39 –3.40 обчислити визначники n

-го порядку
методом рекурентних співвіднош

ень.

3.39. 

β
+

α

β
+

α αβ
β

+
α αβ

α

... 0 0 0

1
...

0
0

0
...

...
...

...
...

0
...

1
0

0
...

1
0

...
0

.

3.40. 

β
+

α

β
+

α αβ
β

+
α αβ

β
+

α

... 0 0 0

1
...

0
0

0
...

...
...

...
...

0
...

1
0

0
...

2
0

...
0

.

§2. М
ат

риці

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
значення. Д

ії над матрицями.  М
ат
рицею

 розміру 
n

m
×

 називається
таблиця чисел 

ij
a

, 
,

,1m
i=

 
n

j
,1

=
, вигляду

     

     

=

m
n

m
m

n n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A

...
...

...
...

...
... ...

2
1

2
22

21

1
12

11

.

Коротко:  
n

m
ij

n
m

a
A

,
)

(
,

×
 або 

)
(

ij
a

.
Якщ

о 
n

m
=

, матриця називається квадрат
ною

 порядку n
.

Я
кщ

о всі елементи матриці дорівню
ю
ть нулю

, матриця називається
нульовою

. П
означення: O

.

У
 задачах 3.29 – 3.34 обчислити визначники, використовую

-
чи теорему Л

апласа.

3.29. 

0
0

0
0

0
0

e
d

c
b

e
c

a
d

b
a

−
−

−
−

−

.
3.30. 

5
1

0
0

0
6

5
1

0
0

0
6

5
1

0
0

0
6

5
1

0
0

0
6

5

.

3.31. 

1
3

2
4

3
0

0
2

2
2

3
1

1
0

0
1

−

−
−

.
3.32. 

0
0

0
1

3
0

0
0

2
1

2
3

1
2

1
0

0
0

3
4

1
1

3
1

2

−

−

−

.

3.33. 

6
1

1
1

1
1

5
1

1
1

1
1

4
1

1
1

1
1

3
1

1
1

1
1

2

.
3.34. 

x
x

x
x

x

0
1

1
0

1
1

1
0

1
0

1
0

1
0

1
1

1
0

1
1

0

− − − − −

.

У
 задачах 3.35 – 3.36 обчислити визначники зведенням до

трикутного вигляду.

3.35. 

0
...

3
2

1
...

...
...

...
...

...
0

2
1

...
3

0
1

...
3

2
1

−
−

−

−
− −

n n n

.3.36. 

3
...

2
2

2
...

...
...

...
...

2
...

3
2

2
2

...
2

3
2

2
...

2
2

3

.

3.37. О
бчислити визначник, елементи якого задані умовами
)

,(
m

in
j

i
a

ij =
.

3.38. О
бчислити визначник, елементи якого задані умовами

)
,(

m
ax

j
i

a
ij =

.
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С
т
епенем k

 матриці A
 називається матриця

раз
  ...

k

k
A

A
A

A
C

⋅
⋅

⋅
=

=
,

де k
 − ціле додатне число ;     

E
A
=

0
.

М
ногочленом від матриці A називається вираз, щ

о має вигляд,
...

)
(

1
2

2
1

1
0

E
A

A
A

A
A

P
k

k
k

k
k

α
α

α
α

α
+

+
+

+
+

=
−

−
−

де  k
 − ціле додатне число,   

E
A
=

0
.

М
атриця, щ

о отримана з даної матриці A
 заміною

 її рядків стовпцями,
називається т

ранспонованою
 до даної.

П
означення:    

T
A

 або A ′.
М
аю

ть місце властивості:

.
1 0

 
A

A
T

T
=

)
(

;
.

2 0
 

T
T

T
B

A
B

A
+

=
+

)
(

;
.

3 0
 

T
T

T
A

B
B

A
=

)
(

.

П
риєднаною

 до квадратної матриці A
 називається матриця     

     

=

     

     

=

nn
n

n

n n

nn
n

n

n n

A
A

A

A
A

A
A

A
A

A
A

A

A
A

A
A

A
A

A

...
...

...
...

...
... ...

...
...

...
...

...
... ...

~

2
1

2
22

12

1
21

11
T

2
1

2
22

21

1
12

11

,

де 
ij

A
 – алгебраїчні доповнення елементів 

ij
a

 матриці A
.

Квадратна матриця A
 називається невиродж

еною
, якщ

о 
0

det
≠

A
.

О
берненою

 до квадратної матриці A називається матриця 
1−

A
 така, щ

о
E

A
A

A
A

=
=

−
−

1
1

.
Т
еорем

а. Д
ля того щ

об квадратна матриця A
 мала обернену, необ-хідно

та достатньо, щ
об матриця A

 була невиродженою
.

М
етод приєднаної м

атриці для обернення м
атриць. Згідно з цим ме-

тодом обернена матриця знаходиться за формулою

=

     

     

=
=

−

T

nn
n

n

n n

A
A

A

A
A

A
A

A
A

A
A

A
A

...
...

...
...

...
... ...

det 1
~

det 1

2
1

2
22

21

1
12

11

1

Квадратна матриця D
 називається діагональною

, якщ
о всі її елементи,

щ
о не леж

ать на головній діагоналі, дорівню
ю
ть нулю

, тобто

(
)

nn

nn

a
a

a

a

a
a

D
,

,
,

diag

0
0

0
0

0
0

22
11

22

11

…

…
…

…
…

…
… …

=     

     

=
.

Якщ
о діагональна матриця така, щ

о всі 
1

=
ii

a
, 

n
i

,1
=

, то матриця нази-
вається одиничною

. П
означення: E

. Таким чином,     

     

=

1
0

0

0
1

0
0

0
1

…
…

…
…

…
… …

E
.

М
атриця називається дійсною

, якщ
о всі її елементи дійсні числа. У

 про-
тивному випадку, коли серед елементів є комплексні числа, матриця називається
комплексною

 (поняття комплексних чисел та дій над ними наведено у §4 цієї
глави).Сумою

 
B

A
+

 матриць 
n

m
ij

a
A

,
)

(=
 і 

n
m

ij
b

B
,

)
( =

 називається матриця

n
m

ij
c

C
,

)
( =

, така, щ
о  

ij
ij

ij
b

a
c

+
=

.
Добут

ком 
A

α
 матриці 

n
m

ij
a

A
,

)
(=

 на число α
 називається матриця

n
m

ij
c

C
,

)
(=

, така, щ
о  

ij
ij

a
c

α
=

.
Добут

ком AB
 матриці 

n
m

ij
a

A
,

)
(=

 на 
l

n
ij

b
B

,
)

(=
 називається матриця

l
m

ij
c

C
,

)
(=

, де 
∑=

=
nk

kj
ik

ij
b

a
c

1
,  

m
i

,1
=

,  
l

j
,1

=
,  тобто елемент 

ij
c

 дорівню
є

сумі добутків відповідних елементів i −го рядка матриці A
 і j −го стовпця мат-

риці B.М
аю

ть місце такі властивості операцій над матрицями:

.
1 0

 
A

B
B

A
+

=
+

;
.

2 0
 

C
B

A
C

B
A

+
+

=
+

+
)

(
)

(
;

.
3 0

 
A

A
A

β
+

α
=

β
+

α
)

(
;

.
4 0

 
B

A
B

A
α

+
α

=
+

α
)

(
;

.
5 0

 
)

(
)

(
A

A
β

α
=

αβ
;

.
6 0

 
C

B
A

C
B

A
)

(
)

(
=

;

.
7 0

 
C

A
B

A
C

B
A

+
=

+
)

(
.

Тут A
, B

, C
 – матриці, α

, β
 – числа.

М
атриці A

 та B
 називаю

ться перест
авними, якщ

о 
A

B
B

A
=

.
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М
етод елементарних перетворень для обернення матриць. Для заданої

матриці A
 n

-го порядку будується прямокутна матриця 
)

|
(

Г
E

A
A
=

 роз-міром
n

n
2

×
, приписуванням до A

 праворуч одиничної матриці. Далі, використовую
чи

елементарні перетворення над рядками, матриця 
A

Г
 зводиться до вигляду 

)
|

(
B

E
,

щ
о завжди можливо, якщ

о A
 невироджена. Тоді 

1−
=

A
B

.
Зауваж

имо, щ
о метод елементарних перетворень для обернення матриць

має також
 назву мет

од Ж
ордана – Гаусса або мет

од повного виклю
чення. В

методі повного виклю
чення процес отримання оберненої матриці формалізова-

но і весь процес представляється у вигляді деякої системи правил. А
лгоритм

методу і приклад розглянуто у §3 цієї глави.
Комплексні матриці. Деякі типи матриць. Н

ехай 
(
)

n
m

kj
c

C
,

=
 – комплексна

матриця. Тоді 
kj

kj
kj

bi
a

c
+

=
 

j
k,

∀
. Тобто 

Bi
A

C
+

=
, де A

 та B
 – дійсні матриці:

(
)

n
m

kj
a

A
,

=
, 

(
)

n
m

kj
b

B
,

=
; A

 – дійсна, B
 – уявна частина матриці C

.

М
атриця  

iB
A

C
−

=
  називається комплексно-спряж

еною
 до матриці C

.

М
атриця  

*
C

C
T
=

  називається спряж
еною

 до матриці C
.

У
 таблиці 3.1 наведено важ

ливі типи квадратних матриць як для випад-
ку, коли матриця A

 – дійсна, так і для випадку, коли матриця A
 – комплексна.

Ц
і типи матриць будуть використані в подальш

ому у гл. 5.

    Таблиця 3.1

Н
омер
типу

М
атриця A

 – дійсна
Н
омер
типу

М
атриця A

 – комплексна

1.
Симетрична матриця:

T
A

A
=

          (
)j

i
a

a
ji

ij
,

∀
=

1.
Ермітова матриця

*
A

A
=

      (
)j

i
a

a
ji

ij
,

∀
=

2.
Кососиметрична матриця:

T
A

A
−

=
       (

)j
i

a
a

ji
ij

,
∀

−
=

2.
Косоермітова матриця

*
A

A
−

=
  (

)j
i

a
a

ji
ij

,
∀

−
=

3.
О
ртогональна матриця:

E
A

A
A

A
T

T
=

=
     (

) 1−
=

A
A

T
3.

У
нітарна матриця

E
A

A
A

A
=

=
*

*
  (

) 1
*

−
=

A
A

Зауваж
имо, щ

о у кососиметричної матриці на головній діагоналі стоять
нулі; у ермітової матриці на головній діагоналі стоять дійсні числа; у косоермі-
тової матриці на головній діагоналі стоять чисто уявні числа.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається матрицею

 розміру 
n

m
×

?

     

     

=

nn
n

n

n n

A
A

A

A
A

A
A

A
A

A
...

...
...

...
...

... ...

det 1

2
1

2
22

12

1
21

11

.

О
бернені матриці маю

ть такі властивості:

.
1 0

 
A

A
=

−
−

1
1)

(
;

.
2 0

 
T

T
A

A
)

(
)

(
1

1
−

−
=

;
.

3 0
 

1
1

1
)

(
−

−
−
=

A
B

B
A

.

Ранг матриці та його знаходж
ення. Рангом матриці називається найви-

щ
ий з порядків її мінорів, відмінних від нуля. П

означення 
A

R
g

.

Відмінний від нуля мінор матриці A
, порядок якого 

A
r

R
g

=
, називається

базисним мінором.

Т
еорем

а про базисний м
інор. Базисні рядки матриці A

 лінійно не-
залеж

ні. Будь-який рядок матриці A
 мож

е бути представлений у вигляді лінійної
комбінації базисних рядків.

З теореми випливає, щ
о максимальна кількість лінійно незалеж

них рядків
матриці дорівню

є її рангу. Система рядків матриці, яка містить у собі базисний
мінор, утворю

є базис у системі рядків цієї матриці. А
налогічні твердження ма-

ю
ть місце для стовпців.

Елемент
арні перет

ворення мат
риць:

1) перестановка рядків (стовпців);
2) множ

ення рядка (стовпця) на число, відмінне від нуля;
3) додавання до елементів рядка (стовпця) відповідних елементів інш

ого
рядка (стовпця), помнож

ених на деяке число.
Т
еорем

а. Елементарні перетворення не зміню
ю
ть рангу матриці.

О
сновними методами обчислення рангу являю

ться метод обвідних мінорів
та метод елементарних перетворень.

М
ет
од обвідних мінорів обчислення рангу. Н

ехай в матриці знайдено мінор
k

-го порядку M
, відмінний від нуля. Розглянемо тільки ті мінори (

)1
+

k
-го

порядку, які містять у собі (обводять) мінор M
. Якщ

о усі вони дорівню
ю
ть

нулю
, то ранг матриці дорівню

є k
. В протилеж

ному випадку серед обвідних
мінорів знайдеться ненульовий мінор (

)1
+

k
-го порядку, і вся процедура повто-

рю
ється.
М
ет
од елемент

арних перет
ворень для знаходж

ення рангу. М
етод базуєть-

ся на теоремі про незмінність рангу при елементарних перетвореннях. З допо-
могою

 елементарних перетворень дану матрицю
 A

 перетворю
ю
ть у матрицю

B
, ранг якої легко знаходиться. Тоді, 

B
A

R
g

R
g

=
.

М
атриці A

 та B
, для яких 

B
A

R
g

R
g

=
 називаю

ть еквівалент
ними: 

B
A

~
.
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26. Чому дорівню
є максимальне число лінійно незалеж

них
рядків (стовпців) матриці?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Задані матриці:

.
4

1
2

1
5

3
,

3
1

8
5

3
2

,
4

0
1

3
2

1
,

4
0

1
3

1
2

   

   

−
−

=
   

   − −
=

  
  −

=
   

   
−

=
D

C
B

A

Чи мож
на додати матрицю

 A
 до матриці B

? М
атрицю

 A
 до

матриці C
?  Знайти  

C
A
+

;   
D

C
A

+
−

3
2

.
 М
атрицю

 A
не можна додати до матриці B

, бо матриця A
 має розміри

2
3×

, матриця B
 − розміри 

3
2×

, а додавати можна матриці однакових розмірів.
М
атриці A

 і C
 маю

ть однакові розміри, отже, їх можна додавати.
Враховую

чи, щ
о при додаванні матриць додаю

ться відповідні елементи,
маємо

.
7

1
7

8
4

0

3
1

8
5

3
2

4
0

1
3

1
2

   

   −
=   

   − −
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−

=
+

C
A

О
скільки множ

ення матриці на число є операція, яка полягає в тому, щ
о

кож
ний елемент матриці помнож

ується на це число, то

   

   

− −
−

−
=   

   − −
−

=
−

   

   
−

=   

   
−

=
9

3
24

15
9

6

3
1

8
5

3
2

)3
(

3
,

8
0

2
6

2
4

4
0

1
3

1
2

2
2

C
A

.

О
тже,

   

   

− −
−

−
=   

   

−
−

+   

   

− −
−

−
+   

   
−

=
+

−
5

4
24

10
2

13

4
1

2
1

5
3

9
3

24
15

9
6

8
0

2
6

2
4

3
2

D
C

A
. 

П
риклад 2. Задані матриці:

   

   
−

−
=

  
  

−
=

15
5

4
3

1
9

7
5

0
2

1
1

,
4

2
0

3
1

1
B

A
.

2. Яка матриця називається квадратною
;  нульовою

; діагональ-
ною

;  одиничною
?

3. Щ
о називається сумою

 двох матриць;  різницею
?

4. Щ
о називається добутком числа α

 на матрицю
 A

?
5. Щ

о називається добутком матриці A
 на матрицю

 B
?

6. Які матриці називаю
ться узгодж

еними для множ
ення?

7. Чи мож
лива рівність 

0
=

B
A

, коли A
 та B

 ненульові?
8. Щ

о називається цілим додатним степенем матриці A
?

9. Щ
о називається многочленом від матриці A

?
10. Яка матриця називається транспонованою

 до даної мат-
риці A

?
11. Н

аведіть властивості операції транспонування.
12. Д

айте означення мінора порядку s матриці 
n

m
A

×
.

13. Д
айте означення додаткового мінора до мінора матриці A

;
алгебраїчного доповнення мінора матриці A

.

14. Дайте означення оберненої матриці до даної матриці A
.

15. Сформулю
йте необхідну та достатню

 умову існування обер-
неної матриці.

16. Доведіть, щ
о для невиродженої матриці існує єдина обернена.

17. Н
аведіть формулу, за якою

 знаходиться обернена матриця.
18. Сформулю

йте властивості обернених матриць.
19. Щ

о називається рангом матриці?

20. Д
оведіть, щ

о 
T

R
g

R
g

A
A
=

.
21. Які перетворення матриць називаю

ться елементарними?
22. У

 чому полягає метод елементарних перетворень знаход-
ж
ення рангу матриці?

23. Щ
о називається базисним мінором матриці?

24. Які рядки та стовпці матриці називаю
ться базисними?

25. Сформулю
йте теорему про базисний мінор.
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П
риклад 5. П

оказати, щ
о матриця 

  
  

−
=

1
3

1
2

A
 є коренем

многочлена  
5

3
)

(
2

+
−

=
x

x
x

f
.

 П
ідставимо в даний многочлен замість x  матрицю

 A , тоді отримаємо
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О
тж
е, матриця A

 є коренем даного многочлена. 

П
риклад 6. З’ясувати, чи існує матриця, обернена матриці A

.
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−
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4
1

1
2

1
1

2
1

1
A

,

і якщ
о існує, знайти її. Виконати перевірку:  

E
A

A
=

−1
.

Чи існує добуток:  AB
;  BA

?
 О
скільки матриця A

 має розміри 
3

2×
, а матриця B

 − розміри 
4

3×
,

то число стовпців матриці A
 дорівню

є числу рядків матриціB
, отже, 

B
A

 існує.
Число стовпців матриці B

 не дорівню
є числу рядків матриці A

, отж
е, BA

 не
існує. П

риклад 3. Задані матриці

.
3 2 1

,
1

3
0

7
6

5
4

2
1

,
5

9
3

2
0

1

   

   
=

   

   

−

−
=

  
  

− −
=

C
B

A

Знайти  AC
;  AB

.
 Використовую

чи означення добутку матриць, знаходимо  
   −

=  
  

⋅
−

+
⋅

+
⋅

⋅
−

+
⋅

+
⋅

=   

   

  
  

− −
=

6 5
3

)5
(

2
9

1
3

3
)2

(
2

0
1

1

3 2 1

5
9

3
2

0
1

C
A

;

=   

   

−

−
⋅  

  
− −

=
1

3
0

7
6

5
4

2
1

5
9

3
2

0
1

AB

=  
  

−
⋅

−
+

⋅
+

⋅
⋅

−
+

⋅
+

⋅
⋅

−
+

⋅
+

−
⋅

−
⋅

−
+

⋅
+

⋅
⋅

−
+

⋅
+

⋅
⋅

−
+

⋅
+

−
⋅

=
)1

(
)5

(
7

9
4

3
3

)5
(

6
9

2
3

0
)5

(
5

9
)1

(
3

)1
(

)2
(

7
0

4
1

3
)2

(
6

0
2

1
0

)2
(

5
0

)1
(

1

.
80

45
42

6
4

1
  

  
−

−
=

 

П
риклад 4. Знайти значення многочлена 

)
(x

f
 при 

A
x
=

,
де  A

 – задана матриця:

5
3

2
)

(
2

−
+

=
x

x
x

f
,   

.
0

2
3

1
0

4
3

2
1

   

   
− −

−
=

A

Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь
§2. М

атриці



97
96

 У
творимо матрицю

 
A
Γ

:

   

   
=

Γ
1

0
0

0
1

0
0

0
1

4
1

2
2

5
4

1
2

3

A
.

П
означивш

и через 
3

2
1

,
,

γ
γ

γ
 рядки матриці 

A
Γ

, виконаємо над ними
такі перетворення:

;
24 1

,
7 2

,
3 1

3
1

1
2

1
1

1
1

γ ′′
−

γ ′′
=

γ
′′′

γ ′
−

γ ′
=

γ ′′
γ

=
γ ′

;
12 1

,
7 3

,
3 4

3
2

2
2

2
1

2
2

γ ′′
−

γ ′′
=

γ
′′′

γ ′
=

γ ′′
γ

−
γ

=
γ ′

.
24 7

,
7 1

,
3 2

3
3

2
3

3
1

3
3

γ ′′
=

γ
′′′

γ ′
+

γ ′
=

γ ′′
γ

−
γ

=
γ ′

Тоді послідовно отримуємо:

→   

   

− −
−

→   

   

1
0

3/
2

0
1

3/
4

0
0

3/
1

3/
10

3/
1

0
3/

2
3/

7
0

3/
1

3/
2

1

1
0

0
0

1
0

0
0

1

4
1

2
2

5
4

1
2

3

   

   

−
−

−
−

−
→   

   

− −
−

→
24

/
7

24
/1

4/
1

12
/1

12
/5

2/
1

24
/1

24
/

7
4/

3

1
0

0
0

1
0

0
0

1

1
7/

1
7/

6
0

7/
3

7/
4

0
7/

2
7/

5

7/
24

0
0

7/
2

1
0

7/
1

0
1

.

О
тже,

   

   −
−

−
−

−
=   

   −
−

−
−

−
=

−

7
1

6
2

10
12

1
7

18

24 1

24
/

7
24

/1
4/

1
12

/1
12

/5
2/

1
24

/1
24

/
7

4/
3

1
A

.

П
еревірка показує, щ

о 
E

AA
=

−1
, тобто матриця 

1−
A

знайдена вірно. 

П
риклад 8. Використовую

чи означення рангу матриці, знай-
ти ранг матриці A

:

   

   
−

=
1

3
0

4
2

1
0

3
1

2
0

1
A

.

 О
скільки 

0
12

=
det

≠
A

, то існує обернена матриця 
1−

A
, щ

о мож
е бути

знайдена за формулою

,
 

det 1

33
23

13

32
22

12

31
21

11
1

    

    
=

−

A
A

A
A

A
A

A
A

A

A
A

де 
ij

A
 − алгебраїчне доповнення елемента 

ij
a

.

О
скільки

6
4

1
2

1
11

=
−

=
A

,
6

4
1

2
1

12
−

=
−

−
=

A
,

0
1

1
1

1
13

=
=

A
,

6
4

1
2

1
21

=
−

−
=

A
,

2
4

1
2

1
22

=
=

A
,

2
1

1
1

1
23

−
=

−
−

=
A

,

0
2

1
2

1
31

=
−

−
=

A
,

4
2

1
2

1
32

=
−

−
=

A
,

2
1

1
1

1
33

=
−

=
A

,

то

   

   

−
−

=
−

2
2

0
4

2
6

0
6

6

12 1
1

A
.

П
еревіримо правильність матриці 

1−
A

:

E
A

A
=   

   
=   

   
=   

   

−
−

   

   
−

−
=

−

1
0

0
0

1
0

0
0

1

12
0

0
0

12
0

0
0

12

12 1

2
2

0
4

2
6

0
6

6

4
1

1
2

1
1

2
1

1

12 1
1

. 

П
риклад 7. М

етодом елементарних перетворень знайти обер-
нену матрицю

 
1−

A
 до матриці A

.

   

   
=

4
1

2
2

5
4

1
2

3
A

.
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→     

     

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−







→


     

     
−

=

⋅
−

+
⋅

−
+

⋅
−

+

34
24

10
11

0
15

11
7

5
0

19
13

3
6

0
4

3
2

1
1

6
6

10
1

10
1

1
1

1
4

1
2

7
1

5
4

3
2

1
1

1
4

1
3

1
2

)
10

(
)4

(
)5

(

S
S

S
S

S
S

A

.

0
0

0
0

0
5

1
27

0
0

4
2

4
1

0
4

3
2

1
1

0
0

0
0

0
15

11
7

5
0

4
2

4
1

0
4

3
2

1
1

2
3

3
2

3
2

4
)5

(
)1

(
)1

(
)1

(

     

     

−
−

−
−

−







→


     

     

−
−

−
−

−
−













→


⋅
−

+
⋅

−
+

⋅
−

+
⋅

−
+

S
S

S
S

S
S

S

О
тримали трапецієвидну м

атрицю
, ранг якої дорівню

є 3. Звідси
3

R
g

=
A

. 

П
риклад 11. З’ясувати, чи є система векторів 

),
1,

3
,2

(
1

−
=

a
),

5,
1

,3
(

2
−

=
a

 
)3

,5
,1

(
3

−
−

=
a

 лінійно залеж
ною

 або лінійно неза-
леж

ною
. Знайти її ранг та будь-який базис.

 Запиш
емо матрицю

 A
, стовпцями якої являю

ться 
,1

a
 

,2
a

 
3 a :

   

   

− −
−

−
=

=
Τ

Τ
Τ

3
5

1
5

1
3

1
3

2
)

,
,

(
3

2
1

a
a

a
A

.

Ранг матриці A
, як видно, дорівню

є 2. О
тж
е, вихідна система векторів

лінійно залеж
на, і її ранг також

 дорівню
є 2 (за теоремою

 про базисний мінор).
М
інор другого порядку

7
1

3
3

2
2

=
−

−
=

M

відмінний від нуля, і тому мож
е бути прийнятий за базисний. Звідси випливає,

щ
о арифметичні вектори 

1 a  та 
2 a  утворю

ю
ть базис вихідної системи. 

IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

3.41. О
бчислити лінійну комбінацію

 матриць A
 та B

:

  
  − −

=
  

  
− −

=
+

2
2

3
0

1
2

,
4

1
0

1
1

2
,

2
3

B
A

B
A

.

 С
еред мінорів перш

ого порядку є відмінний від нуля, бо матриця A
ненульова. Серед мінорів другого порядку є також

 відмінні від нуля, наприклад

0
5

1
3

2
1

≠
−

=
. Всі мінори третього порядку дорівню

ю
ть нулю

 (перевірте).

О
тж
е,  

2
R

g
=

A
. 

П
риклад 9. Використовую

чи метод обвідних мінорів, знай-
ти ранг матриці A

:

     

     

−
−

−
−

− −

=

5
4

4
7

4
1

3
1

1
0

2
4

1
2

1
0

1
3

4
2

A
.

 Ф
іксуємо мінор 2-го порядку, щ

о відмінний від нуля:

0
1

2
3

4
2

≠
− −

=
M

.

М
інор 3-го порядку

1
1

0
1

2
1

3
4

2

3
−

− −
=

M
,

щ
о обводить мінор 

2
M

, також
 відрізняється від нуля. О

днак обидва мінори
4-го порядку, які обводять мінор 

3
M

, дорівню
ю
ть нулю

:

0

4
4

7
4

3
1

1
0

4
1

2
1

1
3

4
2

=

−
−

−
−

− −

, 
0

5
4

7
4

1
1

1
0

2
1

2
1

0
3

4
2

=

−
−

− −

.

Тому ранг A
 дорівню

є  3, а базисним мінором є, наприклад, мінор 
3

M
. 

П
риклад 10. Використовую

чи метод елементарних перетво-
рень, знайти ранг матриці A

:

     

     
−

=

6
6

10
1

10
1

1
1

1
4

1
2

7
1

5
4

3
2

1
1

A
.
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3.52. 
  

  −
=

+
−

=
3

1
2

1
,1

3
)

(
2

A
x

x
x

f
.

У
 задачах 3.53 – 3.54 обчислити 

BA
AB

−
:

3.53. 
1

2
2

3
,

4
1

4
1

A
B

−






=

=






−

−






.

3.54. 
2

3
1

1
2

1
1

1
0

,
0

1
2

1
2

1
3

1
1

A
B













=
−

=












−







.

У
 задачах 3.55 – 3.56 знайти всі матриці, переставні з даною

,
тобто ті, для яких виконується умова: 

BA
AB

=
.

3.55. 
  

  
4

3
2

1
.

3.56. 
  

  
− −

2
5

3
7

.

3.57. Знайти всі матриці другого порядку, квадрати яких

дорівню
ю
ть нульовій матриці 

  
  

=
0

0
0

0
O

.

3.58. Знайти всі матриці другого порядку, квадрати яких дор-

івню
ю
ть одиничній матриці 

  
  

=
1

0
0

1
E

.

У
 задачах 3.59 – 3.63 методом приєднаної матриці знайти

обернені для вказаних матриць:

3.59. 
  

  
7

5
4

3
.

3.60. 
  

  
α

α
α

−
α

cos
sin

sin
cos

.

3.61. 
   

   

−
−

3
2

5
4

3
6

7
5

2
.

3.62. 
   

   

−
− − −

1
5

3
1

3
2

5
4

3
.

3.63. 

     

     

−
−

−
−

1
1

0
0

0
0

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

.

У
 задачах 3.42 – 3.50 обчислити:

3.42. 
3

2
3

4
5

4
2

5
−










−





.
3.43. 

2
3

9
6

4
6

6
4

−
−










−
−





.

3.44. 
5

8
4

3
2

5
6

9
5

4
1

3
4

7
3

9
6

5

−









−

−









−






.

3.45. 

6
5

0
2

3
2

4
1

5
3

7
3

1
1

2
4









−















−













.

3.46. а) 

      

      −
−

2 5 1 1 3

)1
3

2
0

4(
 ;   б) 

31
(4

0
2

3
1)

152













−
−











.

3.47. 

0
0

2
1

1
1

1
2

4
2

2
2

2
3

1
1

1
3

3
4



−

−










































.

3.48. 
3

4
3

2
1

  
  

− −
.

3.49. 
R

∈
  

  
a

a
n,

1
0 1

.

3.50. 
R

∈
  

  
λ

λ
λ

,
0

1
n

.

У
 задачах 3.51 – 3.52 знайти значення многочлена 

)
(A

f
 від

матриці A
:

3.51. 
  

  
=

−
=

3
0

1
2

,4
3

)
(

2
A

x
x

f
.
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У
 задачах 3.75 – 3.82 обчислити ранг матриці:

3.75. 
   

   

− −
−

−

2
8

1
1

2
7

1
5

2
4

4
2

3
1

2
.

3.76. 

     

     

− −
−

−1
9

7
7

7
1

1
5

4
3

1
2

1
5

3
1

.
3.77. 

     

     

12
11

10
9

8
7

6
5

4
3

2
1

.

3.78. 

     

     − −
−

−
−

−

1
0

3
2

0
1

5
3

1
2

7
4

4
3

3
1

.
3.79. 

     

     

− − − −

10
2

4
3

22
7

1
17

10
3

1
7

6
1

3
1

.

3.80. 

     

     

−
−

−7
6

1
8

9
52

4
16

1
4

0
2

3
10

1
0

.
3.81. 

      

      

0
1

1
0

0
0

0
1

0
1

1
1

0
1

0
0

0
0

1
1

0
0

1
1

0

.

3.82. 

     

     

−
−

−
−

1
1

1
1

2
1

1
1

0
0

1
2

1
2

0
3

1
0

1
3

4
0

1
0

.

У
 задачах 3.83 – 3.84 з’ясувати, чи являю

ться наступні сис-
теми векторів лінійно залеж

ними або лінійно незалеж
ними:

3.83. 
,)

1
,1

,1
,1

(
,)

1,
1

,1
,1

(
,)

1,
1,

1,
1(

3
2

1
−

−
=

−
−

=
=

x
x

x
)1

,1
,1

,1
(

4
−

−
=

x
.

3.84. 
,)

9,
3,

3
,6

(
,)

3,
1,

2
,2

(
,)

6,
2,

5
,4

(
3

2
1

−
=

−
=

−
=

x
x

x
)6

,5
,1

,4
(

4
−

=
x

.

У
 задачах 3.64 – 3.67 методом елементарних перетворень знай-

ти обернені для вказаних матриць:

3.64. 
   

   

3
5

1
4

9
3

3
7

2
.

3.65. 
   

   

−
−

1
2

2
2

1
2

2
2

1
.

3.66. 

     

     

−
−

−
−

−
−

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

.
3.67. 

     

     
−

−

2
3

3
2

1
2

4
5

1
1

6
0

3
4

3
3

.

У
 задачах 3.68 – 3.72 розв’язати матричні рівняння:

3.68. 
  

  
=

  
  

9
5

5
3

4
3

2
1

X
.

3.69. 
  

  − −
=  

  
− −

6
5

2
1

4
5

2
3

X
.

3.70. 
  

  
=  

  
  

  
− −

10
9

16
14

8
7

6
5

2
5

1
3

X
.

3.71. 
   

   
−

=
   

   

−
− −

8
7

10
7

2
10

0
3

1

0
1

2
4

2
3

3
2

1
X

.

3.72. 
   

   − − −
=   

   −
−

−
0

15
2

0
9

5
0

3
8

1
2

5
2

3
1

1
3

5
X

.

У
 задачах 3.73 – 3.74 обчислити значення функції 

)
(x

g
 при 

A
x
=

:

3.73. 
  

  
=

−
+

−
=

−
−

1
0

1
1

,
2

3
)

(
2

1
2

A
x

x
x

x
x

g
.

3.74. 
   

   
−

−
=

+
−

=
−

−

2
0

0
1

2
0

0
1

2
,

16
8

)
(

2
1

A
x

x
x

x
g

.
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3.94. Д
овести, щ

о множ
ення матриці A

 зліва на діагональну
матрицю

 
(

)
1

2
diag

,
,...,

n
B
=

λ
λ

λ
 зводиться до множ

ення рядків A
відповідно на 

1
2

,
,...,

n
λ
λ

λ
; множ

ення A
 на B

 справа викликає
аналогічну зміну стовпців.

3.95. Н
ехай A

 та B
 невиродж

ені матриці одного й того ж
порядку. П

оказати, щ
о чотири рівності рівносильні між

 собою
:

BA
AB

=
, 

A
B

AB
1

1
−

−
=

, 
1

1
−

−
=

BA
B

A
, 

1
1

1
1

−
−

−
−

=
A

B
B

A
.

3.96. Довести, щ
о якщ

о A
 та B

 – симетричні квадратні мат-
риці одного порядку, то матриця  

A
BA

BA
BA

C
...

=
  є симетричною

.

3.97. Довести, щ
о для будь-якої матриці B

 матриця 
T

B
B

A
=

 є
симетричною

.
3.98. Н

ехай 
T

A
A
= *

, тобто 
*

A
 – спряж

ена матриця.
Д
овести, щ

о:

а) (
)

*
*

*
B

A
B

A
+

=
+

;
б) (

)
*

*
*

A
B

AB
=

;
в) (

)
*

*
A

c
Ac

=
;

г) (
)

(
)

1
*

*
1

−
−

=
A

A
,

де c – число, A
 та B

 – матриці, над якими може бути виконана
відповідна операція.

3.99. М
атриця A

 називається ермітовою
, якщ

о 
A

A
= *

.
Д
овести,  щ

о  для  будь-якої  матриці  B
,  з  комплексними  або

дійсними елементами, матриця 
*

B
B

A
=

 є ермітовою
.

3.100. П
оказати, щ

о добуток двох симетричних матриць тоді
і тільки тоді буде матрицею

 симетричною
, коли дані матриці пере-

ставні.3.101. П
оказати, щ

о добуток двох кососиметричних матриць
тоді і тільки тоді буде матрицею

 симетричною
, коли дані матриці

переставні.
3.102. Д

овести, щ
о добуток двох кососиметричних матриць

A
 та B

 тоді і тільки тоді буде кососиметричною
 матрицею

, коли
BA

AB
−

=
.

3.85. Знайти 
ранг 

системи 
векторів: 

,)
0,

0,
1

,1
(

1
−

=
a

),
0,

1
,1,

0(
2

−
=

a
 

),
1,

1
,0

,1
(

3
−

=
a

 
),

1,
0,

0,
0(

4
=

a
 

)3
,2

,5
,3

(
5

−
−

=
a

.
У

 задачах 3.86 – 3.87 знайти ранг та який-небудь базис заданої
системи векторів:

3.86. 
,)

1,
3

,2
,5

(
1

−
=

a
 

,)
3,

2
,1

,4
(

2
−

=
a

 
,)

2
,1

,1
,1

(
3

−
−

=
a

)2
,1

,4
,3

(
4

−
=

a
.

3.87. 
,)

5,
3,

1
,2

(
1

−
=

a
 

,)
3,

1,
3

,4
(

2
−

=
a

 
,)

4,
3,

2
,3

(
3

−
=

a
,)

17
,

15
,1

,4
(

4
−

=
a

 
)0

,7
,6

,7
(

5
−

−
=

a
.

У
 задачах 3.88 –3.108 виконати вказані доведення.

3.88. Довести, щ
о матриці A

 і B
 квадратні та одного порядку,

якщ
о їх добутки AB

 і BA
 визначені, причому 

BA
AB

=
.

3.89. Слідом квадратної мартиці називається сума елементів,
розташ

ованих на головній діагоналі (слід – trace (англ.)). Д
овести,

щ
о слід AB

 дорівню
є сліду BA

: 
BA

AB
tr

tr
=

;  A
 та B

 квадратні
матриці одного порядку.

3.90. Довести, щ
о рівність 

E
BA

AB
=

−
 не виконується ні для

яких матриць A
 та B

.

3.91. П
оказати, щ

о якщ
о C

 – невиродж
ена матриця n

-го
порядку, то для будь-якої матриці A

 n
-го порядку маємо:

A
CA

C
tr

)
(

tr
1

=
−

.

3.92. Д
овести, щ

о якщ
о A

 та B
 – квадратні матриці одного

порядку такі, щ
о 

BA
AB

≠
, то

а) (
)

2
2

2
2

B
AB

A
B

A
+

+
≠

+
,

б) (
)(

)
2

2
B

A
B

A
B

A
−

≠
−

+
.

3.93. Довести, щ
о будь-яку квадратну матрицю

 A
 мож

на пред-
ставити єдиним чином у вигляді 

C
B

A
+

=
, де B

 – симетрична, а
C

 – кососиметрична матриці.

Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь
§2. М

атриці



107
106

Розш
ирена матриця системи має вигляд

     

     

=
=

m
m

n
m

m

n n

b
a

...
a

a
...

...
...

...
...

b
a

...
a

a
b

a
...

a
a

2
1

2
2

22
21

1
1

12
11

)
(

B
A

A
.

Розв’язком системи називається матриця-стовпець X
, яка обертає мат-

ричне рівняння 
B

X
A

=
 у тотож

ність.
Система називається сумісною

, якщ
о має, хоча б один розв’язок, у проти-

леж
ному випадку, вона називається несумісною

.
Д
ві системи називаю

ться еквівалент
ними, якщ

о множ
ини їх розв’язків

співпадаю
ть.

Т
еорем

а К
ронекера – К

апеллі. Д
ля того, щ

об система 
B

X
A

=
 була

сумісною
, необхідно та достатньо, щ

об

A
A

R
g

R
g

=
,

де 
)

|
(

B
A

A
=

 – розш
ирена матриця системи.

Н
ехай 

r
A

A
=

=
R

g
R

g
, тобто система сумісна. Н

е обмеж
ую

чи загаль-
ності, будем

о вваж
ати, щ

о базисний м
інор розташ

овується у перш
их

))
,

(
m

in
1(

n
m

r
r

≤
≤

 рядках і стовпцях матриці A
. Відкинувш

и останні 
r

m
−

рівнянь системи, запиш
емо скорочену систему:

  

=
+

+
+

+
+

=
+

+
+

+
+

+
+

+
+

,
...

...
..

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........

;
...

...

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
11

r
n

rn
r

rr
r

rr
r

n
n

r
r

r
r

b
x

a
x

a
x

a
x

a

b
x

a
x

a
x

a
x

a

яка еквівалентна вихідній. Н
азвемо невідомі 

r x
x

,
...

,1
 базисними, а 

n
r

x
x

,
...

,1
+

вільними та перенесемо доданки, щ
о містять вільні невідомі, у праву частину

кож
ного з рівнянь. О

тримаємо систему відносно базисних невідомих:

  

−
−

−
=

+
+

−
−

−
=

+
+

+
+

+
+

,
...

...
...

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........

;
...

...

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
11

n
rn

r
rr

r
r

rr
r

n
n

r
r

r
r

x
a

x
a

b
x

a
x

a

x
a

x
a

b
x

a
x

a

яка для кож
ного набору значень вільних невідомих 

r
n

n
r

c
x

c
x

−
+

=
=

,
...

,1
1

 має
єдиний розв’язок  

)
,

...
,

(
,

...
),

,
...

,
(

1
1

1
r

n
r

r
n

c
c

x
c

c
x

−
−

,  щ
о знаходиться опи-

саними нижче методами. Відповідний розв’язок скороченої, а отж
е і вихідної

системи має вигляд:

3.103. Д
овести, щ

о визначник ортогональної матриці A
1

det
±

=
A

.
3.104. Д

овести, щ
о визначник унітарної матриці U

 задо-
вольняє умову:  

1
det

=
U

.

3.105. За яких умов діагональна матриця є ортогональною
?

3.106. За яких умов діагональна матриця є унітарною
?

3.107. Д
овести, щ

о
а) добуток двох ортогональних матриць є ортогональною

 мат-
рицею

;б) матриця, обернена до ортогональної матриці, ортогональна.
3.108. Д

овести, щ
о

а) добуток двох унітарних матриць є унітарною
 матрицею

;
б) матриця, обернена до унітарної матриці, унітарна.

§3. С
ист

ем
и лінійних алгебраїчних рівнянь

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні означення. Умова сум

існості. Система лінійних алгебраїчних
рівнянь має вигляд

    

=
+

+
+

=
+

+
+

=
+

+
+

,
.....

..........
..........

..........
..........

..........
; ;

2
2

1
1

2
2

2
22

1
21

1
1

2
12

1
11

m
n

m
n

m
m

n
n

n
n

b
x

a
...

x
a

x
a

b
x

a
...

x
a

x
a

b
x

a
...

x
a

x
a

або в матричній формі:
B

X
A

=
,

де

     

     

=

     

     

=

     

     

=

m
n

m
n

m
m

n n

b b b

B

x x x

X

a
...

a
a

...
...

...
...

a
...

a
a

a
...

a
a

A
...

;
...

;
2 1

2 1

2
1

2
22

21

1
12

11

.
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∑ −=
=

r
ni

i
i E

c
X

1
,

де 
i c – довільні сталі, 

i
E

, 
r

n
i

−
=

,1
 – фундаментальна система розв’язків.

Т
еорем

а 2. Загальний розв’язок неоднорідної системи  лінійних рівнянь
B

AX
=

 представляється у вигляді:
X

Y
Y

+
=

0
,

де 
0 Y  – деякий частинний розв’язок неоднорідної системи,  X

 – загальний
розв’язок відповідної однорідної системи.

М
етоди розв’язування систем

 рівнянь. Розглядаємо систему рівнянь
B

X
A

=
.

М
ат
ричний мет

од:  
B

A
X

1−
=

.
Реалізація методу полягає в знаходженні оберненої матриці і множ

енні її
на стовпець вільних членів. Використовується для невиродж

ених (
0

det 
≠

A
)

квадратних систем.

Ф
ормули Крамера: 

n
i

x
i

i
,1

,
=

∆ ∆
=

,  де 
0

det
≠

=
∆

A
 - визначник сис-

теми;  
i

∆
  одерж

ується з  ∆
  ш

ляхом заміни  i -го  стовпця стовпцем вільних
членів. Також

 використовується для невироджених квадратних систем.
М
ет
од Гаусса грунтується на наступній теоремі:  елементарним перетво-

ренням рядків розш
иреної матриці системи відповідає перетворення цієї систе-

ми в еквівалентну.
За допомогою

 елементарних перетворень рядків розш
иреної матриці, а

також
 переміни місцями стовпців, щ

о відповідає перепозначенню
 змінних, мат-

риця A
 зводиться до східчастої (або трапецієвидної) форми. Ц

ій матриці ста-
виться у відповідність система, еквівалентна вихідній. Ц

е прямий хід методу
Гаусса. Розв’язання отриманої системи здійсню

ється знизу уверх (зворотний
хід методу Гаусcа).

Більш
 детально цей процес виглядає так: матриця A

 в результаті елемен-
т
арних перет

ворень приймає такий вигляд:

          

          

′ ′ ′
′

′
′

′
′

′
′

′
′

′
′

′
′

′

+

+ + +

m r r
rn

rr
rr

n
r

r

n
r

r

b b b
a

a
a

b
a

a
a

a
b

a
a

a
a

a

A

0
...

0
0

...
0

0
..

..........
..........

..........
..........

..........
0

...
0

0
...

0
0

...
...

0
0

.
..........
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..........
..........

...
...

0
...

...

~

1

1

2
2

1
2

2
22

1
1

1
1

1
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.

        

        

=

−

− −

−

r
n

r
n

r

r
n

r
n

c c
c

c
x

c
c

x

c
c

X
1

1 1
1

1
)

,
...

,
(

)
,

...
,

(

)
,

...
,

(
,

(3.1)

де 
R

∈
−r

n c
c

c
,

...
,

,
2

1
.

О
тримана формула, щ

о вираж
ає довільний розв’язок системи у вигляді

вектор-функції від 
r

n
−

 вільних невідомих, називається загальним розв’яз-
ком системи.

З теореми випливає: якщ
о 

n
A

A
=

=
 

R
g

 
R

g
, n

 – число невідомих, то
система має єдиний розв’язок;  якщ

о 
n

r
A

A
<

=
=

 
R

g
 

R
g

, то система має безліч
розв’язків;  якщ

о 
A

A
 

R
g

 
R

g
≠

, то система несумісна.
О
днорідні системи рівнянь. Система рівнянь називається однорідною

,
якщ

о 
0

=
B

, тобто система має вигляд 
0

=
X

A
.

О
днорідна система завж

ди сумісна, тобто має розв’язок 
0

=
X

.
О
днорідна система має нетривіальні розв’язки, якщ

о 
n

r
A

<
=

R
g

,
де n

 − число невідомих (для квадратної однорідної системи ця умова означає,
щ
о 

0
det

=
A

). У
 цьому випадку система має безліч розв’язків, які записую

ться
у вигляді загального розв’язку вигляду (3.1).

Теорем
а. Д

ля заданої однорідної системи рівнянь 
0

=
X

A
, для якої

n
r

RgA
<

=
, де n

 – число невідомих, існує 
r

n
−

 лінійно незалеж
них роз-

в’язків 
r

n
E

E
E

−
...,

,
,

2
1

 і будь-який розв’язок системи представляється у
вигляді лінійної комбінації цих 

r
n
−

 розв’язків.
М
аксимальне число лінійно незалеж

них розв’язків однорідної системи
0

=
X

A
  називається фундамент

альною
 сист

емою
 розв’язків цієї системи

рівнянь.

r
n

E
E

E
−

...,
,

,
2

1
 – фундаментальна система розв’язків однорідної сис-

теми рівнянь (Ф
.С.Р.). Вона містить 

)
(

r
n
−

 розв’язків і одерж
ується з загаль-

ного розв’язку (3.3), якщ
о вільним змінним надавати, наприклад, послідовно

значення: 
;

0,
...

,0
,0

,1
 

;
0,

...
,0

,1
,0

 
;

...
 

1,
...

,0
,0

,0
. О
тримана таким

чином фундаментальна система називається нормованою
.

Зауваж
имо, щ

о розв’язання однорідних систем здійсню
ється тими ж

 ме-
тодами, щ

о й неоднорідних.
С
труктура загальних розв’язків однорідної та неоднорідної системи

рівнянь.
Т
еорем

а 1. Загальний розв’язок однорідної системи лінійних рівнянь
0

=
X

A
,  де  

n
r

A
<

=
R

g
,  n

 – число невідомих, представляється у вигляді:
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ij

a

ks
a

kj
a

is
a

Рис. 3.1

Тут 
ks

a
 – розв’язувальний елемент, 

ij
a

 – перетворю
ваний елемент. П

о-
значимо 

ij
a ′

 – елемент, щ
о отриманий обчисленням за правилом прямокутника.

Тоді

is
kj

ij
ks

ij
a

a
a

a
a

−
=

′
.

(3.2)
М
одифікацією

 методу Гаусса є метод повного виклю
чення або метод

Ж
ордана – Гаусса.

М
ет
од повного виклю

чення (мет
од Ж

ордана - Гаусса) полягає в тому,
щ
о в результаті перетворень розш

иреної матриці в ній виділяється діагональна
підматриця і тоді розв’язок вихідної системи виписується просто.

М
ет
од повного виклю

чення працю
є за такими правилами:

1) призначається розв’язувальний елемент 
ks

a
; ним буде коефіцієнт при

невідомій, щ
о виклю

чається;
2) елементи розв’язувального рядка залиш

аю
ться незмінними;

3) усі елементи розв’язувального стовпця (окрім розв’язувального еле-
мента) заміню

ю
ться нулями і залиш

аю
ться такими до кінця перетворень;

4) усі інш
і елементи матриці перераховую

ться за правилом прямокутни-
ка (3.2).М

етод повного виклю
чення мож

е бути використаний для обернення мат-
риць (відомий також

 під назвою
 мет

од елемент
арних перет

ворень). Д
ля даної

матриці A
 n

-го порядку будується прямокутна матриця (
)E

A
 розміру 

n
n

2
×

,
до якої застосовую

ться перетворення за алгоритмом повного виклю
чення , в

результаті чого матриця зводиться до вигляду (
)B

E
,  де 

1−
=

A
B

. Ц
е завж

ди
мож

ливо, якщ
о матриця A

 невиродж
ена.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Яка система рівнянь називається лінійною
?

2. Щ
о називається основною

 матрицею
 системи та розш

ире-
ною

 матрицею
?

Тоді маємо такі мож
ливості:

1. Х
оча б одне з чисел 
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≠
 і система несумісна.
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, система сумісна, має єдиний розв’язок;

б) 
n

r
A

A
<

=
=

R
g

R
g

, система сумісна, має безліч розв’язків.
У

 випадку сумісності системи, ставимо останній матриці у відповідність
систему рівнянь вигляду
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′
−

−
′

− ′
=

′

′
−

−
′

−
′

=
′

+
+

′
′

−
−

′
− ′

=
′

+
+

′
+

′

+
+

+
+

+
+

.
...

....
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
;

...
...

;
...

...

1
1

2
1

1
2

2
2

2
22

1
1

1
1

1
1

2
12

1
11

n
rn

r
rr

r
r

rr

n
n

r
r

r
r

n
n

r
r

r
r

x
a

x
a

b
x

a

x
a

x
a

b
x

a
x

a
x

a
x

a
b

x
a

x
a

x
a

Саме цю
 систему розв’язуємо, починаю

чи знизу уверх.
В результаті отримуємо або єдиний розв’язок, або безліч розв’язків, які

записую
ться у вигляді загального розв’язку (3.1).

М
етод Гаусса представляє собою

 метод послідовного виклю
чення

змінних. О
бчислю

вальна процедура гауссових виклю
чень мож

е бути формалі-
зована за допомогою

 простих правил.
Н
азвемо змінну, щ

о виклю
чалася, розв’язувальною

, коефіцієнт при ній – роз-
в’язувальним елементом, рядок і стовпець матриці, в яких розміщ

ений розв’язу-
вальний елемент – розв’язувальними.

П
ерерахування елементів розш

иреної матриці при виконанні елементар-
них перетворень виконується за такими правилами:

1) елементи розв’язувального рядка і всіх вищ
ерозташ

ованих рядків за-
лиш

аю
ться незмінними;

2) елементи розв’язувального стовпця, щ
о розташ

овані нижче розв’язу-
вального елемента, обертаю

ться в нулі;
3) усі інш

і елементи матриці обчислю
ю
ться за правилом прямокут

ника:
перетворю

ваний елемент дорівню
є різниці добутків елементів головної і по-

бічної діагоналей (рис. 3.1).
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§3. С

истеми лінійних алгебраїчних рівнянь



113
112

О
тж
е, в матричному вигляді система запиш

еться так:
B

X
A

=

або

   

   
=     

     

   

   

− −
−

5 2 1

1
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2
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1
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0
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0
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2
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4 3 2 1x x x x

. 

П
риклад 2. Розв’язати задану систему трьома методами:

1) матричним методом;  2) за формулами К
рамера;  3) методом

Гаусса:

  

=
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 1. Розв’язання системи матричним методом
Запиш

емо систему рівнянь у вигляді матричного рівняння 
B

X
A

=
, де

.
0 11 3

,
,

1
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1
2

1
2

1
2
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3 2 1

   

    −
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−
=

B
x x x

X
A

Із  матричного рівняння 
B

A
X

B
X

A
1−

=
⇒

=
.

Розв’язок матричним методом мож
ливий, якщ

о det
0

≠
∆

=
A

, тобто якщ
о

матриця A
 невироджена:

0
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,

тобто існує єдина обернена матриця, отж
е, і єдиний розв’язок системи.

Знайдемо обернену матрицю
 

1−
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,
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j
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M
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ij
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i
ij

3. Сформулю
йте теорему Кронекера-Капеллі – критерій су-

місності системи.
4. В якому випадку система лінійних рівнянь має єдиний роз-

в’язок;  безліч розв’язків;  не має розв’язків?
5. Які невідомі сумісної системи лінійних рівнянь називаю

ться
базисними, які – вільними?

6. Скільки  базисних  невідомих має система; скільки вільних
невідомих має система?

7. Яка система лінійних рівнянь називається однорідною
?

8. Сформулю
йте критерій нетривіальної розв’язності одно-

рідної системи лінійних рівнянь.
9. Щ

о називається фундаментальною
 системою

 розв’язків
лінійної системи однорідних рівнянь?

10. Запиш
іть структуру загального розв’язку однорідної сис-

теми лінійних рівнянь;  неоднорідної.
11. Викладіть матричний метод розв’язання невиродж

ених си-
стем лінійних рівнянь.

12. В
икладіть правило К

рамера розв’язання невиродж
ених

систем лінійних рівнянь.
13. Викладіть метод Гаусса розв’язання систем лінійних рівнянь.
14. Викладіть метод Ж

ордана – Гаусса (метод повного виклю
-

чення) розв’язання систем лінійних рівнянь.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Записати в матричному вигляді систему рівнянь:
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ля даної системи

.
5 2 1

,
,

1
3

2
2

1
1

0
1

0
1

2
3

4 3 2 1

   

   
=

     

     

=
   

   

− −
−

=
B

x x x x

X
A Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь

§3. С
истеми лінійних алгебраїчних рівнянь



115
114

2. Розв’язання системи за ф
ормулами К

рамера
Ф
ормули Крамера маю

ть вигляд:

∆ ∆
=

1
1 x
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∆ ∆

=
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2 x
,      

∆ ∆
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3
3 x

,

де ∆
 – визначник системи, 

0
≠

∆
; 

3,
1

,
=

∆
i

i
, одерж

ується із визначника ∆
системи ш

ляхом заміни i −го стовпця стовпцем вільних членів.
Визначник системи ∆

 знайдено у попередньому пункті.
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3. Розв’язання системи методом
 Гаусса

Запиш
емо розш

ирену матрицю
 системи і приведемо її до трикутного виг-

ляду за допомогою
 елементарних перетворень матриці,  які виконую

ться над
рядками:
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еревіримо правильність знаходження оберненої матриці ш

ляхом пере-
вірки виконання рівності 
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П
еревірка показує, щ

о обернена матриця знайдена вірно.
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П
еревірка. П

ідставимо отриманий розв’язок у систему:
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Система розв’язана вірно.
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Ставимо у відповідність перетвореній розш
иреній матриці системи ско-

рочену систему, яку розв’язуємо знизу уверх:
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П
еревірка. П

ідставимо отриманий частинний розв’язок у систему:
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Система розв’язана вірно. 

.
4

1
0

0
25

6
1

0
0

1
3

1
~

   

   
−

−
−

n
A

A
=

=
=

3
R

g
R

g
,   де  n

 − число невідомих.
Система сумісна, має єдиний розв’язок.
Ставимо у відповідність розш

иреній матриці систему, еквівалентну
вихідній, розв’язання якої здійсню

ємо знизу уверх:
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3.131. За якого значення параметра λ
 система
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У
 задачах 3.134 – 3.139 знайти фундаментальну систему роз-

в’язків та загальний розв’язок таких систем:
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3.129. П
ідібрати параметр λ

, такий, щ
об система
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§4. Ком
плексні числа

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття. Комплексним числом називається вираз вигляду
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(3.3)
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У
 задачах 3.140 – 3.141 визначити значення параметра a, при

якому система має нетривіальні розв’язки, та знайти ці розв’язки.
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У
 задачах 3.142 – 3.145 знайти загальний розв’язок неоднорід-

них систем, використовуючи фундаментальну систему розв’язків відпо-
відних однорідних систем.
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У
 задачах 3.146 – 3.150 методом Ж

ордана – Гаусса (повного
виклю

чення) дослідити сумісність та знайти загальний розв’язок
таких систем:
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де x
 та y

 – дійсні числа, а символ i  – уявна одиниця, яка визначається
умовою

 
1

2
−

=
i

.
П
ри цьому число x

 називається дійсною
 част

иною
 комплексного чис-

ла z
 і позначається 

z
x

R
e

=
, а число y

 називається уявною
 част

иною
 z

і позначається 
z

y
Im

=
 (від ф

ранцузьких слів: reel – дійсний, im
aginaire –

уявний).

М
нож

ина комплексних чисел позначається буквою
 C

.
В
ираз, щ

о стоїть справа у формулі (3.3), називається алгебраїчною
ф
ормою

 запису комплексного числа.
Д
ва комплексні числа 
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x

z
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=
 та 
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−

=
, які відрізняю

ться лиш
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знаком уявної частини, називаю
ться спряж

еними.
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Комплексне число 
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=
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x
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Геомет
рично кож

не комплексне число 
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x
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 зображ
ується точкою

)
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(
y

x
M

 на координатній площ
ині xO

y
 або вектором O

M
 (рис.3.2). П

ло-
щ
ина xO

y
 умовно називається комплексною

 площ
иною

 змінної z
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z
x

=
. Тому дійсні числа є окремим випадком комплексних, вони зображ
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.
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и-
ні називаю

ться модулем і аргумент
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Зауваж
имо, щ
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Д
ії над комплексними числами, заданими в т

ригономет
ричній ф
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Ц
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Д
ії над комплексними числами, заданими в показниковій ф

ормі вико-
ную

ться так:
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=
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=
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Ц
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ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення комплексного числа; щ

о таке дійсна та
уявна частина комплексного числа?
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2. Я
к визначається уявна одиниця?

3. Які комплексні числа називаю
ться рівними; спряженими?

4. Я
к зображ

ується комплексне число на площ
ині?

5. Яка форма запису комплексного числа називається алгеб-
раїчною

; тригонометричною
?

6. Д
айте означення модуля та аргументу комплексного числа.

7. Щ
о називаю

ть головним значенням аргументу?
8. За якою

 формулою
 визначається модуль комплексного

числа, аргумент комплексного числа?
9. Я

к виконую
ться дії над комплексними числами, задани-

ми в алгебраїчній формі?
10. Я

к виконую
ться дії над комплексними числами, задани-

ми в тригонометричній формі?
11. Н

аведіть показникову форму комплексного числа.
12. Я

к виконую
ться дії над комплексними числами, задани-

ми в показниковій формі?
13. Я

кий геометричний зміст суми та різниці комплексних
чисел?

14. Який геометричний зміст операції множ
ення двох комп-

лексних чисел?
15. Який геометричний зміст операції ділення двох комплекс-

них чисел?
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П
риклад 3. Знайти дійсні розв’язки рівняння
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Звідси згідно з означенням рівності двох комплексних чисел, отрима-

ємо систему рівнянь
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z
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R
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,
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ловне значення аргументу; записати ці числа в тригонометрич-
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плексній площ
ині цьом

у числу відповідає точка 
)1

,1
(

M
(рис.3.4а).

2
1

1
2

2
=

+
=

+
=

=
y

x
r

z
.

1
=

=
ϕ

x y
tg

, точка 
I

∈)
1,

1(
M

 чверті, тоді згідно з формулою
 (3.8)

маємо: 
4

1
π

=
=

=
ϕ

arctg
arg

z
.

Тригонометрична форма: 
 

 
π

+
π

=
4

sin
4

cos
2

i
z

.

П
оказникова форма: 

i
e

z
4

2
π

=
.

б) 
i

z
3

2
2
+

−
=

.

М
аємо: 

3
2

,
2

=
=

−
=

=
y

z
x

z
Im

R
e

.

Н
а комплексній площ

ині цьому числу відповідає точка 
)3

2,
2

(−
M

(рис.3.4б).

4
16

)3
2(

)2
(

2
2

2
2

=
=

+
−

=
+

=
=

y
x

r
z

.

3
2 3

2
−

=
−

=
=

ϕ
x y

tg
, точка 

II
∈

−
)3

2,
2

(
M

 чверті, тоді згідно з

формулою
 (3.8) маємо: 

3 2
3

)3
(

π
=

π
−

π
=

−
+

π
=

=
ϕ

arctg
arg

z
.

Тригонометрична форма: 
 

 
π

+
π

=
3 2

sin
3 2

cos
4

i
z

.

П
оказникова форма: 

i
e

z
3 2

4
π

=
.

 x
О  y

 M

 r φ

 1

 1
        

 x
О  y

 M

 r
 φ

–2

 
3

2

                     а)                                                б)
Рис.3.4

в) 
3

1
i

z
−

−
=

.

М
аємо: 

3
,

1
−

=
=

−
=

=
y

z
x

z
Im

R
e

.

Н
а комплексній площ

ині цьому числу відповідає точка 
)3

,1
(

−
−

M
(рис.3.5а).

2
4

)3
(

)1
(

2
2

2
2

=
=

−
+

−
=

+
=

=
y

x
r

z
.

3
1 3
=

− −
=

=
ϕ

x y
tg

, точка 
III

∈
−

−
)3

,1
(

M
 чверті, тоді згідно з

формулою
 (3.8) маємо: 

3 2
3

3
π

−
=

π
+

π−
=

+
π−

=
=

ϕ
arctg

arg
z

.

Тригонометрична форма: 
 

 
 

 
π

−
+ 

 
π

−
=

3 2
sin

3 2
cos

2
i

z
.

П
оказникова форма: 

i
e

z
3 2

2
π

−
=

.

г) 
i

z
2

3
2

−
=

.

М
аємо: 

2
,

3
2

−
=

=
=

=
y

z
x

z
Im

R
e

.

Н
а комплексній площ

ині цьому числу відповідає точка 
)2

,3
2(

−
M

(рис.3.5б).

4
16

)2
(

)3
2(

2
2

2
2

=
=

−
+

=
+

=
=

y
x

r
z

.

3 1
3

2
2

−
=

−
=

=
ϕ

x y
tg

, точка 
IV

∈
−

)2
,3

2(
M

 чверті, тоді згідно

з формулою
 (3.8) маємо: 

6
3 1

π
−

=
 

 −
=

=
ϕ

arctg
arg

z
.

Тригонометрична форма: 
 

 
 

 
π

−
+ 

 
π

−
=

6
sin

6
cos

4
i

z
.

П
оказникова форма: 

i
e

z
6

4
π

−
=

.

 x
О  y

 M

 r
 φ

– 1

3
−

      
 x

О  y

 M
 r

 φ

– 2

 
3

2

                 а)                                                       б)
Рис.3.5

Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь
§4. Комплексні числа



137
136

Зауваж
имо, щ

о перехід до тригонометричної форми мож
на проводи-

ти, виконавш
и деякі перетворення заданого числа 
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и його
до такого вигляду, щ
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 відповідно. Д

ля цього знаходимо 
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задане число.
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=
 

 
+

−
=

 
 

+
+

+
=

 
 
− +

=
  

  
+ +

=
2

2
2

2

19 5

2
3

)1
2(

1
1

)
1(

)
2(

1 2
1 2

i
i

i
i i

i i
z

i
i

i
2 3

2
)9

6
1(

4 1
2 3

1
2

+
−

=
−

+
=

 
 
+

=
.

О
тж

е, 
2 3

,
2

=
−

=
z

z
Im

R
e

. 

П
риклад 6. Знайти модулі, головні значення аргументів та

аргументи заданих комплексних чисел.

а) 
123

1
i

z
+

=
;

б) 
7

sin
7

cos
π

+
π

−
=

i
z

.

 Запиш
емо задані числа у тригонометричній формі, звідки знайдемо

модулі та аргументи цих комплексних чисел.

а) 
123

1
i

z
+

=
.

 
 

 
 
π

−
+ 

 
π

−
=  

  
−

=
−

=
+

=
+

=
4

sin
4

cos
2

2 2
2 2

2
1

1
1

3
123

i
i

i
i

i
z

.

О
тж

е, 
π

+
π

−
=

π
−

=
=

k
z

z
z

2
4

,
4

,2
A

rg
arg

, 
Z

∈k
.

б) 
7

sin
7

cos
π

+
π

−
=

i
z

.

7 6
sin

7 6
cos

7
sin

7
cos

7
sin

7
cos

π
+

π
= 

 
π

−
π

+ 
 

π
−
π

=
π

+
π

−
=

i
i

i
z

.

О
тж

е, 
π

+
π

=
π

=
=

k
z

z
z

2
7 6

,
7 6

,1
A

rg
arg

, 
Z

∈k
. 

П
риклад 7. О

бчислити задані вирази, використовую
чи

формулу М
уавра.

а) 
40

1
3

1
  

  
− +

i i
;

б) 
7)

2
2(

i
−

;
в) 

6)
3

3
(

i
−

;

г) 
8

1 1
 

 
+ −

i i
;
д) 

(
)

6
8

3
1

)
1(

−
−

+
=

i
i

z
.

 П
редставимо комплексні числа в тригонометричній формі та засто-

суємо формулу М
уавра для піднесення до відповідних степенів.

а) 
=

 
 

π
−

π

 
 

π
+

π

=

 
 

−

  
  
+

=
  

  
−
+

40 40
20

40
40

40
40

40

4
sin

4
cos

3
sin

3
cos

2

2 1
2 1

)2
(

2 3
2 1

2

1
3

1

i

i

i

i

i i

(
)
=

π
−

−
π

−

 
 

π
+

π

=
 

 
 

 
π

−
− 

 
π

−

 
 

π
+

π

=
)

10
sin(

)
10

(
cos

3 4
sin

3 4
cos

2

4 40
sin

4 40
cos

3 40
sin

3 40
cos

2
20

20

i i

i i

)
3

1(
2

1
2 3

2 1
2

19

20

i

i

+
−

=
  

  
−

−
=

;

б) 
=

 
 

−
=

−
=

−
7

7
7

7
7

7

2 1
2 1

)2
(

2
)

1(
2

)
2

2(
i

i
i

= 
 

 
 

π
−

+ 
 

π
−

=
 

 
 

 
π

−
+ 

 
π

−
=

4 7
sin

4 7
cos

2
2

4
sin

4
cos

2
2

10
7

10
i

i

= 
 

π
+

π
= 

 
 

 
π

−
π

+ 
 

π
−

π
=

4
sin

4
cos

2
2

2
4

sin
2

4
cos

2
2

10
10

i
i

)
1(

2
)

1(
2 2

2
2

2 2
2 2

2
2

10
10

10
i

i
i

+
=

+
=  

  
+

=
;

в) 
=

  
  

−
⋅

=
−

6
6

6
6

2 3
2 1

2
)3

(
)

3
3

(
i

i

1728
2

3
))

2
sin(

)
2

(cos(
2

3
3

sin
3

6
cos

2
3

6
3

6
3

6
3

=
=

π
−

+
π

−
= 

 
 

 
π

−
+ 

 
π

−
=

i
i

;

г) 
=

 
 

π
+

π

 
 

 
 
π

−
+ 

 
π

−
=

 
 

−
=

 
 
+ −

8

8

8
8

4
sin

4
cos

4
sin

4
cos

2
2 1

1 1

i i
i

i i

1
2

sin
2

cos
)

2
sin(

)
2

cos(
=

π
+

π
π

−
+

π
−

=
i i

;
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д) 
(

)
=

 
 

  
  
−

 
 

 
 

+
=

− +
=

−
+

=
−

6

8

6

8
6

8

2 3
2 1

2

2 1
2 1

2

)3
1(

)
1(

3
1

)
1(

i

i

i i
i

i
z

4 1
)

2
sin(

)
2

cos(
2

sin
2

cos
4 1

3
sin

3
cos

4
sin

4
cos

2 2
6

8

6 4
=

π
−

+
π

−
π

+
π

=

 
 

 
 
π

−
+ 

 
π

−

 
 

π
+

π

=
i i

i i
. 

П
риклад 8. Знайти всі значення кореня заданого степеня з

комплексного числа z:

а) 4
1−

;     б) 
i

+
−1

;     в) 5
6

sin
6

cos
2

 
 

π
+

π
i

.

 Зводимо комплексне число z
 до тригонометричної форми

)
sin

(cos
ϕ

+
ϕ

=
i

r
z

і застосовуємо формулу для визначення значень кореня:

1
,0

,
2

sin
2

cos
−

=
 

 
π

+
ϕ

+
π

+
ϕ

=
n

k
n

k
i

n
k

r
z

n
n

.

а) 4
1
−

.
Тут 

1−
=

z
. Тригоном

етрична ф
орма: 

π
+

π
=

−
=

sin
cos

1
i

z
, бо

π
=

−
=

=
−

=
)1

(
,1

1
arg

arg
z

z
.

О
тж

е, маємо:  
4

4
sin

cos
1

π
+

π
=

−
i

.
Значення 

k z заданого кореня отримуємо так:

4 2
sin

4 2
cos

π
+

π
+

π
+

π
=

k
i

k
zk

, де 
3,

2,
1,

0
=

k
.

)
1(

2 2
4

sin
4

cos
:

0
0

i
i

z
k

+
=

π
+

π
=

=
,

)
1

(
2 2

4 3
sin

4 3
cos

:
1

1
i

i
z

k
+

−
=

π
+

π
=

=
,)

1
(

2 2
4 5

sin
4 5

cos
:

2
2

i
i

z
k

−
−

=
π

+
π

=
=

,

)
1(

2 2
4 7

sin
4 7

cos
:

3
3

i
i

z
k

−
=

π
+

π
=

=
.

В
сі корені знаходяться на колі з центром у точці 

0
=z

 і радіус якого
дорівню

є одиниці, і на однаковій відстані один від одного (рис.3.6а).

 x
О  y

0 z3 z

1 z2 z

 1
    

 x
О  y

0 z

1 z

42

                      а)                                                   б)
Рис.3.6

б) 
i

+
−

1
.

Тут 
i

z
+

−
=

1
.

Тригонометрична форма числа: 
 

 
π

+
π

=
+

−
=

4 3
sin

4 3
cos

2
1

i
i

z
, бо

4 3
)

1
(

,
2

1
π

=
+

−
=

=
+

−
=

i
z

i
z

arg
arg

.

О
тж

е, маємо:
4 3

sin
4 3

cos
2

1
4

π
+

π
=

+
−

i
i

.

Значення 
k z  заданого кореня отримуємо так:

    

    
π

+
π

+
π

+
π

=
2 2

4 3

sin
2 2

4 3

cos
2

4
k

i
k

zk
, де 

1,
0

=
k

.

 
 

π
+

π
=

=
8 3

sin
8 3

cos
2

:
0

4
0

i
z

k
, 

 
π

+
π

=
=

8 11
sin

8 11
cos

2
:

1
4

1
i

z
k

.

Корені розташ
овую

ться на колі з центром в точці 
0

=z
 і радіус якого

4
2

 (рис.3.6б).

в) 5
6

sin
6

cos
2

 
 

π
+

π
i

.
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Число 
 

 
π

+
π

=
6

sin
6

cos
2

i
z

 задане в тригонометричній формі, тому

за формулою
 для обчислення коренів маємо:    

    
π

+
π

+
π

+
π

=
5 2

6
sin

5 2
6

cos
2

10
k

i
k

zk
, де 

4,
3,

2,
1,

0
=

k
.

 
 

π
+

π
=

=
30

sin
30

cos
2

:
0

10
0

i
z

k
, 

 
π

+
π

=
=

30
13

sin
30

13
cos

2
:

1
10

1
i

z
k

, 
 

π
+

π
=

=
30

25
sin

30
25

cos
2

:
2

10
2

i
z

k
,

 
 

π
+

π
=

=
30

37
sin

30
37

cos
2

:
3

10
3

i
z

k
, 

 
π

+
π

=
=

30
49

sin
30

49
cos

2
:

4
10

4
i

z
k

. 

П
риклад 9. Знайти корені заданих рівнянь і зобразити їх

на комплексній площ
ині.

а) 
0

1
4

=
+

z
;

б) 
0

1
2

=
−

+
i

z
.

 а) 
0

1
4

=
+

z
.

Запиш
емо задане рівняння у вигляді

1
4

−
=

z
.

Тоді 
4

1
−

=
z

, тобто розв’язання задачі зводиться до знаходж
ення всіх

значень кореня четвертого степеня з комплексного числа, щ
о дорівню

є 
1 −

.
Знаходж

ення всіх значень вказаного кореня, а також
 їх зображ

ення на
комплексній площ

ині наведено в прикладі 8 п.а).
б) 

0
1

2
=

−
+

i
z

.
Запиш

емо задане рівняння у виглядіi
z

+
−

=
1

2
.

Тоді 
i

z
+

−
=

1
, тобто розв’язання задачі зводиться до знаходж

ення
всіх значень кореня другого степеня з комплексного числа, щ

о дорівню
є 

i
+

−1
.

Знаходж
ення всіх значень вказаного кореня, а також

 їх зображ
ення на

комплексній площ
ині наведено в прикладі 8 п.б). 

П
риклад 10. Д

овести рівності.

а) 
2

1
2

1
z

z
z

z
⋅

=
⋅

;
б) 

0
,

2
2 1

2 1
≠

=
z

z z
z z

;

в) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
arg

arg
arg

+
=

⋅
;

г) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
⋅

=
⋅

.
 П
редставимо комплексні числа 

1 z  та 
2 z  в показниковій формі:

2
1

2
2

1
1

,
ϕ

ϕ
=

=
i

i
e

r
z

er
z

,

де 
2

2
1

1
2

2
1

1
,

,
,

ϕ
=

ϕ
=

=
=

z
z

r
z

r
z

arg
arg

.
Тоді

)
(

2
1

2
1

2
1
ϕ+

ϕ
=

⋅
i

e
rr

z
z

,   
)

(

2 1

2 1
2

1
ϕ−

ϕ
=

i
e

r r
z z

.

О
тж

е,

2
1

2
1

rr
z

z
=

⋅
,   

2 1

2 1

r r
z z

=
.

Д
оведемо задані рівності.

а) 
2

1
2

1
z

z
z

z
⋅

=
⋅

.

    
2

1
2

1
2

1
z

z
r

r
z

z
⋅

=
⋅

=
⋅

.

б) 
0

,
2

2 1

2 1
≠

=
z

z z
z z

.

    
2 1

2 1

2 1

z z
r r

z z
=

=
.

в) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
arg

arg
arg

+
=

⋅
.

    
2

1
1

2
1

)
(

z
z

z
z

arg
arg

arg
2

+
=

ϕ
+

ϕ
=

⋅
.

г) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
⋅

=
⋅

.

    
2

1
2

1
)

(
2

1
2

1
2

1
2

1
z

z
e

r
er

e
rr

z
z

i
i

i
⋅

=
⋅

=
=

⋅
ϕ

−
ϕ

−
ϕ+

ϕ
−

. 

П
риклад 11. Н

авести геометричний опис множ
ини всіх

точок комплексної площ
ини, щ

о задовольняю
ть нерівності.

а) 
0

>
z

R
e

;  б) 
1
≤

z
R

e
;

в)   
<

<
<

;1
,1

z
zR

e
0 Im

г) 
1

>
−

i
z

;
  д) 

3
1

1
≤

−
≤

z
;

е) 
4 π

<
−

π
z

arg
.

 а) 
0

>
z

R
e

.
0

,
)

(
>

=
+

=
x

x
yi

x
z

R
e

R
e

.
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Задана множ
ина є півплощ

иною
, щ

о розташ
ована праворуч уявної осі,

причому точки осі не належ
ать їй (рис.3.7а).

б) 
1

≤
z

R
e

.

1
1

)
(

≤
⇒

≤
+

=
x

yi
x

z
R

e
R

e
, тобто 

1
1

≤
≤

−
x

.

Задана множ
ина є смугою

, щ
о розташ

ована між
 прямими 

1−
=

x
, 

1
=

x
,

вклю
чаю

чи ці прямі (рис.3.7б).

в)   
<

<
<

.1
,1

z
zR

e
0 Im

З умови випливає, щ
о   

<
<
<

,1 ,1
x

y0
 тобто   

<
<

<
<

−
.1 ,1

1
x y

0
Задана множ

ина є прямокутником, щ
о є перетином смуг, розташ

ова-
них між

 прямими 
1

,1
=

−
=

y
y

 та 
1

,0
=

=
x

x
, не вклю

чаю
чи самі ці прямі.

О
тж

е, маємо прямокутник з верш
инами 

i
i

i
i

,
1

,
1

,
+

−
−

 (не вклю
чаю

чи
сторін) (рис.3.7в). x

О  y

 x
О  y

–1
 1

 x
О  y–1

 1

 1

                   а)
               б)

в)
Рис.3.7

г) 
1

>
−

i
z

.
З умови випливає, щ

о1
>

−
+

=
−

i
yi

x
i

z
, або 

1
)1

(
>

−
+

=
−

y
i

x
i

z
.

Тоді

1
)1

(
2

2
>

−
+

y
x

  або  
1

)1
(

2
2

>
−

+
y

x
.

О
тж

е, задана множ
ина є зовніш

ністю
 круга одиничного радіуса з

центром у точці 
i

z
=

, не вклю
чаю

чи кола (рис.3.8а).
д) 

3
1

1
≤

−
≤

z
.

О
скільки 

2
2)1

(
)1

(
1

1
y

x
yi

x
yi

x
z

+
−

=
+

−
=

−
+

=
−

, то з умо-
ви випливає, щ

о 
9

)1
(

1
2

2
≤

+
−

≤
y

x
.

Задана множ
ина є кільцем, щ

о міститься між
 колами із загальним

центром у точці 
1

=z
 і радіусами 1 і 3, вклю

чаю
чи обидва кола (рис.3.8б).

е) 
4 π

<
−

π
z

arg
.

З умови випливає, щ
о

4
4

π
<

−
π

<
π

−
z

arg
,

4 3
4 5

π
−

<
−

<
π

−
z

arg
,

4 5
4 3

π
<

<
π

z
arg

.

О
тж

е, задана множ
ина є кутом розхилу 2 π

 з верш
иною

 в точці 
0

=
z

 і

сторонами 
4 3π

=
ϕ

 і 
4 5π

=
ϕ

, не вклю
чаю

чи сторін (рис.3.8в), тобто бісектри-

сою
 вказаного кута є від’ємна частина дійсної осі O

x
.

 x
О

 y 1
  

 x
О  y

 1
 2

 4
– 2

  
 x

О

 y

                а)
               б)

в)
Рис.3.8 

П
риклад 12. З’ясувати, які множ

ини точок z  комплексної
площ

ини відповідаю
ть нерівностям.

а) 
4

≤
+

+
−

i
z

i
z

;
б) 

2
2

2
<

+
−

−
z

z
.

 а) 
4

≤
+

+
−

i
z

i
z

.
В
иконаємо перетворення:

2
2

)1
(

)1
(

−
+

=
−

+
=

−
+

=
−

y
x

y
i

x
i

iy
x

i
z

,
2

2
)1

(
)1

(
+

+
=

+
+

=
+

+
=

+
y

x
y

i
x

i
iy

x
i

z
.

Тоді задана нерівність буде такою
:

4
)1

(
)1

(
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=
+

;
3.163. а) 

z
z

z
 

R
e

2
=

+
;

           б) 
2

1
2

1
z

z
z

z
−

=
−

;
           б) 

z
i

z
z

 
Im

2
=

−
;

           в) 
2

1
2

1
z

z
z

z
⋅

=
⋅

;
           в) 

z
z
=

;

           г) 
0

,
2

2 1

2 1
≠

= 
 

z
z z

z z
.           г) 

2
z

z
z

=
⋅

.

3.164. Розв’язати рівняння.
а) 

0
7

1
)

1)(
3

4(
)

)(
2

1(
=

+
+

−
−

+
−

+
i

iz
i

i
z

i
;

б) 
0

2
=

+
z

z
.

3.165. Розв’язати систему   
−

=
+

+
=

+
.

3
2

3
,

1
2

2
1

2
1

i
zi

z
i

z
z
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3.166. Знайти модулі та головні значення аргументів зада-
них комплексних чисел.

а) 
i

z=
;

б) 
i

z
2 1

2 3
−

=
;

в) 
5−

=
z

;

г) 
i

z
−

=
1

;
д) 

i
z

2 3
7

2 7
−

=
;

е) 
3

1
i

z
−

−
=

;

є) 
2 1

i
z

+
−

=
;

ж
) 

i
z

7
5
−

=
;

з) 
3

2
i

z
−

=
;

і) 
1

3
−

=
i

z
;к) 

7
sin

7
cos

π
−

π
−

=
i

z
.

3.167. Знайти модулі та аргументи заданих комплексних
чисел.а) 

3−
=z

;
б) 

i
z

2 3
2 1
+

−
=

;
в) 

i i
z

+ −
=

1 1
.

3.168. П
редставити задані комплексні числа в тригономет-

ричній формі та зобразити їх на комплексній площ
ині.

а) 
i
−

;
б) 

2
−

;
в) 

3
1

i
−

;
г) 

2
2

i
+

−
;

д) 
7

sin
7

cos
π

+
π

−
i

;
е) 

3
cos

3
sin

π
+

π
i

.

3.169. О
бчислити вирази, використовую

чи формулу М
уавра.

а) 
6)3

3(
i

−
;

б) 
20

1
3

1
  

  
− +

i i
;

в) 
40

1
3

1
  

  
+ −

i i
;

г) 
18

15

18

15

)
1(

)
3

1
(

)
1(

)
3

1
(

i i
i i

+ −
−

+
− +

−
.

3.170. Знайти та зобразити на комплексній площ
ині всі зна-

чення коренів.
а) 

1
;

б) 31
     в) 41

.
3.171. Знайти всі значення коренів.
а) 

i;
б) 3i;

     в) 4
i
−

;
г) 9

9
−

;

д) 
3

1
i

+
−

;
е) 3

3
2

2
i

+
−

;
є) 5

1
i

−
−

.

3.172. Знайти корені заданих рівнянь і зобразити їх на комп-
лексній площ

ині.

а) 
0

2
=

+
i

z
;

б) 
0

16
4

=
−

z
;

в) 
0

1
8

=
−

z
.

3.173. П
редставити задані комплексні числа в показнико-

вій формі.
а) 

2
−

;
б) i ;

в) 
i− ;

г) 
3

1
i

−
−

;
д) 

i3
5
+

;
е) 

i
12

5
−

;

є) 
i4

3
−

−
;

ж
) 

i
+

−
2

;
з) 

α
−

α
cos

sin
i

.
3.174. П

редставити задані комплексні числа в показнико-
вій формі та виконати дії над ними.

а) 
2

1
z

z
⋅

 та 
2 21z z

, якщ
о 

i
z

i
z

3
3

3
,

2
3

2
2

1
−

=
−

=
;

б) 
2

21
z

z
⋅

 та 
1 2z z

, якщ
о 

8
8

,
2

2
2

1
i

z
i

z
−

=
+

−
=

.

3.175. З’ясувати геометричний зміст вказаних співвіднош
ень.

а) 
R

z
z

=
−

0
;   

R
z

z
>

−
0

;   
)0

(
0

>
<

−
R

R
z

z
;

б) 
)0

(
2

2
1

>
=

−
+

−
a

a
z

z
z

z
;

в) 
)0

(
2

2
1

>
=

−
−

−
a

a
z

z
z

z
.

У
 задачах 3.176 – 3.178 знайти множ

ини точок на комплекс-
ній площ

ині, які задовольняю
ть задані умови.

3.176. а) 
2

≥
z

;
б) 

0
,1

1
≠

≥
z

z
.

3.177. а) 
8

5
=

−
i

z
;

б) 
4

1
≤

−
−

i
z

.

3.178. а) 
4

0
π

≤
<

z
arg

;б) 
2

4
,2

1
π

<
<

π
<

+
<

z
i

z
arg

.

3.179. Н
авести геометричний опис множ

ини всіх точок комп-
лексної площ

ини, щ
о задовольняю

ть нерівностям.

а) 
1

≤
z

Im
;

б) 
1

≤
z

;
в) 

2
0

<
+

<
i

z
.
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3.180. З’ясувати, які множ
ини точок комплексної площ

ини
відповідаю

ть заданим нерівностям.

а) 
2 1

1
<

z
R

e
;

б) 
z

z
−

<
+

1
1

;
в) 

z
z

R
e

−
>

1
.

У
 задачах 3.181 – 3.184 з’ясувати, які лінії на комплексній

площ
ині задані вказаними рівняннями.

3.181. а) 
0

1 1
=

+ −z z
R

e
;
б) 

0
,0

>
=

+ −
a

a
z

a
z

R
e

;

           в) 
z

z
=

+
)

1(
R

e
.

3.182. а) 
2

2
=

z
Im

;
б) 

1
2
=

z
R

e
;

    в) 
2 1

1
=

z
Im

.

3.183. 
1

2
2

=
+

z
z

.
3.184. 

2
)

2(
)

2(
2

=
−

+
+

+
z

i
z

i
zz

.
3.185. а) 

z
z

2
1

2
−

=
−

;
б) 

2
1

z
z

z
z

−
=

−
;

           в) 
0

)
(

2
=

−
z

z
R

e
.

У
 задачах 3.186, 3.187 записати у комплексній формі рів-

няння вказаних ліній.
3.186. а) координатних осей O

x
 та O

y
;

           б) прямої 
x

y
=

;
           в) прямої 

R
∈

+
=

b
k

b
kx

y
,

,
.

3.187. а) рівнобічної гіперболи 
2

2
2

a
y

x
=

−
;

           б) кола 
0

2
2

2
=

+
+

x
y

x
.

Глава 3. Визначники та матриці. Системи лінійних алгебраїчних рівнянь



ГЛ
АВА 4. ЛІН

ІЙ
Н
І П

РО
СТО

РИ
. ЕВ

КЛІД
ІВ

 П
РО

СТІР

§1. Лінійні прост
ори. П

ідпрост
ори

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Л
інійні простори. М

нож
ина L

  називається лінійним дійсним прос-
т
ором, якщ

о виконані такі умови:
1) існує правило, за яким будь-яким елементам  

L
∈y

x,
  ставиться

у відповідність елемент  
L

∈
+

=
y

x
z

,  який називається сумою
 елементів;

2) існує правило, за яким будь-якому елементу  
L

∈x
  та числу

R
∈

α
,  ставиться у відповідність елемент  

L
∈

α
=

x
z

,  який називаєть-
ся добутком елемента  x

  на число  α
;

3) введені операції задовольняю
ть наступним восьми аксіомам:

1. 
x

y
y

x
+

=
+

.

2. 
)

(
)

(
z

y
x

z
y

x
+

+
=

+
+

.

3. Існує елемент 
L

∈0
, такий, щ

о  
L

∈
∀

x
  

x
x

=
+

0
 (елемент

0
 називається нульовим).

4. 
L

∈
∀

x
 ∃

 елемент  
L

∈
−

)
(

x
,  такий, щ

о  
0

)
(

=
−

+
x

x
 (еле-

мент 
x−

 називається прот
илеж

ним).

5. 
L

∈
∀

x
  

x
x
=

⋅1
.

6. 
)

(
)

(
x

x
β

α
=

αβ
,  

R
∈

β
α

,
.

7. 
y

x
y

x
α

+
α

=
+

α
)

(
,  

R
∈

α
.

8. 
x

x
x

β
+

α
=

β
+

α
)

(
,  

R
∈

β
α

,
.

Елементи лінійного простору називаю
ть також

 вект
орами та позна-

чаю
ть 

...
,

,
,

z
y

x
. Л

інійний простір називається комплексним, якщ
о опера-

ція множ
ення вектора на число визначена для комплексних чисел  

)
(

C
∈

α
.

С
истема векторів  

L
∈s

x
x

x
,

...
,

,
2

1
  називається лінійно залеж

-
ною

, якщ
о знайдуться такі числа  

s
λ

λ
λ

,
...

,
,

2
1

,  не всі рівні нулю
, щ

о
виконується рівність

∑=
=

si
i

i x
1

0
λ

.

У
 противному разі, коли вказана рівність має місце, якщ

о всі 
i

,0
=

λ
s

i
,1

=
, система векторів називається лінійно незалеж

ною
.
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Я
кщ

о  x
 – довільний вектор з  

n
L

,  Х  та  X
′ – стовпці його коорди-

нат у базисах  β
  та  β ′  відповідно, то має місце рівність:

X
T

X
′

=
,

звідки

X
T

X
1−

= ′
.

Ц
е формули перет

ворення координат
 при зміні базису.

П
ідпростори. П

ідпрост
ором лінійного простору  L

  називається
підмнож

ина  
L

L
⊂ ′

,  яка має властивості:

1
. 

L
L

′
∈

+
⇒

′
∈

y
x

y
x,

;

2
. 

λ
λ

∀
′

∈
⇒

′
∈

L
L

x
x

.

Н
ехай  Q

 – довільна систем
а векторів 

s x
x

x
,

...
,

,
2

1
 з лінійного

простору  L
.

Л
інійною

 оболонкою
 системи  Q

  називається множ
ина векторів

(
)

  

  
=

∈
λ

∈
λ

=
=

∑=
s

i
Q

x
x

x
x

Q
L

i
i

si
i

i
,1

,
,

,
1

R
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається дійсним лінійним простором?

2. Я
кий лінійний простір називається комплексним?

3. Я
ка система векторів називається лінійно залеж

ною
;

лінійно незалеж
ною

?
4. Щ

о називається вимірністю
 лінійного простору; базисом?

5. В
казати вимірність та базис лінійного простору  L

,
якщ

о відомо, щ
о у цьому просторі існує n

 лінійно незалеж
-

них векторів  
n e

e
e

,
...

,
,

2
1

  і будь-який вектор  
L

∈x
  лінійно

вираж
ається через них.

6. Щ
о називається розкладом вектора  x   лінійного прос-

тору  L
  за базисом  

n e
e

e
,

...
,

,
2

1
?  Щ

о називається коорди-
натами вектора  x   у базисі  {

}i
e

?

Упорядкована система векторів 
1

2
(

,
,...,

)n
e

e
e

β
=

   називається бази-
сом у лінійному просторі  L

,  якщ
о

а) 
L

∈
k e

,  
n

k
,1

=
;

б) система векторів  
)

,
...

,
,

(
2

1
n e

e
e

  лінійно незалеж
на;

в) 
L

∈
∀

x
  знайдуться такі числа  

n x
x

x
,

...
,

,
2

1
,  щ

о  
∑=

=
nk

k
k e

x
x

1
.

Ц
я формула називається розкладом вектора x

 за базисом β
, а коефі-

цієнти  
n x

x
x

,
...

,
,

2
1

 – координатами цього вектора у базисі  β
.

Я
кщ

о  
1

2
(

,
,...,

)n
e

e
e

β
=

 – базис лінійного простору  L
,  то цей простір

називається n
-вимірним та позначається  

n
L

,  а число  n
  його   вимірніст

ю
і позначається  

L
dim

=
n

.

Н
ехай  

n
L

 – довільний n
-вимірний простір, 

1
2

(
,

,...,
)n

e
e

e
β
=

 – фіксо-
ваний базис у ньому. Тоді вектору  x

  ставиться у відповідність стовпець
його координат у цьому базисі, тобто

     

     

=
⇔

=∑=

n

ni
i

i

x x x

X
e

x
x

2 1

1
.

Л
інійні операції над векторами у координатній формі виглядаю

ть та-
ким чиним:

Y
X

Z
y

x
z

+
=

⇔
+

=
,

y
x

Y
X

=
λ

⇔
=
λ

.

Н
ехай  

1
2

(
,

,...,
)n

e
e

e
β
=

  та 
1

2
(

,
,...,

)n
e

e
e

β ′
′

′
′

=
,  два різні базиси у  

n
L

.
Кож

ний з векторів базису  β ′  розкладемо за базисом β
 :

   

   
=

′
⇔

+
+

=
′

nk k

k
n

nk
k

k
t t

E
e

t
e

t
e

1

1
1

...
.

М
ат
рицею

 переходу від базису β
 до базису β ′ називається матриця

   

   
=

nn
n

n

t
t

t
t

T
..

.
..

..
..

..
.

..
.1

1
11

,

де  k
-й стовпець є стовпець  

k
E
′  координат вектора  

k e ′  у базисі  β
.
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§1. Л
інійні простори. П

ідпростори
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 Н
аведена система векторів є лінійно незалеж

ною
, оскільки рівність

  
  

=
  

  
−

α
+  

  
α

+  
  

α
0

0
0

0
0

1
1

0
0

0
2

1
0

0
0

2
3

2
1

,

або

  
  

=
  

  
α

α
−

α
α

+
α

0
0

0
0

0
2

2

3

3
2

2
1

справедлива тільки тоді, коли  
0

3
2

1
=

α
=

α
=

α
.

Д
ійсно, наведена рівність матриць має місце тільки тоді, коли

  

=
α

=
α

−
α

=
α

+
α

,
0

;
0

2
;

0
2

3 3
2 2

1

а ця система має єдиний розв’язок – нульовий. 

П
риклад 3. Д

овести, щ
о у лінійному дійсному просторі

дійсних квадратних матриць другого порядку вектори  
  

−
=

  
  

=
  

  
=

  
  

=
1

0
0

0
,

0
3

0
0

,
0

0
2

0
,

0
0

0
1

4
3

2
1

e
e

e
e

утворю
ю
ть базис, і знайти в цьому базисі координати вектора

  
  −

=
5

3
6

2
x

.

 В
ектори  

4
3

2
1

,
,

,
e

e
e

e
  лінійно незалеж

ні, тому щ
о рівність

  
  

=
  

  
−

α
+

  
  

α
+

  
  

α
+

  
  

α
0

0
0

0
1

0
0

0
0

3
0

0
0

0
2

0
0

0
0

1
4

3
2

1

або

  
  

=
  

  
α

−
α

α
α

0
0

0
0

3
2

4
3

2
1

виконується тільки при  
0

4
3

2
1

=
α

=
α

=
α

=
α

.

7. Д
айте означення матриці системи векторів  

m x
x

x
,

...
,

,
2

1

у даному базисі.
8. Я

к визначити, чи є система  m
  векторів  n

-вимірного
лінійного простору лінійно незалеж

ною
, якщ

о відомі коорди-
нати векторів у деякому базисі?

9. Д
айте означення матриці переходу від одного базису до

другого.
10. Чи може будь-яка матриця  T

  порядку  n   бути матрицею
переходу від одного базису до другого у  n

-вимірному просторі?
11. Запиш

іть формули перетворення координат вектора  x,
якщ

о відома матриця переходу від базису {
}i

e
 до базису {

}i e ′.
12. Д

айте означення підпростору лінійного просторy  L
.

13. Д
айте означення лінійної оболонки системи векторів.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. З’ясувати, чи є дійсним лінійним простором

множ
ина усіх дійсних матриць другого порядку.
 О
скільки при додаванні дійсних матриць другого порядку, а також

при множ
енні матриці на дійсне число одерж

уємо дійсні матриці другого
порядку, введені операції є операціями на даній множ

ині. А
ксіоми 1 – 8

лінійного простору виконую
ться. Д

ійсно, вказані у цих аксіомах операції
над матрицями другого порядку зводяться до відповідних операцій над
дійсними числами, для яких аксіоми 1 – 8, як відомо, маю

ть місце. О
тж
е, мно-

ж
ина усіх дійсних матриць другого порядку є дійсним лінійним простором. 

П
риклад 2. З’ясувати, чи є лінійно незалеж

ною
 система

векторів

  
  

−
  

  
  

  
0

1
1

0
,

0
0

2
1

,
0

0
0

2

лінійного дійсного простору квадратних м
атриць другого

порядку.
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П
риклад 5. Задана матриця  

  
  

−
=

2
1

2
3

T
  переходу від

базису  
2

1 ,e
e

  до базису  
2

1 ,e
e

′
′

.  Знайти координати вектора

2
1

4
e

e
a

+
=

  у базисі  
2

1 ,e
e

′
′

.

 В
ідомо, щ

о  
X

T
X

1−
= ′

,  де  Х  та  X
′ – матриці-стовпці з коорди-

нат вектора  a
  відповідно в базисах  

2
1

,
e

e
  та  

2
1 ,e

e
′

′
.  З того, щ

о

  
  

=
  

  −
=

−
1 4

,
3

1
2

2
8 1

1
X

T
,

маємо

  
  −

=  
  

  
  −

= ′
1 10

8 1
1 4

3
1

2
2

8 1
X

.

О
тж

е, координатами вектора  a
  в базисі  

2
1 ,e

e
′

′
  будуть  

8 1
,

4 5
−

,  тоб-

то  
 

 
−

=
8 1

,
4 5

a
. 

П
риклад 6. Знайти координати геометричного вектора

k
j

i
x

+
+

−
=

2
  в базисі β ′,  який складається з векторів

j
i

e
+

= ′1
,  

k
j

e
+

= ′
2

,  
k

i
e

+
= ′3

.
 В
ипиш

емо координати векторів  
3

2
1

,
,

e
e

e
′

′
′

  у вихідному базисі

(
,

,
)

i
j

k
β
=

:

   

   
= ′

0 1 1

1
E

,  
   

   
=

′

1 1 0

2
E

,  
   

   
=

′

1 0 1

3
E

.

Звідси матриця переходу  T
β

β ′
→

  має вигляд

T
β

β ′
→

   

   
=

1
1

0
0

1
1

1
0

1
.

Л
егко переконатися у тому, щ

о будь-який вектор простору, який розг-
лядається, лінійно вираж

ається через вектори  
4

3
2

1
,

,
,

e
e

e
e

.  О
тж
е, вектори

4
3

2
1

,
,

,
e

e
e

e
  утворю

ю
ть базис.

П
означимо координати вектора  x   у даному базисі через  

4
3

2
1

,
,

,
β

β
β

β
.

Тоді
4

4
3

3
2

2
1

1
e

e
e

e
x

β
+

β
+

β
+

β
=

,
або

  
  

−
β

+  
  

β
+

  
  

β
+  

  
β

=  
  −

1
0

0
0

0
3

0
0

0
0

2
0

0
0

0
1

5
3

6
2

4
3

2
1

,

або

  
  

β
−

β
β

β
=

  
  −

4
3

2
1

3
2

5
3

6
2

,

звідки  
2

1
=

β
,  

6
2

2
=

β
,  

3
3

3
−

=
β

,  
5

4
=

β−
.  О

тж
е,  

2
1
=

β
,  

3
2
=

β
,

1
3

−
=

β
,  

5
4

−
=

β
 – ш

укані координати. 

П
риклад 4. У

 лінійному дійсному просторі дійсних квад-
ратних матриць другого порядку знайти матрицю

 переходу
від базису

  
  

=
  

  
=

  
  

=
  

  
=

1
0

0
0

,
0

1
0

0
,

0
0

1
0

,
0

0
0

1
4

3
2

1
e

e
e

e

до базису

  
  

−
= ′

  
  

= ′
  

  
= ′

  
  

= ′
1

0
0

0
,

0
3

2
0

,
0

0
2

1
,

0
0

0
2

4
3

2
1

e
e

e
e

.

 З ум
ови випливає, щ

о  
1

1
2e

e
= ′

,  
2

1
2

2e
e

e
+

=
′

,  
3

2
3

3
2

e
e

e
+

= ′
,

4
4

e
e

−
=

′
.  М

атриця

     

     

−

=

1
0

0
0

0
3

0
0

0
2

2
0

0
0

1
2

T
,

в  
j -му  

)4
,1

(
=j

  стовпці якої стоять координати вектора  
j

e ′  у базисі

4
3

2
1

,
,

,
e

e
e

e
,  є матрицею

 переходу від базисy  
4

3
2

1
,

,
,

e
e

e
e

  до бази-
су  

4
3

2
1

,
,

,
e

e
e

e
′

′
′

′
. 
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 x ′

 i ′

х

уО

y ′

i

j

j ′

α
αРис. 4.1

П
риклад 8. Знайти який-небудь базис та визначити вимір-

ність лінійного простору розв’язків системи:

    

=
−

+
−

=
+

−
+

=
−

+
−

=
+

−
+

.
0

3
;

0
3

;
0

;
0

4
3

2
1

4
3

2
1

4
3

2
1

4
3

2
1

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

 Базисом
 лінійного простору U

 розв’язків однорідної систем
и

рівнянь є ф
ундаментальна система розв’язків, а вимірність цього про-

стору 
r

n
−

=
U

dim
, де n

 – число невідомих,  
A

r
R

g
=

,  A
 – матриця

систем
и. Том

у задача зводиться до знаходж
ення рангу м

атриці A
 та

ф
ундаментальної системи розв’язків.

     

     
−

−
−

     

     

−
−

−
−

−
−

−

     

     

−
−

−
−

−
−

=

0
0

0
0

0
0

0
0

1
1

1
0

1
1

1
1

~

4
4

4
0

2
2

2
0

2
2

2
0

1
1

1
1

~

1
1

1
3

1
1

1
3

1
1

1
1

1
1

1
1

A
,

2
2

4
U

dim
;

2
R

g
=

−
=

=
A

.

С
тавимо у відповідність перетвореній матриці A

 скорочену систе-
му рівнянь, приймаю

чи, щ
о 

2
1 ,x

x
 – базисні змінні,  

4
3 ,x

x
 – вільні змінні.

⇒
  

−
=

−
−

=
⇒

  
−

=
−

=
+

⇒
  

=
−

+
−

=
+

−
+

,
;

, ;
,

0
;

0

4
3

2

2
4

3
1

4
3

2

4
3

2
1

4
3

2

4
3

2
1

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

О
бертаю

чи 
м
атрицю

 
Tβ

β ′
→

 
та 

використовую
чи 

вираз

1
(

)
X

T
X

β
β

−
′

→
′=

,  знаходимо

1
(

)
X

T
X

β
β

−
′

→
′=

   

   −
=   

    −

   

   

−
−

−
=

1 2 0

1 2 1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

2 1
,

тобто  
3

2
2

e
e

x
′

− ′
=

. 

П
риклад 7. С

истема координат  
O

y
x

  повернута навколо
початку координат на кут α

 (рис. 4.1). В
иразити координати

вектора  
jy

ix
a

+
=

  у новій системі координат через його коор-
динати у старій системі.

 Розкладемо вектори i ′ та j ′ за ортами i
 та j:

α
+

α
= ′

sin
cos

j
i

i
,

α
+

α
−

=
α

+
π

+
α

+
π

= ′
cos

sin
)

2 (
sin

)
2 (

cos
j

i
j

i
j

.

Запиш
емо матрицю

 переходу від старого базису 
j

i,
 до нового 

j
i

′
′,

:

  
  

α
α

α
−

α
=

cos
sin

sin
cos

T
.

В
раховую

чи, щ
о 

X
X

′
=

T
, маємо

α
′

−
α

′
=

sin
cos

y
x

x
,

α
′

+
α

′
=

cos
sin

y
x

y
.

Звідси отримуємо, щ
о

α
α

sin
cos

y
x

x
+

= ′
,α

α
cos

sin
y

x
y

+
−

= ′

– це координати вектора a
 у новій системі координат.

О
тримали формули перетворення координат при повороті системи коор-

динат при переході від нової системи координат до старої, і навпаки. 
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4.5. М
нож

ина усіх геометричних векторів, для яких вико-
нується умова  

a
x
>

,  де  
0

>
a

 – фіксоване число.

4.6. У
 просторі  

3
V

  задані вектори

j
i

e
+

= ′1
,  

j
i

e
−

= ′
2

,  
k

j
i

e
−

+
−

= ′
2

3
.

Д
овести, щ

о система  β ′
)

,
,

(
3

2
1

e
e

e
′

′
′

=
 – базис у  

3
V

,  та записати
матрицю

 переходу  T
β

β ′
→

,  де  β ′
)

,
,

(
3

2
1

k
e

j
e

i
e

=
=

=
=

.  Знай-

ти координати вектора  
k

j
i

x
2

2
+

−
=

  в базисі  β ′.
У

 задачах  4.7 – 4.8  знайти матрицю
 переходу  T

β
β ′

→
, де

β ′
)

,
,

(
k

j
i

=
 і β ′

)
,

,
(

k
j

i
′

′
′

=
 – ортонормовані базиси в 

3
V

, та за-

писати стовпець координат вектора  
k

j
i

x
+

−
=

2
  в базисі β ′.

4.7. Базис  β ′  отримано заміною
 на протилеж

ний на-
прямок усіх трьох базисних ортів  β ′.

4.8. Базис β ′ отримано перестановкою
 

j
i
= ′

, 
k

j
= ′

, 
i

k
= ′

.
4.9. З’ясувати, чи є лінійно незалеж

ною
 система векторів

у просторі  
2

V
.

а) 
j

i
x

j
i

x
−

=
+

=
2

1
,

3
;

б) 
;

3
,

2
2

1
j

x
i

x
=

=

в) 
;

2
,

2
2

1
i

j
x

j
i

x
−

=
−

=

г) 
j

i
x

j
x

j
i

x
−

=
=

+
=

4
,

2
,

3
2

1
.

4.10. З’ясувати, чи є лінійно незалеж
ною

 система векторів
у просторі  

3
V

.

а) 
j

i
x

+
=

2
1

,  
k

j
x

3
2

+
=

;

б) 
k

j
i

x
3

2
1

+
−

=
,  

j
i

x
+

=
4

2
,  

k
j

i
x

3
5

3
+

−
=

;

в) 
k

j
x

3
1

−
=

,  
j

i
x

4
2

2
+

=
,  

k
x

5
3 =

.

  
−

= =
⇒

  
−

=
=

+
−

−
=

⇒
.

;
0

,
;

0

4
3

2 1

4
3

2

4
3

4
3

1
x

x
x x

x
x

x
x

x
x

x
x

П
означивш

и 
2

4
1

3
,

c
x

c
x

=
=

, отримуємо загальний розв’язок системи:

R
∈

     

     
−

=
2

1

2 1

2
1

2
1

,
,

0

)
,

(
c

c

c c
c

c
c

c
X

.

Звідси отримуємо фундаментальну систему розв’язків:

     

     −
=

=

     

     

=
=

1 0 1 0

)1
,0

(
,

0 1 1 0

)0
,1

(
2

1
X

E
X

E
.

Таким чином:  
2

U
dim

=
.

Базис U
:  

2
1 ,E

E
. 

IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах  4.1 – 4.5  перевірити, щ

о дані множ
ини є лінійни-

ми просторами.
4.1. М

нож
ина  

3
V

  усіх геометричних векторів (операції
над геометричними векторами визначені в §1, гл.1).

4.2. М
нож

ина  
n

R
  усіх ариф

метичних  n
-компонент-

них векторів  
)

,
...

,
(

1
n x

x
x
=

 (операції над ариф
метичними

векторами визначені в §1, гл.1).
4.3. М

нож
ина  

n
P

  усіх многочленів

0
1

1
1

...
)

(
a

t
a

t
a

t
p

n
n

+
+

+
=

−
−

степеня  
1

−
≤

n
,  з природним чином введеними операціями

додавання многочленів та множ
ення їх на числа.

4.4. М
нож

ина усіх геометричних векторів, щ
о виходять з

початку координат, кінці яких леж
ать на фіксованій прямій.
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4.15. Д
овести, щ

о систем
а м

ногочленів  
1

2
3

+
+

+
t

t
t

,
1

2
+

+
t

t
,  

1
+t

,  1  лінійно незалеж
на.

4.16. Д
овести, щ

о система многочленів  
1

2+
t

,  
t

t
2

2+
−

,
t

t
−

2
  утворю

є базис у просторі  
3

P
.  В

иписати у цьому ба-
зисі стовпець координат многочлена  

1
2

)
(

2
−

+
−

=
t

t
t

p
.

4.17. Знайти координати многочлена  
2

)
(

2
+

−
=

t
t

t
p

 у
базисі  1,  

1−
t

,  (
)

2
1−

t
.

4.18. З’ясувати, чи утворю
є базис в арифметичному прос-

торі  
{

}R
R

3
∈

=
=

i
a

a
a

a
x

)
,

,
(

3
2

1
  задана система векторів:

а) 
)1

,0
,0

(
,)

0,
1,

0(
,)

0
,0

,1
(

;
б) 

)1
,0

,0
(

,)
1,

3,
0(

,)
7

,2
,1

(
−

;
в) 

)0
,1

,1
(

,)
0,

1,
0(

,)
0

,0
,1

(
;

г) 
)1

,2
,1

(
,)

5
,0

,3
(

−
;

д) 
)2

,7
,1

(
,)

6,
4,

3(
,)

4,
3,

2(
,)

1
,2

,1
(

−
−

.
4.19. З’ясувати, чи утворю

є базис у лінійному просторі
квадратних матриць  

)
(

ij
a

A
=

,  
R

∈ij
a

, другого порядку дана
система векторів:

а) 
  

  
  

  
  

  
  

  
1

0
0

0
,

0
1

0
0

,
0

0
1

0
,

0
0

0
1

;

б) 
  

  
  

  
  

  
0

1
0

0
,

0
0

1
0

,
0

0
0

1
;

в) 
  

  
  

  
  

  
  

  
0

1
0

1
,

1
0

0
0

,
0

0
1

0
,

0
0

0
1

;

г) 
  

  
−

  
  

  
  

−
  

   −
1

0
0

0
,

0
1

0
0

,
0

0
1

0
,

0
0

0
1

;

д) 
  

  
  

   −
  

  
  

   −
  

  
7

5
0

0
,

5
0

0
1

,
7

0
4

3
,

4
2

7
1

,
4

0
3

2
.

4.11. З’ясувати, чи є лінійно незалеж
ною

 система векторів у
лінійному просторі квадратних матриць заданого порядку:

а) 
  

  −
1

1
0

1
,  

  
  

0
1

2
0

;
б) 

  
   −

3
0

2
1

,  
  

  
− −

6
0

4
2

;

в) 
  

  
0

0
1

0
,  

  
  

0
1

0
0

,  
  

  
1

0
0

0
,  

  
  

0
0

0
1

;

г) 
   

   −
2

1
1

3
0

1
0

1
2

,  
   

   

−
−

−

1
1

0
2

2
0

1
1

1
,  

   

   −
3

0
1

1
2

1
1

2
1

;

д) 
   

   

0
0

0
0

1
0

0
0

1
,  

   

   

0
0

0
0

0
0

1
1

0
,  

   

   

1
1

1
0

0
1

0
0

0
.

4.12. Знайти ранг та який-небудь базис системи геометрич-
них векторів 

j
i

x
2

1
+

−
=

, 
k

j
i

x
+

−
=

2
2

, 
−

+
−

=
j

i
x

5
4

3
k

,
k

j
i

x
+

−
=

3
3

4
.

4.13. У
 просторі  

4
R

  задані вектори  
)2

,1
,2

,1
(

1
−

−
= ′

e
,

)1
,0

,3
,2

(
2

−
= ′

e
,  

)4
,1

,2
,1

(
3
= ′

e
,  

)0
,1

,3
,1

(
4

−
= ′

e
.  Д

овес-
ти, щ

о система β ′
)

,
,

,
(

4
3

2
1

e
e

e
e

′
′

′
′

=
 – базис у  

4
R

,  знайти мат-
рицю

 переходу  T
β

β ′
→

,  де  β  – канонічний базис у  
4

R
.  Знай-

ти координати вектора  
)2

,1
,

14
,7

(
−

=
x

  у базисі  β ′.

4.14. Д
овести, щ

о система многочленів  
1

2
,

...
,

,
,1

−n
t

t
t

  ут-
ворю

є базис у просторі  
n

P
  усіх многочленів степеня  

1
−

≤
n

і, отж
е,  

n
=

n
P

dim
  (цей базис називається канонічним). Знайти

координати:
а) многочлена  

1
3

)
(

2+
−

=
t

t
p

  у канонічному базисі прос-
тору  

3
P

;
б) многочлена  

t
t

t
q

2
)

(
2−

=
  у канонічному базисі прос-

тору  
4

P
.
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4.25. 

     

     − −
= ′

2 1 2 1

1
E

,  

     

     −

= ′

1 0 2 2

2
E

,  

     

     

= ′

4 1 2 1

3
E

,  

     

     −
= ′

0 1 3 1

4
E

,

     

     −
=

2 1 14 7

X
.

У
 задачах  4.26 – 4.29  визначити, чи є задані множ

ини
підпросторами у відповідних просторах. У

 разі позитивної
відповіді знайти їх вимірність та базис.

4.26. М
нож

ина усіх геометричних векторів з  
3

V
:

а) компланарних ф
іксованій площ

ині;
б) таких, щ

о задовольняю
ть умові  

0
)

,
(

=
a

x
,  де  a

 –
ф
іксований вектор;

в) таких, щ
о задовольняю

ть умові  
1

=
x

.
4.27. М

нож
ина усіх векторів із  

n
R

  вигляду:
а) 

)
,

...
,

,
,0

,
,0

(
5

4
2

n
x

x
x

x
x
=

;

б) 
)

,
...

,
,

,1
,

,1
(

5
4

2
n

x
x

x
x

x
=

.

4.28. М
нож

ина усіх векторів довільного простору  
n

L
,

координати яких у фіксованому базисі відповідаю
ть умовам:

а) 
n x

x
=

1
;

б) 
0

...
2

1
=

+
+

+
n x

x
x

;

в) 
1

2
1

=
−

x
x

;
г)   

=
+

+

=
+

+

0
...

....
 . . 

. . .
 . . 

. . .
 . . 

. . .
 . . 

. . .
 . . 

..
;

0
...

1
1

1
1

11

n
m

n
m

n
n

x
a

x
a

x
a

x
a

або, в матричній формі, 
0

=
X

A
,  де  А – задана матриця розмі-

ру  
n

m
×

.

4.20. Знайти вимірність та один із базисів лінійного прос-
тору розв’язків системи:

а)   
=

+
−

=
−

+
,

0
2

;
0

3
2

3
2

1

3
2

1

x
x

x
x

x
x

б)   

=
−

+
−

+
=

−
+

−
+

=
−

+
+

−

.0
2

2
4

;0
2

3
;0

3

5
4

3
2

1

5
4

3
2

1

5
4

3
2

1

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

4.21. Знайти координати кож
ного з вказаних векторів про-

стору  
()x

3
P

  у базисі   
1,

, 2
x

x
:

а) 
;5

2
3

2
+

−
x

x
б) 

1
4

−x
;
в) 

2)3
2(

+
x

.
4.22. Знайти координати кож

ного з вказаних векторів
простору дійсних квадратних м

атриць другого порядку у

базисі  
  

  
0

0
0

1
,  

  
  

0
1

0
0

,  
  

  
0

0
1

0
,  

  
  

1
0

0
0

:

а) 
  

   −
1

5
2

1
;

б) 
  

  
−12

7
4

3
.

У
 задачах  4.23 – 4.25  у довільному просторі  

n
L

  вектори
n e

e
e

,
...

,
,

2
1

  і  x   задані своїми координатами в деякому базисі
β ′.  Довести, щ

о система  β ′
)

,
...

,
,

(
2

1
n e

e
e

′
′

′
=

 – базис у  
n

L
  та

знайти стовпець  X
′  координат вектора  x   у цьому базисі.

4.23. 
   

   
= ′

1 1 1

1
E

,
   

   
= ′

2 1 1

2
E

,
   

   
= ′

3 2 1

3
E

,
   

   
=

14 9 6
X

.

4.24. 
   

   −
= ′

3 1 2

1
E

,  
   

   −
= ′

5 3 2

2
E

,  
   

   −
= ′

1 1 1

3
E

,  
   

   −
=

7 2 6
X

.
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Кут
 між

 ненульовими векторами  x   та  y   визначається за формулою
:

y
x

y
x

)
,

(
cos

=
ϕ

.

Н
енульові вектори  x

, 
E

∈y
  називаю

ться орт
огональними, якщ

о
0

)
,

(
=

y
x

.
Базис  β

)
,

...
,

,
(

2
1

n e
e

e
=

  називається орт
онормованим, якщ

о

  
= ≠

=
δ

=
j

i
j

i
e

e
ij

j
i

,1 ,0
)

,
(

.

С
имвол  

ij
δ

  називається символом К
ронекера.

Т
еорем

а. У
 всякому евклідовому  n

-вимірному просторі  
n

E
  існує

ортонормований базис.
П
обудова ортонорм

ованого базису. Я
кщ

о в  
n

E
  задано довільний

базис  
n

g
g

g
,

...
,

,
2

1
,  то перехід до ортогонального базису  

n f
f

f
,

...
,

,
2

1
виконується за формулами:

(
)

n
k

f
g

f
g

f
ki

i
ki

k
k

,2
,

;
11

1
1

=
+

=
=

∑ −=
α

,

де

)
,

(
)

,
(

)
(

i
i

k
i

ki
f

f
g

f
−

=
α

,   
1

,1
−

=
k

i
.

П
ерехід від ортогонального базису  

n f
f

f
,

...
,

,
2

1
  до ортонормова-

ного базису  
n e

e
e

,
...

,
,

2
1

  проводиться за формулами:

i i
i

f f
e
=

,   
n

i
,1

=
.

П
роцес побудови за заданим базисом ортогонального називається про-

цесом орт
огоналізації.

С
калярний добут

ок векторів вираж
ається через координати векторів

в ортонормованому базисі таким чином:

X
Y

Y
X

y
x

y
x

T
ni

T
i

i
=

=
=∑=1

)
,

(
,

4.29. М
нож

ина усіх матриць  А  порядку  n
,  щ

о відпові-
даю

ть умовам:

а) 
A

A
T
=

  (симетричні матриці);
б) 

0
det

=
A

.
4.30. Знайти вимірність лінійної оболонки  

)
,

(
2

1
x

x
L

,  ариф-
метичних векторів  

)1
,2

,0
,1

(
1

−
=

x
,  

)0
,2

,1
,0

(
2

−
=

x
.  П

ока-
зати, щ

о вектор 
)1

,4
,1

,1
(

−
−

=
x

 належ
ить до  

)
,

(
2

1
x

x
L

.
У

 задачах  4.31 – 4.32  знайти вимірність та будь-який базис
лінійної оболонки заданої системи арифметичних векторів:

4.31. 
)1

,0
,0

,1
(

1
−

=
x

,  
)0

,1
,1

,2
(

2
=

x
,  

)1
,1

,1
,1

(
3
=

x
,

)4
,3

,2
,1

(
4
=

x
,  

)3
,2

,1
,0

(
5
=

x
.

4.32. 
)0

,1
,1

,1
,1

(
1
=

x
, 

)1
,1

,1
,1

,1
(

2
−

−
−

=
x

,
)1

,0
,0

,2
,2

(
3

−
=

x
, 

)2
,5

,5
,1

,1
(

4
=

x
,  

)0
,0

,1
,1

,1
(

5
−

−
=

x
.

§2. Евклідів прост
ір

I. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Д
ійсний евклідів простір. Д

ійсний лінійний простір L
 називається

дійсним евклідовим прост
ором або евклідовим прост

ором, якщ
о будь-яким

векторам  x,  y
,  щ

о належ
ать  L

,  ставиться у відповідність дійсне число
)

,
(

y
x

 – скалярний добуток векторів, причому виконую
ться такі аксіоми:

1. 
)

,
(

)
,

(
x

y
y

x
=

;

2. 
)

,
(

)
,

(
)

,
(

z
y

z
x

z
y

x
+

=
+

;

3. 
R

∈
λ

λ
=

λ
,)

,
(

)
,

(
y

x
y

x
;

4. 
0

)
,

(
≥

x
x

,  причому  
0

0
)

,
(

=
⇔

=
x

x
x

.

П
означення: E

 – дійсний евклідів простір, 
n

E
 – n

-вим
ірний

дійсний евклідів простір.

Довж
иною

 (нормою
) вектора  x

  називається число

)
,

(
x

x
x
=

.

Я
кщ

о  
1

=
x

,  то вектор  x
  називається нормованим.
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Довж
ина вектора визначається так:

∑=
=

+
+

+
=

=
ni

i
n

n
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
1

2
2

2
1

1
|

|
...

)
,

(
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається дійсним евклідовим простором?

2. Щ
о називається довж

иною
 (нормою

) вектора  x  дійсного
евклідова простору  E

?
3. Я

ка система векторів називається ортогональною
?

4. Я
ка система векторів називається ортонормованою

?
5. Щ

о називається ортогоналізацією
 базису?

6. Записати формулу, за якою
 обчислю

ється скалярний добуток
векторів через їх координати в ортонормованому базисі.

7. Записати формулу, за якою
 обчислю

ється довж
ина (норма)

вектора через його координати в ортонормованому базисі.
8. Д

ати означення комплексного евклідова простору (уні-
тарного простору).

9. Записати ф
ормулу, за якою

 обчислю
ється скалярний

(ермітів) добуток векторів через їх координати у ортонор-
мованому базисі унітарного простору.

10. Записати ф
орм

улу, за якою
 обчислю

ється довж
ина

(норма) вектора через його координати в ортонормованому
базисі унітарного простору.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. В

 евклідовім просторі  
2

E
  в ортонормова-

ному базисі задано вектори  
)3

,1
(

−
=

x
,  

)3
,2

(
=

y
.  Знайти

)
,

(
y

x
,  

)
,

(
cos

y
x

.
 О
скільки в просторі 

2
E

 скалярний добуток векторів 
)

,
(

2
1

x
x

x
=

 та
)

,
(

2
1

y
y

y
=

  визначається рівністю
  

2
2

1
1

)
,

(
y

x
y

x
y

x
+

=
,  маємо

7
3)

3
(

2
1

)
,

(
−

=
−

+
⋅

=
y

x
.

де

   

   
=

⇔
=

n

n
x x

X
x

x
x

1

1
)

,
...

,
(

,  
   

   
=

⇔
=

n

n
y y

Y
y

y
y

1

1
)

,
...

,
(

.

Довж
ина вектора визначається так:

∑=
=

=
ni

i x
x

x
x

1

2
)

,
(

.

К
ом

плексний евклідів простір. Комплексний лінійний простір  L
називається уніт

арним
 або комплексним

 евклідовим
 прост

ором
, якщ

о
L

∈
∀

y
x,

  ставиться у відповідність комплексне число  
)

,
(

y
x

 – ермітів
добуток векторів, або скалярний добуток векторів у комплексному просторі,
причому виконую

ться такі аксіоми:

1.
)

,
(

)
,

(
x

y
y

x
=

;

2.
)

,
(

)
,

(
)

,
(

z
y

z
x

z
y

x
+

=
+

;

3.
C

∈
λ

λ
=

λ
,)

,
(

)
,

(
y

x
y

x
;

4.   
0

)
,

(
≥

x
x

,  причому  
0

0
)

,
(

=
⇔

=
x

x
x

.

П
означення: U

 –  унітарний простір, 
n

U
 – n

-вимірний унітарний простір.

Зауваж
имо, щ

о з аксіом  1  та  3  випливає, щ
о  

)
,

(
)

,
(

y
x

y
x

λ
=

λ
.

В
 унітарному просторі не вводиться кут між

 векторами. О
днак реш

та
означень та результатів, сформульованих для дійсного евклідова простору,
справедливі і для унітарного простору.

Ерміт
ів добут

ок векторів вираж
ається через координати векторів в

ортонормованому базисі за формулою
:

X
Y

Y
X

y
x

y
x

T
ni

T
i

i
=

=
=∑=1

)
,

(
,

де

   

   
=

⇔
=

n

n
x x

X
x

x
x

1

1
)

,
...

,
(

,   
   

   
=

⇔
=

n

n
y y

Y
y

y
y

1

1
)

,
...

,
(

.
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О
тримано  

)1
,1

,1
(

1
−

=
f

,  
)1

,0
,1

(
2

−
=

f
,  

)2
,4

,2
(

3
=

f
.

П
еревірка показує, щ

о ці вектори ортогональні  
0

)
,

(
=

j
i

f
f

,  
3,

1
,

=j
i

,
j

i ≠
.Таким чином, вектори 

3
2

1
,

,
f

f
f

 утворю
ю
ть ортогональний базис.

Д
овж

ини цих векторів:  
3

1
=

f
,  

2
2
=

f
,  

6
2

3
=

f
.

П
ронормувавш

и вектори  
3

2
1

,
,

f
f

f
,  отримаємо ортонормований

базис  
3

2
1

,
,

e
e

e
. В

раховую
чи, щ

о 
3,

1
,|

|
=

=
i

f f
e

i i
i

, маємо:

  
  

−
=

3 1
,

3 1
,

3 1
1 e

,  
  

  
−

=
2 1

,0
,

2 1
2 e

,  
  

  
=

6 1
,

6 2
,

6 1
3 e

.

П
еревірка показує, щ

о ці вектори ортогональні та нормовані, бо

0
)

,
(

=
j

i
e

e
,  

j
i≠

,  
1

=
i e

,  
3,

1
,

=j
i

. 

П
риклад 3. В

 евклідовім
 просторі  

3
E

  задано базис
)0

,1
,1

(
1

−
=

e
,  

)2
,0

,0
(

2
=

e
,  

)0
,1

,1
(

3
−

−
=

e
. П

еревірити,
щ
о цей базис ортогональний та побудувати за цим базисом

ортонорм
ований базис.

 Безпосередньо впевню
ємося, щ

о 
j

i
j

i
e

e
j

i
≠

=
=

,3
,1

,
,0

)
,

(
, тоб-

то заданий базис ортогональний. Щ
об побудувати за даним

 ортого-
нальним

 базисом
 ортонорм

ований базис, треба кож
ний базисний век-

тор пронорм
увати, тобто знайти вектори

1 1
1

e e
e
= ′

,  
2 2

2
e e

e
=

′
,  

3 3
3

e e
e

= ′
.

В
раховую

чи, щ
о  

2
1
=

e
,  

2
2
=

e
,  

2
3
=

e
,  отримаємо

  
  

−
= ′

0,
2 1

,
2 1

1 e
,  

)1
,0

,0
(

2
=

′e
,  

  
  

−
−

= ′
0,

2 1
,

2 1
3 e

 – ш
уканий базис.

За означенням

y
x

y
x

y
x

)
,

(
)

,
(

cos
=

,

а  
22

21
)

,
(

x
x

x
x

x
+

=
=

,  отж
е

61
,0

130 7

3
2

)3
(

1

7
)

,
(

cos
2

2
2

2
−

≈
−

=
+

−
+

−
=

y
x

. 

П
риклад 2. В

 евклідовім просторі  
3

E
  за даним базисом

3
2

1
,

,
g

g
g

  побудувати ортонормований базис.

)1
,1

,1
(

1
−

=
g

,  
)4

,3
,2

(
2

−
=

g
,  

)6
,2

,2
(

3
=

g
.

 П
окладемо

)1
,1

,1
(

1
1

−
=

=
g

f
,

1
)2

(1
2

2
f

g
f

α
+

=
,

де

3
3

4
3

2
3

)4
,3

,2
()

1,
1

,1
(

)
,

(
)

,
(

1
1

2
1

)2
(1

−
=

+
+

−
=

−
−

−
=

−
=

α
f

f
g

f
.

Таким чином,  
)1

,0
,1

(
)1

,1
,1

(
3

)4
,3

,2
(

2
−

=
−

−
−

=
f

.

Д
алі знаходимо

2
)3

(2
1

)3
(1

3
3

f
f

g
f

α
+

α
+

=
,

де

2
3

6
2

2
3

)6
,2

,2
()

1,
1

,1
(

)
,

(
)

,
(

1
1

3
1

)3
(1

−
=

+
−

−
=

−
−

=
−

=
α

f
f

g
f

,

2
2

6
2

2
)6

,2
,2

()
1,

0,
1

(
)

,
(

)
,

(

2
2

3
2

)3
(2

−
=

+
−

−
=

−
−

=
−

=
α

f
f

g
f

.

Таким чином, 
)2

,4
,2

(
)1

,0
,1

(
2

)1
,1

,1
(

2
)6

,2
,2

(
3

=
−

−
−

−
=

f
.
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4.36. 
)1

,1
,1

,1
(

1
=

g
, 

)1
,1

,3
,3

(
2

−
−

=
g

, 
)8

,6
,0

,2
(

3
−

=
g

.
4.37. 

)3
,1

,2
,1

(
1
=

g
,  

)1
,1

,1
,4

(
2
=

g
,  

)0
,1

,1
,3

(
3
=

g
.

4.38. 
)1

,2
,2

,1
(

1
−

=
g

, 
)3

,5
,1

,1
(

2
−

=
g

, 
)7

,8
,2

,3
(

3
−

=
g

.
У

 задачах 4.39 –  4.40 застосувати процес ортогоналізації
для побудови ортогонального базису підпростору, натягну-
того на задану систему векторів у евклідовім просторі 

n
E

:
4.39. 

)1
,2

,2
,1

(
1

−
=

g
, 

)3
,5

,1
,1

(
2

−
=

g
, 

)7
,8

,2
,3

(
3

−
=

g
.

4.40. 
)1

,3
,1

,2
(

1
−

=
g

, 
)3

,3
,4

,7
(

2
−

=
g

, 
)0

,6
,1

,1
(

3
−

=
g

,
 

)8
,7

,7
,5

(
4
=

g
.

У
 задачах  4.41 – 4.44  перевірити ортогональність вка-

заних систем векторів у евклідовім просторі  
n

E
  та допов-

нити їх до ортогональних базисів:
4.41. 

)3
,1

,2
,1

(
1

−
=

e
,  

)1
,3

,1
,2

(
2

−
=

e
.

4.42. 
)1

,1
,1

,1
,1

(
1
=

e
, 

)2
,1

,0
,0

,1
(

2
−

=
e

,
)2

,0
,1

,1
,2

(
3

−
=

e
.

4.43. 
 

 
=

3 2,3 1,
3 2

1 e
,  

 
 

−
=

3 2
,3 2,3 1

2 e
.

4.44. 
)2

,1
,1

,1
(

1
=

e
,  

)3
,3

,1
,1

(
2

−
=

e
.

4.45. Задано вектори  
2

1 ,e
e

,  які утворю
ю
ть ортонормо-

ваний базис унітарного простору. Знайти  
)

,
(

b
a

,  якщ
о:

а) 
2

1
)1

(
e

i
ei

a
−

+
=

,  
2

1
)

3(
)

2(
e

i
e

i
b

+
+

+
=

;

б) 
2

1
)

4
3(

5
e

i
e

a
+

−
=

,  
2

1
)2

(
3

e
i

ei
b

−
+

=
.

4.46. Задано вектори 
2

1 ,e
e

, які утворю
ю
ть ортогональ-

ний базис унітарного простору. Знайти 
)

,
(

b
a

, 
a

, 
b

 якщ
о:

а) 
2

1
)

4(
e

i
e

a
+

+
=

, 
2

1
)

3(
2

e
i

e
b

−
+

−
=

, 
2

1
=

e
, 

3
2
=

e
;

б) 
2

1
)

2(
)

1(
e

i
e

i
a

−
+

+
=

, 
2

1
)

2(
)

1(
e

i
e

i
b

+
+

+
=

, 
2 1

1
=

e
,

1
2
=

e
.

П
риклад 4. В

ектори  a
  та  b

  задані в унітарному прос-
торі 

2
U

 в ортонормованому базисі:

)
2,

2(
i

a
−

=
,   

)2
,

3(
i

b
+

=
.

Знайти довж
ину 

a
 вектора  a

  та ермітів добуток  
)

,
(

b
a

.

 
)

,
(

a
a

a
=

,

9
1

4
4

)
2(

)
2(

2
2

)
,

(
2

2
1

1
=

+
+

=
+

−
+

⋅
=

+
=

i
i

a
a

a
a

a
a

;  
3

=
a

.i
i

i
i

i
b

a
b

a
b

a
4

10
2

4
2

6
2

)
2(

)
3(

2
)

,
(

2
2

1
1

−
=

−
+

−
=

⋅
−

+
−

=
+

=
. 

IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

4.33. Задані вектори в евклідовім просторі  
n

E
  в ортонор-

мованому базисі. Знайти довж
ини векторів 

y
x,

, скалярний
добуток векторів, косинус кута ϕ

 між
 векторами, якщ

о:
а) 

)1
,2

(
−

=
x

,  
)3

,0
(

−
=

y
;

б) 
)1

,3
,0

(
=

x
,  

)2
,0

,1
(−

=
y

;
в) 

)0
,

12
,0

,5
(

−
=

x
,  

)2
,0

,1
,3

(−
=

y
.

4.34. В
 евклідовім просторі  

3
E

  за даним базисом побуду-
вати ортонормований:

а) 
)3

,2
,1

(
1
=

g
,  

)2
,3

,0
(

2
−

=
g

,  
)1

,1
,0

(
3

−
=

g
;

б) 
)3

,2
,1

(
1
=

g
,  

)0
,2

,0
(

2
=

g
,  

)3
,0

,0
(

3
=

g
;

в) 
)0

,0
,1

(
1
=

g
,  

)1
,1

,0
(

2
−

=
g

,  
)1

,1
,1

(
3
=

g
.

4.35. В
 евклідовім просторі  

4
E

  за даним базисом побу-
дувати ортонорм

ований:

а) 
)0

,0
,1

,1
(

1
=

g
,  

)1
,1

,0
,0

(
2
=

g
,

)1
,1

,0
,1

(
3
=

g
,  

)1
,0

,1
,0

(
4

−
=

g
;

б) 
)2

,1
,0

,1
(

1 =
g

,    
)0

,1
,0

,1
(

2
−

−
=

g
,

)1
,2

,0
,0

(
3
=

g
,  

)1
,1

,1
,0

(
4
=

g
.

У
 задачах  4.36 – 4.38  застосувати процес ортогоналі-

зації до вказаних систем векторів у евклідовім просторі  
n

E
:
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Тоді матриця

     

     

=

nn
n

n

n n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A

… … …

2
1

2
22

21

1
12

11

називається мат
рицею

 лінійного операт
ора  A

  у базисі  β
.  Стовпці цієї

матриці складені з коефіцієнтів розкладу векторів  
k e

A
  за базисом  β

.

Л
інійний оператор  A

  у  n
-вимірному просторі  

n
L

  однозначно
визначається заданою

 м
атрицею

, тобто:
X

A
Y

x
y

=
⇔

=
A

,

де  
Y

X
,

 – стовпці координат векторів  
y

x,
,  A

 – матриця оператора  A
у базисі  β

. О
тж
е координати вектора  y

  вираж
аю

ться через координати
вектора  x

  за формулами:

    

+
+

+
=

+
+

+
=

+
+

+
=

.
...

.
..........

..........
..........

..........
..........

;
...

;
...

2
2

1
1

2
2

22
1

21
2

1
2

12
1

11
1

n
nn

n
n

n

n
n

n
nx

a
x

a
x

a
y

x
a

x
a

x
a

y
x

a
x

a
x

a
y

Н
ехай  A

  і  A ′ – матриці оператора  A
  у базисах  β

  і  β ′ ,  а  T
– матриця переходу від базису  β

  до базису  β ′ .  Тоді формула перетво-
рення матриці оператора при зміні базису має вигляд:

T
A

T
A

1−
= ′

.
М
атриці  A

  та  A ′  називаю
ться подібними.

Д
ії над лінійним

и операторам
и. В

ведемо наступні операції над
лінійними операторами, щ

о дію
ть у ф

іксованому просторі  L
:

а) сумою
 операт

орів  A
  т
а  B

  називається оператор  
B

A
C

+
=

,
такий, щ

о  
(

)
x

x
x

x
B

A
B

A
C

+
=

+
=

,
б) добут

ком операт
ора  

A
  на число  α

  називається оператор
A

C
α

=
,  такий, щ

о  
(

)
x

x
x

A
A

C
α

α
=

=
,

в) добут
ком операт

ора A
  на операт

ор  B
  називається оператор

B
A

C
=

,  такий, щ
о  

(
)

(
)x

x
x

B
A

B
A

C
=

=
,

г) оберненим до операт
ора  

A
  називається оператор  

1−
A

,  та-
кий, щ

о  
E

A
A

A
A

=
=

−
−

1
1

.

ГЛ
АВА 5. ЛІН

ІЙ
Н
І О

П
ЕРАТО

РИ

§1. А
лгебра лінійних операт

орів

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні означення. Н

ехай  L
  лінійний простір. Я

кщ
о кож

ному век-
тору  

L
∈x

  поставлено у відповідність єдиний вектор  
L

∈y
,  то будемо

казати, щ
о задано відображ

ення  A
  простору  L

  в себе, або операт
ор,

перет
ворення, щ

о діє в просторі  L
.

Коротко це записується так: 
L

L
→

:
A

,  або  
(

)x
y

A
=

,  або  
x

y
A

=
.

Вектор y
 називається образом вект

ора x ,  а  x  – прообразом вект
ора  y

.
О
ператор не обов’язково переводить елементи простору  L

  в себе, він
мож

е діяти, переводячи елементи одного простору в елементи інш
ого про-

стору. Будемо розглядати тільки оператори, щ
о переводять елементи  прос-

тору  L
  в себе.

Лінійним операт
ором у лінійному просторі  L

  називається будь-яке відоб-
раження  

L
L

→
:

A
  простору  L

  в себе, щ
о  задовольняє  таким  умовам:

1) 
(

)
2

1
2

1
x

x
x

x
A

A
A

+
=

+
,

2) 
(

)
x

x
A

A
λ

λ
=

,

де  
L

∈2
1 ,

,
x

x
x

,  λ
 – число.

О
ператор  O

  називається нульовим, якщ
о

0
=

x
O

  
L

∈
∀

x
.

О
ператор  E

  називається т
от
ож

ним (одиничним), якщ
о

x
x

=
E

  
L

∈
∀

x
.

В
ведені оператори є лінійними.

У
 п. ІІІ цього параграфа наведено приклади лінійних операторів та-

ких, як, оператор подібності, оператор дзеркального відображ
ення, опера-

тор проектування, оператор повороту, оператор диференцію
вання та ін.

М
атриця лінійного оператора. Н

ехай  
A

 – лінійний оператор у
n

-вимірному просторі  
n

L
  і  β

)
,

...
,

,
(

2
1

n e
e

e
=

 – деякий фіксований
базис. Розкладемо вектори  

k e
A

  за базисом  β
:

n
nk

k
k

k
e

a
e

a
e

a
e

+
+

+
=

...
2

2
1

1
A

,   
n

k
,1

=
.
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7. Я
кий лінійний оператор є невиродж

еним?
8. Я

кий лінійний оператор називається оберненим даному
лінійному оператору?

9. Н
евиродж

ений оператор  A
  в деякому базисі зада-

ний матрицею
  A

.  Ч
ому дорівню

є в цьому базисі матриця
оператора, оберненого оператору  A

?
10. Щ

о називається ядром лінійного оператора? Я
к воно

позначається?
11. Щ

о називається образом
 або областю

 значень
лінійного оператора? Я

к вона позначається?
12. Щ

о називається рангом оператора  A
;  дефектом опе-

ратора  A
?

13. Я
к знайти ранг та дефект оператора  A

;  ядро опера-
тора  A

;  образ оператора  A
?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті наведено 22 приклади розв’язання задач,

які за своєю
 тематикою

 розподілились таким чином:
1. Д

оведення лінійності оператора: приклади  1 – 5.
2. Знаходж

ення матриці лінійного оператора з наведенням,
за мож

ливістю
, геометричної інтерпретації: приклади 6 – 12.

3. Знаходж
ення матриці лінійного оператора та його об-

разу, а також
 матриця лінійного оператора у різних базисах:

приклади 13 – 16.
4. Д

ії над лінійними операторами: приклади 17 – 20.
5. Знаходж

ення ядра та образу лінійного оператора:
приклади 21, 22.

П
риклад 1. Д

овести, щ
о наведені ниж

че оператори лінійні.

а) т
от
ож

ний (одиничний) оператор  E
  такий, щ

о
x

x
=

E
  

L
∈

∀
x

;
б) операт

ор подібност
і  A

  такий, щ
о

x
x

α
=

A
,  

R
∈

α
,  

L
∈

∀
x

.

О
ператор A

 має обернений тоді і тільки тоді, коли його матриця A
 неви-

роджена. У
 цьому випадку оператор A

 називається невиродж
еним.

Я
дро та образ лінійного оператора. М

нож
ина векторів  

L
∈x

,  для
яких  

0
=

x
A

,  називається ядром лінійного оператора  
A

.  М
нож

ина
векторів  

x
y

A
=

,  
L

∈x
,  називається образом

 лінійного оператора
A

  або област
ю

 значень цього оператора.
П
означення:  

A
K

er
 – ядро лінійного оператора  A

,  
A

Im
 – об-

раз лінійного оператора  
A

.
Ядро і образ лінійного оператора утворю

ю
ть підпростори у просторі

L
.  П

ри цьому вимірність ядра 
A

K
er

dim
  називається деф

ект
ом опера-

тора  A
; вимірність образу  

A
Im

dim
 – рангом оператора  A

.  Тобто,

A
A

K
er

dim
def

=
,

A
A

Im
dim

R
g

=
.

Д
ля  n

-вимірного простору  
n

L
  справедлива рівність

n
=

+
A

A
Im

dim
K

er
dim

.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Я
кий оператор називається лінійним?

2. Я
кі оператори називаю

ться рівними?
3. Щ

о називається матрицею
 лінійного оператора просто-

ру  L
  у даному базисі?

4. Записати формулу для знаходж
ення матриці  A ′  лінійно-

го оператора у базисі  {
}i e ′,  якщ

о відомі матриця  A
  лінійного

оператора  A
  у базисі  {

}i e  і матриця  T
  переходу від базису

{
}i e  до базису  {

}i e ′.
5. Щ

о називається сумою
 двох лінійних операторів? Чи є

ця сума лінійним оператором? Чому дорівню
є матриця суми двох

лінійних операторів?
6. Щ

о називається добутком двох лінійних операторів? Чи
є цей добуток лінійним оператором? Чому дорівню

є матриця
добутку двох лінійних операторів?
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 О
ператор буде лінійним у тому випадку, якщ

о виконую
ться умови

1)  та  2)  лінійності оператора. У
 наш

ому випадку

(
)

(
)

(
)

(
)

=
+

=
+

=
+

j
x

пр
x

пр
j

x
x

пр
x

x
O

y
O

y
O

y
2

1
2

1
2

1
A

(
)

(
)

2
1

2
1

x
x

j
x

пр
j

x
пр

O
y

O
y

A
A

+
=

+
=

,

(
)

(
)

(
)

x
j

x
пр

j
x

пр
x

O
y

O
y

A
A

λ
λ

λ
λ

=
=

=
.

Таким чином, даний оператор є лінійним. 

П
риклад 5. В

становити, чи є лінійними наступні перетво-
рення 

C
B

A
,

,
, якщ

о  
)

,
,

(
3

2
1

x
x

x
x

=
,

)
4,

,
(

2
1

3
2

1
1

x
x

x
x

x
x

x
−

+
−

=
A

,
)

4,
,1

(
2

1
3

2
1

x
x

x
x

x
x

−
+

−
=

B
,)

4,
,

(
22

1
3

2
1

1
x

x
x

x
x

x
x

−
+

−
=

C
.

 В
рахуємо, щ

о  
)

,
,

(
3

2
1

x
x

x
x

=
,  

)
,

,
(

3
2

1
y

y
y

y
=

,

)
,

,
(

3
3

2
2

1
1

y
x

y
x

y
x

y
x

+
+

+
=

+
,  

)
,

,
(

3
2

1
x

x
x

x
λ

λ
λ

λ
=

.

Д
алі, для оператора  

A
:

)
4,

,
(

2
1

3
2

1
1

x
x

x
x

x
x

x
−

+
−

=
A

,)
4,

,
(

2
1

3
2

1
1

y
y

y
y

y
y

y
−

+
−

=
A

.

))
(

)
(4

,
)

(
,

(
)

(
2

2
1

1
3

3
2

2
1

1
1

1
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
+

−
+

+
+

+
−

+
+

=
+

A
,))

(
)

(4
,

)
(

,
(

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

1
1

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

+
−

+
+

+
+

−
+

+
=

+
A

A
.

О
тж

е,  
y

x
y

x
A

A
A

+
=

+
)

(
.

)
4,

,
(

)
(

2
1

3
2

1
1

x
x

x
x

x
x

x
λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

−
+

−
=

A
,

))
4(

,)
(

,
(

)
4,

,
(

2
1

3
2

1
1

2
1

3
2

1
1

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
−

+
−

=
−

+
−

=
λ

λ
λ

λ
λ

A
,

О
тж

е,  
x

x
A

A
λ

λ
=)

(
.

Звідси випливає, щ
о умови лінійності оператора  A

  виконані, опера-
тор  A

 – лінійний.

Д
ля оператора  B

:  
)

4,
,1

(
2

1
3

2
1

x
x

x
x

x
x

−
+

−
=

B
,)

4,
,1

(
2

1
3

2
1

y
y

y
y

y
y

−
+

−
=

B
.

))
(

)
(4

,
)

(
,1

(
)

(
2

2
1

1
3

3
2

2
1

1
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
+

−
+

+
+

+
−

+
=

+
B

,))
(

)
(4

,
)

(
,2

(
2

2
1

1
3

3
2

2
1

1
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
+

−
+

+
+

+
−

+
=

+
B

B
.

 Згідно з означенням лінійного оператора перевіримо виконання умов:
1) 

2
1

2
1

)
(

x
x

x
x

A
A

A
+

=
+

; 2) 
x

x
A

A
λ

λ
=)

(
  

L
∈

∀
2

1 ,
,

x
x

x
.

а) 
(

)
2

1
2

1
2

1
x

x
x

x
x

x
E

E
E

+
=

+
=

+
,

(
)

x
x

x
E

E
λ

λ
λ

=
=

.
Умови 1), 2) виконую

ться, отж
е одиничний оператор лінійний.

б) 
(

)
(

)
2

1
2

1
2

1
2

1
x

x
x

x
x

x
x

x
A

A
A

+
=

+
=

+
=

+
α

α
α

,

(
)

x
x

x
x

A
A

λ
α

λ
λ

α
λ

=
=

=
.

Умови 1), 2) виконую
ться, отж

е оператор подібності лінійний. 

П
риклад 2. О

ператор A
  у лінійному просторі  L

  визна-
чено рівністю

a
x

x
+

=
A

,

де  
L

∈
a

 – фіксований вектор,  
0

≠
a

.  Чи є оператор  A
 лінійним?

 В
раховую

чи, щ
оa

x
x

+
=

A
,  

a
y

y
+

=
A

,  
(

)
a

y
x

y
x

+
+

=
+

A
,

маємо

(
)

y
x

y
x

A
A

A
+

≠
+

,   бо   
a

y
x

a
y

a
x

a
y

x
2

+
+

=
+

+
+

≠
+

+
.

О
тж

е, умова 1) лінійності оператора не виконується і оператор  A
  не

є лінійним. 

П
риклад 3. Чи є лінійним оператор  A

,  якщ
о  

2
L

∈
∀

x

j
i

x
3

−
=

A
?

 В
раховуємо, щ

оj
i

x
3

1
−

=
A

,  
j

i
x

3
2

−
=

A
,  

(
)

j
i

x
x

3
2

1
−

=
+

A
.

О
тж

е,  
(

)2
1

2
1

6
2

x
x

j
i

x
x

+
≠

−
=

+
A

A
A

.  У
мова 1) не виконуєть-

ся. Таким чином, даний оператор не є лінійним. 

П
риклад 4. Чи є лінійним оператор  A

,  якщ
о відомо,

щ
о  

2
L

∈
∀

x
  

(
)j

x
x

O
y

пр
=

A
.
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 x
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j
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Рис. 5.1
Звідси матриця P

  оператора проектування на площ
ину  xO

y
  така:

   

   
=

0
0

0
0

1
0

0
0

1
P

. 

П
риклад 8. У

 базисі  β
(

)k
j

i
,

,
=

  написати матрицю
  

α
P

оператора проектування  
α

P
  на площ

ину  
0

:
=

+
+

z
y

x
α

.
 С
посіб 1. Д

ля відш
укання матриці 

α P
 оператора проектування  

α
P

з’ясуємо, як діє цей оператор на довільний вектор 
)

,
,

(
3

2
1

x
x

x
x

=
. Д

ля цьо-
го знайдемо проекцію

 точки 
)

,
,

(
3

2
1

x
x

x
M

 на площ
ину α

.

Рівняння прямої L
, щ

о проходить через точку 
)

,
,

(
3

2
1

x
x

x
M

, пер-
пендикулярно до площ

ини α
: 

0
=

+
+

z
y

x
, є

:
L

   
1

1
1

3
2

1
x

z
x

y
x

x
−

=
−

=
−

.

Знайдемо точку 
)

,
,

(
z

y
x

K
 перетину прямої L

 та площ
ини α

, роз-
в’язавш

и систему:

  

=
+

+

=
−

=
−

=
−

,
0

;
1

1
1

3
2

1

z
y

x

t
x

z
x

y
x

x
 ⇒

     

=
+

+
+

=
+

=
+

=

,
0 ; ; ;

3 2 1

z
y

x
t

x
z

t
x

y
t

x
x
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.
3

;
0

3

3
2

1

3
2

1

x
x

x
t

t
x

x
x

+
+

−
=

=
+

+
+

П
орівняння показує, щ

о  
y

x
y

x
B

B
B

+
≠

+
)

(
.  О

тж
е, оператор  B

не є лінійним.

Д
ля оператора  C

:  
)

4,
,

(
22

1
3

2
1

1
x

x
x

x
x

x
x

−
+

−
=

C
,)

4,
,

(
22

1
3

2
1

1
y

y
y

y
y

y
y

−
+

−
=

C
.

(
)

)
)

(
)

(4
,

)
(

,
(

2
2

2
1

1
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3
2

2
1

1
1

1
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
+

−
+

+
+

+
−

+
+

=
+

C
,

))
(

)
(4

,
)

(
,

(
22

22
1

1
3

3
2

2
1

1
1

1
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
+

−
+

+
+

+
−

+
+

=
+
C

C
.

П
орівняння показує, щ

о  
y

x
y

x
C

C
C

+
≠

+
)

(
.  О

тж
е, оператор  C

  не
є лінійним. 

П
риклад 6. Знайти матрицю

 тотож
ного оператора  E

  у
лінійному просторі  

n
L

.
 Тотож

не перетворення не зміню
є базисних векторів:  

1
1

e
e

=
E

,

2
2

e
e

=
E

,  …
,  

n
n

e
e

=
E

,  тобто

.
1

0
0

..........
....

..........
..........

...
.......

;
0

1
0

;
0

0
1

2
1

2
1

2

2
1

1

n
n

n ne
e

e
e

e
e

e
e

e
e

e
e

… … …

+
+

+
=

+
+

+
=

+
+

+
=

E E E

О
тж

е, матрицею
 тотож

ного оператора є одинична матриця  E
.

     

     

=

1
0

0

0
1

0
0

0
1

…
…

…
…

…
… …

E
. 

П
риклад 7. Знайти матрицю

  P
  оператора проектуван-

ня  P
  на площ

ину  xO
y  (рис. 5.1).

 Застосуємо оператор  P
  до базисних векторів  

k
j

i
,

,
.

)0
,0

,1
(

=
=

i
i

P
;)0

,1
,0

(
=

=
j

j
P

;)0
,0

,0
(

0
=

=
k

P
.
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Рис. 5.2
О
тж

е, маємо
(

)n
n

x
n

x
n n

x
x

x
x

x
x

n
n

2
,

пр
−

=
⋅

−
=

−
=

=
α

α P
,

де  n
 – норм

альний вектор площ
ини  α

.  У
 розглядуваному випадку

k
j

i
n

+
+

=
,  

3
=

n
,  

3
2

=
n

,  
1

)
,

(
)

,
(

)
,

(
=

=
=

k
n

j
n

i
n

,  а відтак

k
j

i
n

i
i

3 1
3 1

3 2
3 1

−
−

=
−

=
α

P
,k

j
i
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j
3 1
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=
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,

k
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i
n

k
k
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−
=

α P
,

Звідси матриця  
α P

  оператора проектування  
α P

  така:

      

      

−
−

−
−

−
−

=
α

3 2
3 1

3 1
3 1

3 2
3 1

3 1
3 1

3 2

P
. 

П
риклад 9. Знайти матрицю

  A
  оператора  A

 дзеркаль-
ного відображ

ення  відносно площ
ини  xO

y (рис. 5.3).
 Застосуємо оператор  A

  до базисних векторів  
k

j
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,
,

.
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=
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;
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Знайдемо, як діє оператор 
α

P
 на базисні вектори.

 
 

−
−

=
3 1

,
3 1

,
3 2

i
α

P
; 

 
−

−
=

3 1
,

3 2
,

3 1
j

α
P

;

 
 

−
−

=
3 2,3 1

,3 1
k

α
P

.

Звідси матриця 
α P

 оператора проектування 
α

P
 така:

      

      

−
−

−
−

−
−

=
α

3 2
3 1

3 1
3 1

3 2
3 1

3 1
3 1

3 2

P
.

Спосіб 2. О
ператор проектування на площ

ину  α
  визначається  рівніс-тю

α
α

x
x

=
P

,  де 
α x

 – ортогональна проекція вектора x  на площ
ину α

.

О
ртогональною

 проекцією
 вектора  x

  на площ
ину  α

  називається
вектор  

α x
,  компланарний площ

ині  α
,  причому різниця  

α x
x

−
  пер-

пендикулярна цій площ
ині, тобто  

α
α

⊥
−

)
(

x
x

 (рис. 5.2).  О
тж

е,

n x
x

x
=

−
α

,  де  
n n

x
x

n
n

⋅
=
пр

.  Тут враховано, щ
о  

n x  повинно бути

напрямлено у бік вектора  x
.  Тоді  

n x
x

x
−

=
α

.
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Ц
е формули перетворення координат при повороті системи координат.

 x

 y О

 x'
 y'

 
j

A
 

i
A

 
j

 α

 i

 α

Рис. 5.4 

П
риклад 11. Знайти матрицю

 оператора повороту навко-
ло осі  

z
O

  на кут  α
  в додатному напрямку (рис. 5.5).

 Застосуємо оператор повороту A
 до базисних векторів  

k
j

i
,

,
.

0
sin

cos
⋅

+
+

= ′
=

k
j

i
i

i
α

α
A

;

0
cos

sin
⋅

+
+

−
= ′

=
k

j
i

j
j

α
α

A
;

1
0

0
⋅

+
⋅

+
⋅

= ′
=

k
j

i
k

k
A

.
Тоді матриця оператора повороту буде така:   

   
−

=
1

0
0

0
cos

sin
0

sin
cos

α
α

α
α

A
.

З того, щ
о  

x
y

A
=

  ⇔
  

X
A

Y
=

,  та позначивш
и

   

   

′ ′ ′

=
z y x

Y
, 

   

   
=

z y x
X

,

маємо

   

   
+ −

=   

      

   
−

=
=

z y
x

y
x

z y x
X

A
Y

α
α

α
α

α
α

α
α

cos
sin

sin
cos

1
0

0
0

cos
sin

0
sin

cos
.

)0
,1

,0
(

=
=

j
j

A
;)1

,0
,0

(
−

=
−

=
k

k
A

.

 x

 z

 y
 O

 i
 

j
 k

 M
 (x, y, z)

 M
' (x, y, –z)

 K

Рис. 5.3
О
тж

е, матриця оператора  A
  дзеркального відображ

ення  відносно
площ

ини  xO
y

  така:

   

   

−
=

1
0

0
0

1
0

0
0

1
A

. 

П
риклад 10. Л

інійне перетворення сукупності усіх векторів
на площ

ині  xO
y  полягає в повороті кож

ного вектора проти
годинникової стрілки на кут  α

  (рис. 5.4).  Знайти матрицю
цього перетворення та записати його в координатній формі.

 О
скільки,  

α
α

sin
cos

j
i

i
+

=
A

,  
α

α
cos

sin
j

i
j

+
−

=
A

, то

  
  

−
=

α
α

α
α

cos
sin

sin
cos

A
.

Ц
е матриця оператора повороту на кут  α

.
О
тж

е, з того, щ
о  

X
A

Y
=

,  маємо

.
cos

sin
;

sin
cos

α
α

α
α

y
x

y
y

x
x

+
= ′

−
= ′ Глава 5. Л

інійні оператори
§1. А
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П
риклад 13. Знайти матрицю

 лінійного оператора  A
  у

базисі  
(

)0
,0

,1
1 =

e
,  

(
)0

,1
,0

2
=

e
,  

(
)1,

0,
0

3 =
e

  якщ
о відомо,

щ
о цей оператор переводить будь-який вектор  

(
)3

2
1

,
,

α
α

α
=

x
у вектор  

(
)3

3
2

1
,

,
3

α
−

α
+

α
α

=
y

.
 Знайдемо образи  

1 e
A

,  
2 e

A
,  

3 e
A

  базисних векторів. Згідно з умовою

3
3

2
2

1
1

e
e

e
x

α
α

α
+

+
=

,  тоді  
(

)
3

3
2

3
2

1
1

3
e

e
e

x
α

α
α

α
−

+
+

=
A

.  О
тж

е,

1
1

3e
e

=
A

,  
2

2
e

e
=

A
,  

3
2

3
e

e
e

−
=

A
.  Запиш

емо координати образу кожно-
го вектора  

3
2

1
,

,
e

e
e

  відповідно у стовпці матриці  A
.  Тоді  отримаємо

   

   

−
=

1
0

0
1

1
0

0
0

3
A

.

Ц
е матриця оператора  

A
  у даному базисі. 

П
риклад 14. Д

ана матриця

   

   
−

=
5

0
0

0
1

2
2

1
1

A

лінійного оператора  A
  у базисі  

3
2

1
,

,
e

e
e

.  Знайти  
x

A
,

якщ
о  

3
2

1
3

2
e

e
e

x
+

−
=

.
 С
посіб 1. В

ідомо, щ
о координати образу  

x
A

  та прообразу  x
зв’язані співвіднош

енням  
X

A
Y

=
,  де  Y

 – стовпець з координат обра-
зу,  X

 – стовпець з координат прообразу. У
 наш

ому прикладі

   

   
=   

   −
   

   
−

=   

   

15 3 9

3 1 2

5
0

0
0

1
2

2
1

1

3 2 1y y y
.

Таким чином,  
3

2
1

15
3

9
e

e
e

x
+

+
=

A
.

С
посіб 2. В

икористовую
чи означення м

атриці оператора  
A

  у
базисі 

3
2

1
,

,
e

e
e

,  маємо:  
2

1
1

2e
e

e
+

=
A

,  
2

1
2

e
e

e
+

−
=

A
,  

3
1

3
5

2
e

e
e

+
=

A
.

О
скільки оператор  A

  лінійний, то

(
)

3
2

1
3

2
1

3
2

3
2

e
e

e
e

e
e

x
A

A
A

A
A

+
−

=
+

−
=

.

j ′j

 x

 z

 y

k

i
 i ′

α  О

Рис. 5.5
О
тж

е,  
α

α
sin

cos
y

x
x

−
= ′

;  
α

α
cos

sin
y

x
y

+
= ′

;  
z

z
= ′

.
Ц
е формули перетворення координат при повороті навколо осі  

z
O

на кут  α
. 

П
риклад 12. Знайти матрицю

  D
  оператора диференці-

ю
вання  D

  у  просторі многочленів  
n

P
  степеня  

)1
(

−
≤

n
  у

базисі  
1

2
,

,
,

,1
−n

t
t

t
…

.
 П
означимо базисні вектори простору  

n
P

1
1

=
e

,  
t

e
=

2
,  

2
3

t
e

=
,  …

  ,  
1−

=
n

n
t

e
.

Застосуємо оператор диф
еренцію

вання до цих векторів.
)0

,0
,

,0
,0

,0
(

0
)1

(
1

…
=

= ′
=

e
D

;

)0
,0

,
,0

,0
,1

(
1

1
)

(
1

2
…

=
=

= ′
=

e
t

e
D

;

)0
,0

,
,0

,2
,0

(
2

2
)

(
2

2
3

…
=

=
= ′

=
e

t
t

e
D

;
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

..........
..........

)0
,1

,
,0

,0
,0

(
)1

(
)1

(
)

(
1

2
1

−
=

−
=

−
= ′

=
−

−
−

n
e

n
t

n
t

e
n

n
n

n
…

D
.

О
тж

е, матриця оператора диференцію
вання        

        

−

=

0
0

0
0

1
0

0
0

0
0

0
0

0
2

0
0

0
0

1
0

… …
…

…
…

…
…

… … …

n

D
. 
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О
тж

е,

  
  

−
−

=  
  

−
−

  
  

−
−

=  
  

−
−

  
  

−
  

  
−

−
= ′

2
1

17
6

4
1

3
1

1
2

1
7

4
1

3
1

3
1

2
1

1
1

3
4

A
. 

П
риклад 17. П

еретворення  A
  полягає в повороті кож

ного
вектора площ

ини  xO
y   на кут  

4 π
α

=
.  Знайти в координатній

формі перетворення  
E

A
+

.
 М

аємо

j
i

j
i

i
2 2

2 2
4

sin
4

cos
+

=
+

=
π

π
A

,j
i

j
i

j
2 2

2 2
4

cos
4

sin
+

−
=

+
−

=
π

π
A

.

О
тж

е,

    

    
−

=

2 2
2 2

2 2
2 2

A
.

О
скільки

  
  

=
1

0
0

1
E

,

то

    

    

+

−
+

=
+

1
2 2

2 2
2 2

1
2 2

E
A

.

Таким чином, лінійне перетворення  
E

A
+

  в координатній формі за-
писується так:

y
x

x
2 2

1
2 2

−
  

  
+

= ′
,         

y
x

y
  

  
+

+
= ′

1
2 2

2 2
. 

П
риклад 18. Н

ехай 
)

,
,

(
3

2
1

x
x

x
x

=
,

)
,

,
(

3
1

3
2

2
1

x
x

x
x

x
x

x
+

+
+

=
A

, 
)

,
,

(
2

1
3

1
3

2
x

x
x

x
x

x
x

+
+

+
=

B
.

Знайти  
x

B
A

.

П
ідставляємо  

1 e
A

,  
2 e

A
,  

3 e
A

  в останнє рівняння. Тоді знаходимо

(
)

(
)

(
)3

1
2

1
2

1
5

2
3

2
2

e
e

e
e

e
e

x
+

+
+

−
−

+
=

A

або  
3

2
1

15
3

9
e

e
e

x
+

+
=

A
. 

П
риклад 15. У

 просторі  
4

L
 розглядається лінійне перетворен-

ня  A
.  Записати це перетворення в координатній формі, якщ

о

4
3

1
e

e
e

+
=

A
,  

4
1

2
e

e
e

+
=

A
,  

2
1

3
e

e
e

+
=

A
,  

3
2

4
e

e
e

+
=

A
.

 М
атриця перетворення  A

  має вигляд:

     

     

=

0
0

1
1

1
0

0
1

1
1

0
0

0
1

1
0

A
.

О
тж

е, з  
x

y
A

=
  ⇒

  
X

A
Y

=
  ⇒

     

     

     

     

=     

     

4 3 2 1

4 3 2 1

0
0

1
1

1
0

0
1

1
1

0
0

0
1

1
0

x x x x

y y y y

.

Звідки  
3

2
1

x
x

y
+

=
,  

4
3

2
x

x
y

+
=

,  
4

1
3

x
x

y
+

=
,  

2
1

4
x

x
y

+
=

. 

П
риклад 16. Д

ано два базиси  
2

1 ,e
e

  та  
2

1 ,e
e

′
′

  лінійного

простору  та  матриця  
  

  
−

=
3

1
2

1
A

  оператора  A
  у базисі

2
1 ,e

e
.  Знайти матрицю

 цього оператора у базисі  
2

1 ,e
e

′
′

,  якщ
о

2
1

1
e

e
e

−
= ′

,  
2

1
2

4
3

e
e

e
−

= ′
.

 Відомо, щ
о якщ

о  A
 – матриця оператора  A

  у базисі  
2

1 ,e
e

,  а  T
 –

матриця переходу від базису  
2

1 ,e
e

  до базису  
2

1 ,e
e

′
′

,  то матриця  A ′  оператора
A

  у базисі  
2

1 ,e
e

′
′

  знаходиться за формулою
  

T
A

T
A

1−
= ′

.  У наш
ому випадку

  
  

−
−

=
4

1
3

1
T

,    
  

  
−

−
=

−
1

1
3

4
1

T
.
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Д
алі,

   

   

−
−

=
18

7
12

7
4

6
2

4
0

B
A

,           
   

   

− −
=

13
6

14
9

5
0

5
7

4
A

B
.

Тому

   

   

−
−

−
−

−
−

=
−

=
5

1
26

2
1

6
3

11
4

A
B

B
A

C
.

За означенням матриці лінійного оператора у канонічному базисі  
n

R
її стовпці є наборами компонент образів базисних векторів, отж

е
(

)
26

,6
,4

1
−

−
=

e
C

,  
(

)1
,1

,
11

2
−

−
=

e
C

,  
(

)5
,2

,3
3

−
−

=
e

C
.

Звідки знаходимо:
(

)
=

+
+

=
+

+
=

3
3

2
2

1
1

3
3

2
2

1
1

e
x

e
x

e
x

e
x

e
x

e
x

x
C

C
C

C
C(

)3
2

1
3

2
1

3
2

1
5

26
,

2
6,

3
11

4
x

x
x

x
x

x
x

x
x

+
−

−
−

−
−

+
−

=
. 

П
риклад 20. О

ператор  A
  у базисі  

2
1 ,e

e
  має матрицю

  
  

=
2

5
1

3
A

,  а оператор  B
  у базисі  

2
1

1
e

e
e

−
= ′

,  
2

1
2

e
e

e
+

= ′
 –

матрицю
  

  
  −

=
3

2
2

1
B

.  Знайти матрицю
 оператора:

1)  
B

A
+

  у базисі  
2

1 ,e
e

′
′

;      2)  
B

A
  у базисі  

2
1 ,e

e
.

 1. М
атриця  D

  оператора  
B

A
+

  у базисі  
2

1 ,e
e

′
′

  дорівню
є сумі

матриць операторів  
A

  та  B
  у цьому базисі. О

скільки оператор  
A

задано матрицею
  A

  у базисі  
2

1 ,e
e

,  спочатку знайдемо матрицю
  C

цього оператора у базисі  
2

1 ,e
e

′
′

.  Ф
ормула, щ

о вираж
ає залеж

ність між
матрицями  A

  та  C
  оператора  A

  відповідно у базисах  
2

1 ,e
e

  та  
2

1 ,e
e

′
′

,

має вигляд  
T

A
T

C
1−

=
,  де  T

 – матриця переходу від базису  
2

1 ,e
e

  до

базису 
2

1 ,e
e

′
′

.  О
скільки  

2
1

1
e

e
e

−
= ′

, 
2

1
2

e
e

e
+

=
′

,  то  
  

  −
=

1
1

1
1

T
.  Тоді

  
  

−
=

−
1

1
1

1
2 1

1
T

,

 В
ипиш

емо матриці  A
  та  B

  операторів  A
  та  B

  відповідно.

)1
,0

,1
(

1
=

e
A

,  
)0

,1
,1

(
2

=
e

A
,  

)1
,1

,0
(

3
=

e
A

;

)1
,1

,0
(

1
=

e
B

,  
)1

,0
,1

(
2

=
e

B
,  

)0
,1

,1
(

3
=

e
B

.

   

   
=

1
0

1
1

1
0

0
1

1
A

,    
   

   
=

0
1

1
1

0
1

1
1

0
B

.

Знайдемо добуток матриць  A
  та  B

.   

   
=

1
2

1
1

1
2

2
1

1
B

A
.

О
тж

е, оператор  
B

A
  має матрицю

  
B

A
.

x
y

B
A

=
  ⇔

  
X

B
A

Y
=

.

3
2

1
1

2x
x

x
y

+
+

=
,  

3
2

1
2

2
x

x
x

y
+

+
=

,  
3

2
1

3
2

x
x

x
y

+
+

=
,

)
2

,
2,

2
(

3
2

1
3

2
1

3
2

1
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
+

+
+

+
+

+
=

B
A

. 

П
риклад 19. У

 просторі  
3

R
  задано два лінійних оператори  A

і  B
.  Знайти матрицю

  C
  лінійного оператора 

A
B

B
A

C
−

=
  та

його явний вигляд у канонічному базисі  
3

R
,  якщ

о
(

)3
2

1
3

2
1

2
5

4,
2

3
2

,
2

x
x

x
x

x
x

x
x

+
−

+
+

−
=

A
,

(
)3

2
3

2
3

1
3

,
2,

3
x

x
x

x
x

x
x

+
−

+
+

−
=

B
.

 О
скільки(

)4
,2

,0
1

−
=

e
A

,  
(

)1
,3

,2
2

−
=

e
A

,  
(

)5
,2

,0
3

=
e

A
та

(
)0

,0
,3

1
−

=
e

B
,  

(
)1

,2
,0

2
−

=
e

B
,  

(
)3

,1
,1

3
=

e
B

,
то

   

   

−
−

=
5

1
4

2
3

2
0

2
0

A
,        

   

   

−

−
=

3
1

0
1

2
0

1
0

3
B

.
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Базис  
A

K
er

:  
   

   −
=

1 1 1
E

.

О
браз оператора – множ

ина образів усіх векторів даного простору
x

y
A

=
.  О

тж
е, якщ

о  
3

2
1

,
,

x
x

x
 – координати у базисі  

3
2

1
,

,
e

e
e

  довіль-
ного вектора  

L
∈x

,  
3

2
1

,
,

y
y

y
 – координати його образу у тому самому

базисі, то

   

   

   

    −
=   

   

3 2 1

3 2 1

3
3

0
0

1
1

3
2

1

x x x

y y y

або

3
2

1

3 2 1

3 0 3

3 1 2

0 1 1
x

x
x

y y y

   

   
+

   

   
+

   

    −
=   

   
.

Ц
я рівність означає, щ

о образ  
A

Im
  збігається з лінійною

 оболон-
кою

 системи стовпців матриці  A
,  тобто за базис  

A
Im

  мож
е бути вибра-

ний будь-який із базисів системи стовпців матриці  A
.

О
скільки

   

   
=   

   
+   

    −

3 1 2

3 0 3

0 1 1

та стовпці

   

    −0 1 1
 , 

   

   3 0 3

лінійно незалеж
ні, то вони утворю

ю
ть базис  

A
Im

.

Таким чином, образом оператора  A
  є:

(
)

(
)

{
}R

∈
∀

+
−

=
2

1
2

1
,

3,
0,

3
0,

1,
1

Im
c

c
c

c
A

,

2
Im

dim
=

A
.

Базис  
A

Im
:  

   

    −
=

0 1 1

1
E

,  
   

   
=

3 0 3

2
E

. 

  
  

−
−

=  
  −

  
  

  
  

−
=

5,
5

5,
2

5,1
5,

0
1

1
1

1
2

5
1

3
1

1
1

1
2 1

C
.

Таким чином,

  
  

=  
  −

+  
  

−
−

=
+

=
5,

8
5,

0
5,

0
5,

0
3

2
2

1
5,

5
5,

2
5,1

5,
0

B
C

D
.

2. М
атриця H

 оператора 
B

A
  у  базисі 

2
1 ,e

e
  дорівню

є 
S

A
,  де S

 –
матриця оператора  B

  у базисі  
2

1 ,e
e

.  М
атрицю

  S
  знаходимо за форму-

лою
  

1
1

1
T

B
T

S
−

=
,  де  

1 T  – матриця переходу від базису  
2

1 ,e
e

′
′

  до базису

2
1 ,e

e
.  О

скільки  
1

1
−

=
T

T
,  а  

T
T

=
−1

1
,  то

  
  −

=  
  

−
  

  −
  

  −
=

=
−

2
1

3
2

1
1

1
1

3
2

2
1

1
1

1
1

2 1
1

T
B

T
S

.

О
тж

е

  
  

=  
  −

  
  

=
=

19
8

11
5

2
1

3
2

2
5

1
3

S
A

H
. 

П
риклад 21.  Знайти ядро та образ лінійного оператора  A

,
який задано у деякому базисі  

3
2

1
,

,
e

e
e

  матрицею

   

    −
=

3
3

0
0

1
1

3
2

1
A

.

 Я
дро  оператора –  множ

ина векторів простору, яка переводиться
оператором у нульовий вектор. Тому для знаходж

ення ядра треба розв’я-
зати систему рівнянь  

0
=

X
A

, тобто

   

   
=   

   

   

    −

0 0 0

3
3

0
0

1
1

3
2

1

3 2 1x x x
,

де  
3

2
1

,
,

x
x

x
 – координати вектора  x

  у базисі  
3

2
1

,
,

e
e

e
.

Ранг  матриці A
 отриманої однорідної системи дорівню

є двом. Розв’я-
завш

и цю
 систему, отримаємо  

c
x

=
1

,  
c

x
−

=
2

,  
c

x
=

3
  

R
∈

∀
c

.  Таким
чином, ядром оператора  A

  є:(
)

{
}R

∈
∀

−
=

c
c

c
c

,
,

K
erA

.1
2

3
R

g
K

er
dim

=
−

=
−

=
A

n
A

.
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О
тж

е, ядром оператора  A
  є:

(
)

{
}R

∈
∀

−
=

c
c

c
c

,
,

K
erA

,

1
K

er
dim

def
=

==
A

A
.

 Базис  
A

K
er

:  
   

   −
=

1 1 1
E

.

О
бразом оператора  A

  є:

(
)

(
)

{
}R

∈
∀

+
=

2
1

2
1

,
1,

0,
2

1,
1,

1
Im

c
c

c
c

A
,

2
Im

dim
R

g
=

=
A

A
.

Базис  
A

Im
:  

   

   
=

1 1 1

1
E

,  
   

   
=

1 0 2

2
E

. 

IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах  5.1 – 5.5  з’ясувати, які з даних відображ

ень про-
стору 

3
V

 у себе є лінійними операторами; виписати їх матриці в

ортонормованому базисі (
) =

k
j

i
,

,
β

.

5.1. 
x

x
λ

=
A

,  λ
 – фіксоване число.

5.2. 
a

x
x

+
=

λ
A

,  λ
  та  a

 – фіксовані.
5.3. 

[
]x

a
x

,
=

A
,  де  a

 – фіксований вектор.
5.4. 

(
)x

x
a

x
,

=
A

,  де  a
 – фіксований вектор.

5.5. 
(

)
(

)
(

)kz
y

x
j

z
x

i
z

y
x

+
−

+
+

+
+

=
3

2
A

,

де  
kz

j
y

ix
x

+
+

=
.

У
 задачах  5.6 – 5.11  з’ясувати, які з даних відображ

ень
простору арифметичних векторів  

3
R

  у себе є лінійними опера-
торами; виписати їх матриці у канонічному базисі.

5.6. 
(

)3
2

1
3

1
3

2
3,

2,
x

x
x

x
x

x
x

x
+

−
+

+
=

A
.

5.7. 
(

)2
,1

,
3

2
1

+
+

=
x

x
x

x
A

.

П
риклад 22. Д

ля лінійного оператора
(

)2
1

3
1

3
2

1
,

,
2

x
x

x
x

x
x

x
x

+
−

+
+

=
A

,
щ
о діє у просторі  

3
R

,  визначити ранг та дефект, а також
 знай-

ти базиси образу та ядра.
 Д
ля того, щ

об представити арифметичні вектори та заданий лінійний
оператор, скористаємося канонічним базисом у  

3
R

.  У
 цьому базисі матри-

ця оператора має вигляд

   

   
−

=
0

1
1

1
0

1
1

2
1

A
.

За означенням  
A

K
er

∈x
  тоді і тільки тоді, коли 

0
=

x
A

, або у коор-
динатному записі,

   

   
=   

      

   
−

=
0 0 0

0
1

1
1

0
1

1
2

1

3 2 1x x x
X

A
.

Звідси ядро  
A

K
er

  співпадає з підпростором розв’язків наведеної
однорідної системи, тобто дефект оператора  A

  дорівню
є  

K
er

dim
=

A
1

2
3

=
−

=
−

=
A

Rg
n

,  а за базис у  
A

K
er

  мож
е бути вибрана фундамен-

тальна система розв’язків системи, наприклад,  
   

   −
=

1 1 1
E

.

За означенням  
A

Im
∈y

  тоді і тільки тоді, коли знайдеться век-
тор  

3
R

∈x
  такий, щ

о  
x

y
A

=
,  або, у координатному записі,   

   −
+   

   
+   

   
=   

      

   
−

=
=

0 1 1

1 0 2

1 1 1

0
1

1
1

0
1

1
2

1

3
2

1

3 2 1
x

x
x

x x x
X

A
Y

.

О
стання рівність означає, щ

о образ  
A

Im
  збігається з лінійною

 оболон-
кою

 системи стовпців матриці  A
.  О

тже, ранг оператора  A
  збігається з ран-

гом його матриці, тобто дорівню
є двом  

2
Im

dim
=

A
,  а за базис 

A
Im

 може
бути вибраний будь-який із базисів системи стовпців матриці  A

,  наприклад

   

   
=

1 1 1

1
E

 ,  
   

   
=

1 0 2

2
E

.
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5.17. О
ператор  A

  у базисі  
2

1 ,e
e

  має матрицю
  

  
  −

=
2

1
2

1
A

,

а оператор  B
  у базисі  

2
1

1
2

e
e

e
−

= ′
,  

2
1

2
e

e
e

−
= ′

 – матрицю

  
  

−
=

4
3

1
2

B
.  Знайти матрицю

 оператора:

а) 
B

A
+

  у базисі  
2

1 ,e
e

;
б) 

B
A

+
  у базисі  

2
1 ,e

e
′

′
;

в) 
B

A
  у базисі 

2
1 ,e

e
;

г) 
B

A
  у базисі  

2
1 ,e

e
′

′
.

5.18. У
 просторі 

4
L

 задано лінійний оператор A
, матриця

A
  якого у деякому базисі  β

(
)4

3
2

1
,

,
,

e
e

e
e

=
  така:

     

     
−

=

3
1

2
1

1
3

5
2

2
1

0
3

1
0

2
1

A
.

Знайти матрицю
 цього оператора у базисах:

а) β ′
(

)4
2

3
1

,
,

,
e

e
e

e
=

;

б) β ′
(

)4
3

2
1

3
2

1
2

1
1

,
,

,
e

e
e

e
e

e
e

e
e

e
+

+
+

+
+

+
=

.

5.19. У
 просторі  

3
L

  задано два базиси:

β ′:  
3

2
1

1
7

6
8

e
e

e
e

+
−

= ′
,  

3
2

1
2

13
7

16
e

e
e

e
−

+
−

= ′
,  

3
2

1
3

7
3

9
e

e
e

e
+

−
= ′

,

β ′′:  
3

2
1

1
2

e
e

e
e

+
−

= ′′
,  

3
2

1
2

2
3

e
e

e
e

+
−

= ′′
,  

3
2

1
3

2
2

e
e

e
e

+
+

= ′′
.

Знайти матрицю
 оператора  A

  у базисі  β ′′,  якщ
о його

матриця у базисі β ′ має вигляд

   

   

− −
−

−
= ′

22
25

1
20

22
1

15
18

1
A

.

 5.8. 
(

)0
,

,0
3

2
x

x
x

−
=

A
.

 5.9. 
(

)3
1

3
2

3
2

1
3

2,
3

,
2

2
x

x
x

x
x

x
x

x
+

+
−

+
+

=
A

.

5.10. 
(

)3
2

3
2

1
2

1
2

3,
2

,
3

x
x

x
x

x
x

x
x

+
−

−
+

=
A

.

5.11. 
(

)3
2

3
1

3
1

6
3,

1
,

5
3

x
x

x
x

x
x

x
−

+
+

+
=

A
.

У
 задачах  5.12 – 5.15  знайти матрицю

  C
  лінійного опе-

ратора  
A

B
B

A
C

−
=

  та його явний вигляд у канонічному ба-
зисі простору  

3
R

,  якщ
о у цьому просторі задані лінійні опера-

тори  A
  і  B

.

5.12. 
(

)2
1

3
2

3
1

3,
9

4,
4

7
x

x
x

x
x

x
x

+
−

+
=

A
,

(
)3

2
1

3
1

3
2

,
7

3,
6

x
x

x
x

x
x

x
x

−
+

+
−

=
B

.

5.13. 
(

)3
2

1
3

2
1

3
2

1
2

5
3,

4
,

5
2

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

+
−

−
+

+
−

=
A

,

(
)3

2
3

1
3

2
1

3,
2,

3
4

x
x

x
x

x
x

x
x

−
+

+
+

=
B

.

5.14. 
(

)3
2

1
3

2
1

3
2

1
5

3
,

4
2

3,
2

3
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
−

+
−

+
−

−
+

=
A

,

(
)3

2
1

3
2

1
2

1
2

,
2

,
2

x
x

x
x

x
x

x
x

x
+

+
−

+
+

+
=

B
.

5.15. 
(

)3
2

1
3

2
1

3
2

1
3

2
,

2
2,

3
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
+

+
+

+
+

+
=

A
,

(
)2

1
3

2
1

3
2

1
,

2,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

+
+

−
−

+
=

B
.

5.16. Задано лінійні оператори  A
  та  B

  відповідно мат-
рицями

   

   
−

=
2

4
0

1
3

1
0

1
2

A
,  

   

   
−

−
=

4
3

2
1

0
4

1
3

1
B

у деякому базисі. Знайти в цьому базисі матрицю
 оператора:

а) 
B

A
+

;
б) 

B
A

;
в) 

A
B

.
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5.25. 
(

)
(

)kz
x

j
z

x
iz

x
3

2
2

+
+

−
+

=
A

.
У

 задачах  5.26 – 5.28 встановити, які з даних лінійних опе-
раторів у  

3
R

  є невиродж
еними, та знайти явний вигляд обер-

нених операторів.

5.26. 
(

)2
3

3
2

1
,

,
x

x
x

x
x

x
+

−
=

A
.

5.27. 
(

)3
2

2
3

2
2,

,
2

x
x

x
x

x
x

−
−

+
=

A
.

5.28. 
(

)3
2

1
3

2
1

3
2

1
2

2,
2

2,
2

2
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
+

−
−

+
+

+
=

A
.

5.29. У
 деякому базисі простору L

 задано матрицю
 A

  лінійного
оператора A

.  З’ясувати, чи існує оператор, обернений до даного, та
коли існує, знайти його матрицю

  у тому ж базисі, якщ
о:

а) 
   

   
−

=
7

1
3

4
0

0
5

2
1

A
;

б) 
   

   

−
=

5
0

1
2

0
2

4
1

3
A

;

в) 
   

   

− −
=

5
2

3
2

1
1

3
3

2
A

;
г) 

   

   
−

=
1

2
0

4
3

2
7

1
0

A
.

У
 задачах  5.30 – 5.31  для вказаних лінійних операторів,

щ
о дію

ть у просторі  
3

R
,  визначити ранг та дефект, а також

знайти базиси образу та ядра.
5.30. 

(
)3

2
1

3
2

1
3

2
1

2
,

2
,

2
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
−

+
+

−
−

−
=

A
.

5.31. 
(

)3
2

1
3

2
1

3
2

1
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
+

+
+

+
+

+
=

A
.

5.32. Знайти ядро, образ, ранг та дефект лінійного оператора
A

,  щ
о діє у просторі  

3
R

,  матрицею
 якого є матриця  A

,  якщ
о:

а) 
   

    −
=

1
1

0
2

0
3

1
2

1
A

;
б) 

   

   
−

−
=

1
0

4
1

1
3

2
1

1
A

;

5.20. У
 просторі 

2
L

 оператор A
 у базисі β ′

2
1

1
2

:
e

e
e

+
= ′

,

2
1

2
3

2
e

e
e

+
= ′

,  має матрицю
  

  
  

=
3

4
5

3
A

.  О
ператор  B

  у базисі

β ′′
2

1
1

3
:

e
e

e
+

= ′′
,  

2
1

2
2

4
e

e
e

+
= ′′

  має матрицю
  

  
  

=
9

6
6

4
B

.  Знай-

ти матрицю
 оператора  

B
A

+
  у базисі  β ′′.

5.21. Н
ехай 

()
0

1
1

1
...

a
t

a
t

a
t

p
n

n
+

+
+

=
−

−
 деякий многочлен

та  A
  лінійний оператор. Розглянемо оператор  

(
)

A
p

,  щ
о

визначається рівністю

(
)

E
A

A
A

0
1

1
1

...
a

a
a

p
n

n
+

+
+

=
−

−
.

Знайти матрицю
 оператора  

(
)

A
p

,  якщ
о  

()
5

2
3

2
+

−
=

t
t

t
p

,

а оператор  A
  задано матрицею

  
  

  
− −

=
4

2
2

1
A

.

5.22. У
 просторі 

n
P

 задано лінійний оператор диференцію
-

вання  
dt d

=
D

.  Знайти матрицю
 цього оператора у базисі:

а) 
1

2
,

...
,

,
,1

−n
t

t
t

;

б) 
(

)
(

)
(

)
(

)!1
,

...
,

!2
,

,1
1

0
2

0
0

−
−

−
−

−

n
t

t
t

t
t

t
n

,  
R

∈0
t

.

Д
овести операторну рівність  

O
D

=
n

  (O
 – нульовий опера-

тор  
0

=
x

O
).

У
 задачах  5.23 – 5.25  встановити, які з операторів, щ

о
задані в  

3
V

,  є невиродж
ені, та знайти для них явний вигляд

обернених операторів  (
kz

jy
ix

x
+

+
=

).
5.23. 

x
x

λ
=

A
, λ

 – фіксоване число.
5.24. 

(
)

(
)

(
)kz

y
x

j
z

x
i

z
y

x
+

−
+

+
+

+
=

3
2

A
.
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Рівняння  (5.4)  або  (5.5)  називається характ
ерист

ичним рівнянням. Ліва
частина  (5.5)  представляє собою

 многочлен  
()λ

n P
  n

-го степеня відносно  λ
.

М
ногочлен  

()λ
n P

  називається характ
ерист

ичним многочленом.
К
орені характеристичного рівняння є власним

и значенням
и

лінійного оператора. С
укупність всіх власних значень лінійного опера-

тора називається його спект
ром, причому кож

не власне значення вхо-
дить у спектр стільки разів, яка його кратність. С

пектр називається прос-
т
им, якщ

о характеристичне рівняння має тільки прості корені.
Таким чином, для того щ

об знайти власні значення та власні век-
тори лінійного оператора  

A
,  щ

о має матрицю
  A

  у деякому базисі,
виконуємо такі дії:

1. Знаходимо власні значення  
i
λ

  оператора  A
,  розв’язую

чи ха-
рактеристичне рівняння  (5.5).

2. Д
ля кож

ного власного значення 
i

λ
 розв’язуєм

о систем
у рів-

нянь (5.3). Будь-який ненульовий розв’язок цієї системи  (
)n

α
α

α
,

...
,

,
2

1

визначає власний вектор  
(

)n
x

α
α

α
,

...
,

,
2

1
=

  з власним значенням  
i

λ
.

Зауваж
имо, щ

о власні значення та власні вектори лінійного опе-
ратора  

A
  називаю

ть також
 власними значеннями та власними векто-

рами матриці  A
  цього оператора у деякому базисі.

Якщ
о  λ

 – власне значення лінійного оператора  A
,  щ

о діє у  
n

L
,  і

(
)

r
E

A
=

−
λ

R
g

,  то існує  (
)r

n
−

  лінійно незалеж
них власних векторів

оператора  A
  з власним значенням  λ

, бо вимірність простору  U
  розв’язків

відповідної однорідної системи  
r

n
−

=
U

dim
.

Т
еорем

а. У
 всякому комплексному лінійному просторі  

n
L

  існує

хоча б один власний вектор лінійного оператора  
A

.

Н
ехай оператор  

A
,  щ

о діє у комплексному лінійному просторі

n
L

,  заданий у деякому базисі матрицею
 з дійсними елементами. Тоді,

а) якщ
о  λ

 – власне значення, тоді  λ
 – також

 власне значення;

б) якщ
о  

(
)λ

X
 – стовпець координат власного вектора, щ

о відповідає

власному значенню
 λ

,  то 
(

)λ
X

 –  стовпець координат власного вектора, щ
о

відповідає власному значенню
 λ

.

в) 
   

   
=

6
3

12
4

2
8

2
1

4
A

;
г) 

   

   
=

0
0

0
0

0
0

0
0

0
A

.

5.33. Знайти ядро та образ оператора диференцію
вання у

просторі многочленів  
n

P
,  степені яких  

(
)1

−
≤

n
.

§2. В
ласні вект

ори т
а власні значення

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Власні  вектори  та  власні  значення  лінійного  оператора. Н
енульо-

вий вектор  x
  називається власним вект

ором лінійного оператора  
A

,
якщ

о існує таке число  λ
,  щ

о має місце співвіднош
ення:

x
x

λ
=

A
.

(5.1)

Число  λ
  називається власним значенням лінійного оператора  A

,
щ
о відповідає власному вектору  x

.

Н
ехай лінійному оператору  

A
  у деякому базисі відповідає мат-

риця A
,  а вектору  x

 – матриця-стовпець  X
  з координат цього векто-

ра. Тоді рівнянню
  (5.1)  буде відповідати система рівнянь вигляду

(
)

0
=

−
X

E
A

λ
(5.2)

або у розгорнутому вигляді

(
)

(
)

(
)

    

=
−

+
+

+

=
+

+
−

+
=

+
+

+
−

.
0 .....

....
..

..........
..........

...
....

....
..........

..........
.

..........
..........

;
0

;
0

2
2

1
1

2
2

22
1

21

1
2

12
1

11

n
nn

n
n

n
n

n
n

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

λ

λ
λ

… … …

(5.3)

Д
ля існування нетривіальних розв’язків цієї системи необхідно і

достатньо, щ
об її визначник дорівню

вав нулю
, тобто

(
)

0
det

=
−

E
A

λ
(5.4)

або у розгорнутому вигляді

0

...
...

...
...

...
... ...

2
1

2
22

21

1
12

11

=

−

−
−

λ

λ
λ

nn
n

n

n n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

.
(5.5)
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3. Я
к знайти власні значення лінійного оператора, якщ

о
відома матриця  A

  цього оператора у деякому базисі?
4. Я

к знайти власні вектори лінійного оператора, щ
о має в

деякому базисі матрицю
  A

?
5. Н

ехай  k
 – кратність власного значення  λ

  лінійного
оператора,  m

 – максимальне число лінійно незалеж
них влас-

них векторів з власним значенням  λ
.  Я

ке співвіднош
ення

між
  m

  та  k
?

6. Які необхідні і достатні умови того, щ
об у просторі 

n
L

 існу-
вав базис, складений з власних векторів лінійного оператора  A

?
7. В

 якому випадку лінійний оператор називається опе-
ратором простої структури?

8. Я
ка матриця називається діагоналізовною

?
9. Я

кі необхідні та достатні умови діагоналізовності опе-
ратора (матриці)?

10. Я
к знайти матрицю

  T
,  щ

о діагоналізує матрицю
 опе-

ратора  A
?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Знайти власні значення і власні вектори ліній-

ного оператора  A
,  щ

о заданий матрицею
  A

.

  
  

=
1

2
2

1
A

.

 С
кладаємо характеристичне рівняння  

(
)

0
det

=
−

E
A

λ
,  тобто

0
1

2
2

1
=

−
−

λ
λ

.

Розкривш
и визначник, отримаємо рівняння  

0
3

2
2

=
−

−
λ

λ
.

Знаходимо власні значення  
3

1
=

λ
,  

1
2

−
=

λ
.

Власні вектори  
)

(
1

λ
x

,  
)

(
2

λ
x

  знаходимо з  системи  рівнянь  (
)

0
=

−
X

E
A

λ
,

тобто

  
=

−
+

=
+

−
.

0
)

1(
2

;
0

2
)

1(

2
1

2
1

x
x

x
x

λ
λ

Зведення м
атриці лінійного оператора до діагонального вигляду.

Я
кщ

о оператор  A
,  щ

о діє у просторі  
n

L
,  має  n

  лінійно незалеж
них

власних векторів  
n e

e
e

,
...

,
,

2
1

,  щ
о відповідаю

ть власним
 значенням

n
λ

λ
λ

,
...

,
,

2
1

,  то у базисі з цих векторів матриця оператора  
A

  має
діагональний вигляд:

     

     

λ

λ
λ

=

n

A

...
0

0
...

...
...

...
0

...
0

0
...

02

1

.

Зауваж
имо, щ

о лінійний оператор називається оператором прост
ої ст

рук-
т
ури, якщ

о існує базис, складений з власних векторів цього оператора.
М
ож

на довести, щ
о власні вектори, щ

о відповідаю
ть різним влас-

ним значенням, лінійно незалеж
ні і отж

е мож
уть бути вибрані за базис

простору. К
рім того, має місце теорема.

Т
еорем

а. Д
ля того, щ

об існував базис з власних векторів оператора
A

,  необхідно та достатньо, щ
об кож

ному власному значенню
 відповіда-

ло стільки лінійно незалеж
них власних векторів, яка його кратність.

К
вадратна матриця  A

  називається діагоналізовною
, якщ

о існує
така невиродж

ена матриця  T
,  щ

о матриця  
A

T
A

T
′

=
−1

  діагональна.

Н
ехай задано два базиси  {

}i e  та  {
}i e ′,  причому {

}i e ′ складено з
власних векторів лінійного оператора  

A
;  матриці  A

  та  A ′ – матриці
лінійного оператора  

A
  у цих базисах відповідно, причому згідно з тео-

рією
  

(
)n

A
λ

λ
λ

,
...

,
,

diag
2

1
= ′

.  Тоді склавш
и матрицю

 переходу  T
  (її

стовпцями є вектори  
i e ′),  знайдемо  

(
)n

A
T

A
T

λ
λ

λ
,

...
,

,
diag

2
1

1
= ′

=
−

.

Я
кщ

о матриця  T
 – ортогональна, тобто  

T
T

T
=

−1
,  то маємо спрощ

ену

формулу  
(

)n
T

A
T

A
T

λ
λ

λ
,

...
,

,
diag

2
1

= ′
=

.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається власним вектором та власним значен-

ням лінійного оператора?
2. Щ

о називається спектром лінійного оператора? Я
кий

спектр називається простим?
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 Х
арактеристичне  рівняння

0
2

0
1

1
1

1
1

0
2

=
−

−
−

−
−

−

λ
λ

λ
.

Розкривш
и визначник, отримаємо

.
3

,
1

;
0

)
3(

)
1(

;
0

)
3(

)
1(

)
1(

;
0

)1
)

2
((

)
1(

3
2

1

2

2

=
=

=
=

−
−

=
−

−
−

=
−

−
−

λ
λ

λ
λ

λ

λ
λ

λ
λ

λ

М
аємо:  корінь  

1
1

=
λ

 − кратний, показник кратності  
2

=
k

,  корінь

3
3

=
λ

 − простий,  
1

=
k

.
С
истема рівнянь для визначення власних векторів має вигляд

(
)

(
)

(
)

  

=
−

+
−

=
−

−
+

=
−

−

.
0

2
;

0
1

;
0

2

3
1

3
2

1

3
1

x
x

x
x

x
x

x

λ
λ

λ

П
ідставимо послідовно  

1 λ  і  
3

λ
  в записану систему.

1. 
1

1
=

λ
, 

2
=

k
. С

истема приймає вигляд:

  

=
+

−
=

−
=

−

.
0

;
0

;
0

3
1

3
1

3
1

x
x

x
x

x
x

Розв’язуємо систему методом Гаусса.

   

   
−

   

   −
− −

=
−

0
0

0
0

0
0

1
0

1
~

1
0

1
1

0
1

1
0

1

1 E
A

λ
.

(
)

1
R

g
1

=
−

=
E

A
r

λ
  ⇒

  
2

1
3

U
dim

=
−

=
−

=
r

n
  ⇒

  ∃
  два лінійно

незалеж
них власних вектора, щ

о відповідаю
ть власному значенню

  
1 λ.

С
корочена система рівнянь приймає вигляд

{
{

.
,

0
3

1
3

1
x

x
x

x
=

⇒
=

−

П
ідставимо послідовно  

1 λ  та  
2

λ
  в записану систему.

1. Вваж
аємо  

3
1

=
λ

.  О
тримуємо однорідну систему, у якій два рівняння

еквівалентні, і тому розв’язання її виконується так:

  

=
−

=
+

−

,
0

2
2

;
0

2
2

2
1

2
1

x
x

x
x

  ⇒
  {

0
2

1
=

+
−

x
x

,  ⇒
    

= =

, ;

2

2
1

c
x

x
x

  ⇒
    

= =

. ;

2 1

c
x

c
x

П
рийняли, щ

о  
1 x – базисна змінна,  

2 x  – вільна змінна, та перепозна-
чили вільну змінну  

c
x

=
2

.
Загальний розв’язок однорідної системи

(
)

  
  

=
c c

c
X

,   
R

∈c
.

Сукупність власних векторів, щ
о відповідає власному значенню

  
1 λ

)1
,1

(
)

,
(

)
(

1
c

c
c

x
=

=
λ

,  
R

∈c
,  

0
≠

c
.

2. В
важ

аємо  
1

2
−

=
λ

.  О
днорідна система рівнянь для визначення

власного вектора  
)

(
2

λ
x

  розв’язується аналогічно попередньому.

  

=
+

=
+

,
0

2
2

;
0

2
2

2
1

2
1

x
x

x
x

  ⇒
  {

0
2

1
=

+
x

x
,  ⇒

    

=

−
=

, ;

2

2
1

c
x

x
x

  ⇒
    

=

−
=

. ;

2 1

c
x

c
x

Загальний розв’язок однорідної системи

(
)

  
   −

=
c c

c
X

,   
R

∈c
.

С
укупність власних векторів, щ

о відповідає власному значенню
  

2
λ

)1
,1

(
)

,
(

)
(

2
−

=
−

=
c

c
c

x
λ

,  
R

∈c
,  

0
≠

c
.

О
тж

е, м
аєм

о: 
3

1
=

λ
, 

1
2

−
=

λ
; 

)1
,1

(
)

(
1

c
x

=
λ

, 
)1

,1
(

)
(

2
−

=
c

x
λ

,
R

∈c
,  

0
≠

c
. 

П
риклад 2. Знайти власні значення і власні вектори ліній-

ного оператора  A
,  щ

о заданий матрицею
  A

.

   

   −
− −

=
2

0
1

1
1

1
1

0
2

A
.
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Ф
ундам

ентальна систем
а розв’язків одерж

ується, якщ
о покласти

1
3

=
x

:

  

=
−

=
−

=
⇒

  

= =
−

−=

.
1

;
1 ;
1

,
1

;
1

2
;

1

3 2 1

3

2
1 1

x x x

x
x

x x

   

   − −
=

1 1 1

1
E

.

В
ідповідно власний вектор 

()
)1

,1
,1

(
3

−
−

=
x

. Уся сукупність власних

векторів, щ
о відповідаю

ть власному значенню
  

3
λ

,  має вигляд

(
)

)1
,1

,1
(

3
−

−
=

c
x

λ
,  

R
∈c

,  
0

≠
c

. 

П
риклад 3. У

 комплексному просторі  
3

L
  знайти власні

вектори та власні значення лінійного оператора, щ
о заданий

дійсною
 матрицею

:

   

   −
− −

=
5

0
4

9
4

1
7

5
4

A
.

 Знаходимо власні значення, розв’язую
чи характеристичне рівняння:

0
5

0
4

9
4

1
7

5
4

=
−

−
−

−
−

−

λ
λ

λ
.

П
ісля перетворень характеристичне рівняння приймає вигляд:

0
41

0
4

0
4

1
9

29
5

4
=

−
−

−
−

+
−

−
−

λ
λ

λ
λ

.

Розкривш
и визначник, отримаємо:

0
13

17
5

2
3

=
−

λ
+

λ
−

λ
.

1 x  – базисна змінна,  
2 x ,  

3 x  – вільні змінні. Я
кщ

о вільним змінним

2 x,  
3 x  послідовно надати значення  

1
2

=
x

,  
0

3
=

x
;  

0
2

=
x

,  
1

3
=

x
,

отримаємо:

  

= = =

,
0

;
1

;
0

3 2 1x x x
        

= = =

,
1

;
0

;
1

3 2 1x x x

О
тж

е, фундаментальна система розв’язків однорідної системи така:

   

   
=

0 1 0

1
E

;  
   

   
=

1 0 1

2
E

.

В
ідповідні лінійно незалеж

ні власні вектори
()

(
)0

,1
,0

1
=

x
,  

()
(

)1
,0

,1
2

=
x

.
Уся сукупність власних векторів, щ

о відповідаю
ть власному значенню

1 λ,  має вигляд

(
)

(
)

(
)1

,0
,1

0,
1,

0
2

1
1

c
c

x
+

=
λ

,  
0

,
,

2
1

2
1

≠
+

∈
c

c
c

c
R

.

2. 
3

3
=

λ
,  

1
=

k
. С

истема приймає вигляд:

  

=
−

−
=

−
−

=
−

−

.
0

;
0

2
;

0

3
1

3
2

1

3
1

x
x

x
x

x
x

x

Розв’язуємо систему методом Гаусса.
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−
−

−

   

   

−
−

−
−

−
−

=
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0
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0
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2
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1
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1
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1
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1
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2
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1
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A
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.
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2
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g
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=
−

=
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A
r

λ
  ⇒

  
1

2
3

U
dim

=
−

=
−

=
r

n
  ⇒

  ∃
  один

лінійно незалеж
ний власний вектор, щ

о відповідає власному значенню

3 λ.  С
корочена система рівнянь приймає вигляд

  
=

−
−

=
⇒

  
=

−
−

=
+

.
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;
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0
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3
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3
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С
истема рівнянь для визначення відповідного власного вектора прий-

має вигляд:

(
)

(
)

(
)

  

=
−

+
−

=
+

−
−

+
=

+
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;
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x
x

x
i

x
x

x
x

i

   

   

−
−
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−

=
−
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A
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3
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4
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3
6

1
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5
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.

(
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=
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−
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i
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2
∆

.

(
)

∃
⇒

=
−

=
⇒

=
−

1
2

3
U

dim
2

R
g

2 E
A

λ
  один лінійно незалеж

ний
власний вектор;  

2
∆

 – базисний мінор.
С
корочена система рівнянь має вигляд:
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)
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−
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−
=

+
−

−
+
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−
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=
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=
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−
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−

=

−
=
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5
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3
3

,
4

;
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3
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3
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;
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;
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3
6 1

;
4 3
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3 2 1

3 2 1
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3
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3
1

x
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x
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i
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x

i
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x

x
x

i
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x i
xЗауваж

им
о, щ

о

(
)

(
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)
(

)(
)

(
)

i
i

i
i

i
i

i
i

i
x

3
5

1 3
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1
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2
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3
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3
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−

=
− +

−
=

+
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=
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−
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−
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.

Ф
ундаментальна система розв’язків:

   

   
− −

=
4 3

5
3

3

1
i i

E
; 

(
)4

,
3

5,
3

3
i

i
x

−
−

=
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(
)

(
)4

,
3
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3

3
2

i
i

c
x

−
−

=
λ
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0

,
≠

∈
c

c
C

.

Д
ля 

i3
2

3
−

=
λ

, маємо згідно з теорією
:  

(
)

(
)4

;
3

5;
3

3
3

i
i

c
x

+
+

=
λ

,
0

,
≠

∈
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c
C

. 

або

(
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1
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=
+

−
−

λ
λ

λ
;

1
1

=
λ
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i3

2
3,

2
±

=
λ

.

Запиш
емо систему рівнянь, з якої визначаю

ться власні вектори.
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=
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+
−

=
+

+
−
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+

−
−
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П
окладемо  

1
1

=
=

λ
λ

.  С
истема прийме вигляд:

  

=
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−
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+
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=
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−
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;
0

7
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3
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Розв’язуємо систему методом Гаусcа.
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3
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.

(
)

2
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g
1

=
−

E
A

λ
;  

1
2

3
U

dim
=

−
=

  ⇒
  ∃

  один лінійно незалеж
ний

вектор, щ
о відповідає  

1
λ

.
Запиш

емо скорочену систему:

  
=

+
−

=
+

−
,

0
2

;
0

3
2

3
1

x
x

x
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  ⇒
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3
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3
1

x
x

x
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= = =

.
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;
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;
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Ф
ундаментальна система розв’язків:  

   

   
=

1 2 1

1
E

;  
(

)1
,2

,1
=

x
 – влас-

ний вектор.  
(

)
(

)1
,2

,1
1

c
x

=
λ

,  
R

∈c
,  

0
≠

c
 – сукупність власних век-

торів, щ
о відповідаю

ть власному значенню
  

1
1

=
λ

.
П
окладемо  

i3
2

2
+

=
=

λ
λ

.
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О
скільки вектори  

() 1
x

,  
() 2

x
  лінійно незалеж

ні, вони утворю
ю
ть ба-

зис у  
2

R
.

М
атриця переходу  T

  від старого базису до нового (з власних век-
торів) така, щ

о її стовпцями є власні вектори, тобто

  
   −

=
2

1
1

2
T

.

Тоді  
T

A
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= ′
.
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1
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2
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1
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2
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−
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−
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5
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0
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1
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2
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5
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0
5 1

.

Таким чином, безпосередньо перевірили, щ
о матриця лінійного операто-

ра у базисі з власних векторів має зазначений діагональний вигляд. 

П
риклад 5. Звести матрицю

  A
  лінійного оператора до

діагонального вигляду та знайти відповідний базис, якщ
о

   

   

−
−

−
=

1
2

2
0

2
0

0
2

1
A

.

 Х
арактеристичне рівняння

(
)
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)
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1
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1
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1
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=

−
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2
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λ
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1
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1

3
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=
λ

.  О
скільки власні значення різні, то

існує базис у  
3

R
  з власних векторів лінійного оператора. О

тж
е, матриця

мож
е бути зведена до діагонального вигляду.

П
риклад 4. Звести матрицю

  
  

  
=

4
2

2
1

A
  лінійного опера-

тора  A
  до діагонального вигляду.

 В
изначаємо власні вектори та власні значення матриці  A

.  Д
ля цьо-

го складаємо характеристичне рівняння

0
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2
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1
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−
−

λ
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,

(
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)
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4
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О
скільки власні значення різні, то існує базис у  

2
R

  з власних век-
торів, а матриця оператора в цьому базисі (новому) має діагональний виг-
ляд. У

 даному випадку

  
  

= ′
5

0
0

0
A

.

Д
алі впевнимося в цьому, переходячи до нового базису з власних век-
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.
В
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.
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С
формуємо матрицю

 переходу  T
  з власних векторів (розташ

овуємо
їх стовпцями).
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П
риклад 6. Знайти власні вектори та власні значення

лінійного оператора A
, щ

о заданий в деякому базисі матри-
цею

 A
. Чи зводиться ця матриця до діагонального вигляду?

   

   

−
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=
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2
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0
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.
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0
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.
Я
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x

З цієї системи знаходимо другий власний вектор  
(

)
(

)1
,0

,1
2

−
=

x
.

Н
ареш

ті, якщ
о  

1−
=

λ
,  власний вектор  

(
)

(
)1

,0
,0

3
=

x
.

Знайдені вектори  
1 x ,  

2 x ,  
3 x   лінійно незалеж

ні, отж
е, утворю

ю
ть

базис, в якому матриця лінійного перетворення  A
  має такий діагональний

вигляд

   

   

−
= ′

1
0

0
0

1
0

0
0

2
A

.

П
еревіримо це.
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П
риклад 7. Знайти власні вектори та власні значення ліній-

ного оператора A
, щ

о заданий в деякому базисі матрицею
 A

. Чи
зводиться ця матриця до діагонального вигляду?

   

   − −
=

2
1

2
0

4
4

0
1

0
A

.

 Х
арактеристичне рівняння:

0
2

1
2

0
4

4
0

1
=

−
−

−
− −

λ
λ

λ
.

Знаходимо власні значення
(

)
(

)
(

)
0

4
4

2
=

+
−

−
−

λ
λ

λ
,

(
) (

)
0

4
4

2
2

=
+

−
−

λ
λ

λ
,

(
)

0
2

3
=

−
λ

.

2
=

λ
, показник  кратності  

3
=

k
.

Запиш
емо систему рівнянь для визначення власних векторів.

(
)

(
)

  

=
−

+
+

−
=

−
+

−
=

+
−

.
0

2
2

;
0

4
4

;
0

3
2

1

2
1

2
1

x
x

x
x

x
x

x

λ
λ

λ

П
ідставляємо в систему  

2
=

λ
.

  

=
+

−
=

+
−

=
+

−

.
0

2
;

0
2

4
;

0
2

2
1

2
1

2
1

x
x

x
x

x
x

r
E

A
=

=
−

1
)

(
R

g
λ

;  
2

1
3

U
dim

=
−

=
−

=
r

n
  ⇒

  ∃
  два лінійно неза-

леж
ні власні вектори.
С
корочена система має вигляд:

{
.

0
2

2
1

=
+

−
x

x

1 x – базисна зм
інна, 

2 x, 
3 x – вільні зм

інні. П
окладем

о 
0

2
=

x
,

1
3

=
x

;  
1

2
=

x
, 

0
3

=
x

.

(
)

(
)

(
)

0
4

4
2

=
+

+
−

−
λ

λ
λ

,

(
)(

)
0

4
4

2
2

=
+

+
+

λ
λ

λ
,

(
)

0
2

3
=

+
λ

.

2−
=

λ
,  показник кратності  

3
=

k
.

Запиш
емо систему рівнянь для визначення власних векторів.

(
)

(
)

  

=
−

−
+

−
=

−
−

+
=

−
−

,
0

2
2

;
0

4
;

0
4

3
2

1

2
1

2
1

x
x

x
x

x
x

x

λ
λ

λ
 ⇒

 
(

)
(

)
  

=
+

−
−

=
+

−
=

+

.
0

2
2

;
0

4
;

0
4

3
2

1

2
1

2
1

x
x

x
x

x
x

x

λ
λ

λ

П
окладемо  

2−
=

λ
.

  

=
−

=
−

=
+

−

.
0

2
;

0
2

;
0

4
2

2
1

2
1

2
1

x
x

x
x

x
x

(
)

1
R

g
=

−
=

E
A

r
λ

;  
2

1
3

U
dim

=
−

=
−

=
r

n
  ⇒

  ∃
 два лінійно неза-

леж
ні власні вектори, щ

о відповідаю
ть  

2−
=

λ
.

С
корочена система:{

0
2

2
1

=
−

x
x

,  {
2

1
2

x
x

=
.

1 x  – базисна змінна,  
2 x ,  

3 x  – вільні змінні;  
1

2
c

x
=

,  
2

3
c

x
=

.
Знаходимо фундаментальну систему розв’язків.

  

= = =

, ; ;
2

2
3

1
2

1
1

c
x

c
x

c
x

    

= = =

,
0

;
1

;
2

3 2 1x x x
    

= = =

.
1

;
0

;
0

3 2 1x x x

(
)

(
)0

,1
,2

1
=

x
,  

(
)

(
)1

,0
,0

2
=

x
 – лінійно незалеж

ні власні вектори.
В
ся сукупність власних векторів:

(
)

(
)

(
)1

,0
,0

0,
1,

2
2

1
c

c
x

+
=

λ
,  

R
∈2

1 ,c
c

,  
0

2
1

≠
+

c
c

.

М
атриця A

 не зводиться до діагонального вигляду, бо не існує повного

набору власних векторів, тобто вектори 
(

) 1
x

, 
(

) 2
x

 – лінійно незалеж
ні, але

вони (їх два!) не утворю
ю
ть базис тривимірного простору. 
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в) 
   

   

−
=

3
7

2
0

0
0

0
1

2
A

;
г) 

   

   
−

=
1

2
0

0
2

1
0

3
0

A
;

д) 
   

   
=

5
0

0
2

4
0

5
1

4
A

;
е) 

     

     

−
−

=

5
2

0
0

12
5

0
1

30
19

2
5

0
0

0
1

A
;

є) 

     

     

−
− −

=

4
0

0
0

0
4

7
15

0
0

1
2

0
0

2
3

A
;

ж
) 

     

     

−

−
−

=

6
5

0
1

3
4

0
5

12
2

1
2

0
0

0
9

A
.

У
 задачах  5.36 – 5.45  знайти власні значення та власні

вектори лінійних операторів, які задані своїми матрицями.

5.36. 
   

   

−
−

− −
=

2
0

1
3

3
5

2
1

2
A

.
5.37. 

   

   − −
=

2
1

2
0

4
4

0
1

0
A

.

5.38. 
   

   

− − −
=

4
9

6
3

7
5

2
5

4
A

.
5.39. 

   

   

−
−

−
−

−
=

8
4

1
13

6
2

3
3

1
A

.

5.40. 
   

   

− − −
=

7
7

6
8

7
4

4
3

1
A

.
5.41. 

   

   

− − −
=

13
24

12
10

19
10

6
12

7
A

.

5.42. 
   

   −
=

1
0

1
1

2
1

0
0

1
A

.
5.43. 

   

   

− − −
=

6
2

1
5

1
1

15
6

2
A

.

  
=

,
2 2

1
x

x
    

= = =

,
1

;
0

;
0

3 2 1x x x
  

)1
,0

,0
(

1
=

x
;        

= = =

,
0 ;
1

;
2 1

3 2 1x x x

  
)0

,1
,

2 1(
2

=
x

.

0
|

|
|

|
,

,
),

0,
1,

2 1(
)1

,0
,0

(
2

1
2

1
2

1
)

(
≠

+
∈

+
=

c
c

c
c

c
c

x
R

λ
.

М
атриця  A

  не зводиться до діагонального вигляду, бо не існує бази-
су, складеного з власних векторів (вимірність простору дорівню

є трьом, а
лінійно незалеж

них власних векторів два). 

IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

5.34. У
 деяком

у базисі простору L
 задані вектори

1 x, 
2 x, 

3 x та матриця A
 оператора A

. В
икористовую

чи оз-
начення, встановити, які з даних векторів є власними векто-
рами оператора  A

,  та знайти їх власні значення, якщ
о:

а) 
  

  
=

3
0

3
2

A
,  

(
)3

,1
1 =

x
,  

(
)1

,3
2 =

x
,  

(
)0

,5
3 =

x
;

б) 
   

   
−

−
=

1
1

0
4

5
0

7
11

3
A

,  
(

)0
,0

,3
1 =

x
,  

(
)0

,2
,0

2
−

=
x

,

(
)1

,0
,1

3
−

=
x

;

в) 
   

   

− −
=

1
2

0
2

3
0

7
9

5
A

, 
 

(
)1

,1
,4

1
−

=
x

, 
 

(
)0

,0
,2

2
=

x
,

(
)2

,0
,0

3 =
x

.
5.35. Знайти характеристичне рівняння та спектр опера-

тора  A
,  який задано матрицею

  A
  в деякому базисі, якщ

о:

а) 
  

  
−

=
4

1
2

1
A

;
б) 

  
  

=
3

1
1

3
A

;
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5.56. 

     

     

−
−

−
−

−
−

=

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

A
.

5.57. 

     

     

=

0
0

0
1

0
0

1
0

0
1

0
0

1
0

0
0

A
.

У
 задачах  5.58 – 5.61  знайти ортонормований базис з власних

векторів та діагональну матрицю
  D

  в цьому базисі для лінійного
оператора, який задано в деякому ортонормованому базисі матри-
цею

  A
  (ш

уканий базис визначається неоднозначно).

5.58. 
   

   −

−
=

5
10

8
10

2
2

8
2

11
A

.
5.59. 

   

   

−
−

−
−

=
11

4
4

4
17

8
4

8
17

A
.

5.60. 
   

   
−

=
4

0
0

0
3

0
3i

i
A

.
5.61. 

   

   
=

4
2

2
2

1
1

2
1

1
A

.

У
 задачах  5.62 – 5.67 виконати вказані доведення.

5.62. Д
овести, щ

о для невиродж
еності оператора  A

  не-
обхідно та достатньо, щ

об він не мав власного значення, щ
о

дорівню
є нулю

.

5.63. Д
овести, щ

о якщ
о оператор  A

  невиродж
ений, то

A
  та  

1−
A

  маю
ть однакові власні вектори. Знайти зв’язок

між
 власними значеннями цих операторів.
5.64. Д

овести, щ
о оператор  

E
A

0
λ

−
  при будь-якому  

0
λ

має ті ж
 самі власні вектори, щ

о й оператор  A
.  Знайти зв’язок

між
 власними значеннями цих операторів.

5.65. Д
овести, щ

о власні значення діагональної матриці
співпадаю

ть з її діагональними елементами.

5.44. 
   

   

−
−

− −
=

1
5

3
1

3
3

1
3

1
A

.
5.45. 

   

   

−
−

−
−

=
0

1
1

2
1

1
0

1
0

A
.

У
 задачах  5.46 – 5.49 у комплексному просторі знайти

власні вектори та власні значення лінійного оператора, щ
о зада-

ний дійсною
 матрицею

.

5.46. 
  

  
−

=
1

3
3

1
A

.
5.47. 

  
  

− −
=

1
2

5
1

A
.

5.48. 
   

   −
−

=
3

2
1

1
3

1
0

1
2

A
.

5.49. 
   

   

− −
=

2
8

2
2

0
0

0
8

0
A

.

У
 задачах  5.50 – 5.57  з’ясувати, які з заданих матриць

лінійних операторів мож
на звести до діагонального вигляду

переходом до нового базису. Знайти цей базис та відповідну
діагональну форму  D

  матриці.

5.50. 

     

     

−
=

2
0

0
0

2
1

0
0

4
2

2
0

3
2

1
1

A
.

5.51. 

     

     

−
−

=

1
7

1
6

1
0

0
0

0
1

0
0

0
0

1
0

A
.

5.52. 
   

   
=

1
1

1
1

1
1

1
1

1
A

.
5.53. 

   

   

−
−

− −
=

2
0

1
3

3
5

2
1

2
A

.

5.54. 
   

   
=

2
1

0
2

1
0

1
0

2
1

0
2

1
A

.
5.55. 

   

   −
−

−
−

−
=

1
3

3
1

5
3

1
3

1
A

.
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С
пряж

ений оператор має такі властивості:

1) (
)

A
A

*
=

*
;   2) (

)
*

A
B

B
A

*
*

=
;   3) (

)
*

*
B

A
B

A
+

=
+

*
;

4) (
)

*
A

A
α

α
=

*
;  5) (

)
(

) *
1

1
*

−
−

=
A

A
, якщ

о оператор A
 невиродж

ений.

О
ператори  A

  та  
*

A
  називаю

ться взаємоспряж
еними.

М
аю

ть місце такі рівносильні твердж
ення:

1. М
атриця  A

 – матриця оператора  A
  в ортонормованому базисі

⇔
  матриця  

*
A

 – матриця оператора  
*

A
  у тому ж

 базисі.
2. Л

інійний оператор A
, щ

о діє в 
n

U
, – самоспряж

ений ⇔
 матриця A

оператора A
 в ортонормованому базисі – ермітова, тобто 

*
A

A
=

.
3. Л

інійний оператор U
, щ

о діє в 
n

U
 – уніт

арний ⇔
 матриця U

 опера-

тора U
 в ортонормованому базисі – унітарна, тобто 

E
U

U
U

U
=

=
*

*
.

4. Л
інійний оператор A

, щ
о діє в 

n
E

, – самоспряж
ений ⇔

 матриця A

оператора A
 в ортонормованому базисі – симетрична, тобто 

T
A

A
=

.

5. Л
інійний оператор A

, щ
о діє в 

n
E

 – орт
огональний ⇔

 матриця

A
 оператора A

 в ортонормованому базисі – ортогональна, тобто 
A

A
T

=
E

A
A

T
=

=
.

Теорем
а (про повноту власних векторів самоспряж

еного оператора).
Д
ля всякого самоспряж

еного оператора існує ортогональний базис, складе-
ний з його власних векторів.

Таким чином, всякий самоспряж
ений оператор являється оператором

простої структури і для всякого самоспряж
еного оператора існує ортонор-

мований базис, складений з власних векторів цього оператора.
С
амоспряж

ений оператор має дійсні власні значення.
Симетрична матриця – матриця самоспряж

еного оператора  A
  в  

n
E

 –
діагоналізовна. Щ

об знайти ортогональну матрицю
  T

,  щ
о діагоналізує симет-

ричну матрицю
  A

  порядку  n
,  треба знайти  n

  ортогональних власних

векторів матриці  A
;  координати  

j -го  (
)n

j
,1

=
  нормованого власного

вектора матриці  A
  утворю

ю
ть  j -й  стовпець матриці  T

.  М
атриця переходу

від одного ортонормованого базису до інш
ого ортономованого базису ортого-

нальна 
T

T
T

=
−1

. О
тж
е,

)
,

...
,

,
(

diag
2

1
n

T
T

A
T

A
λ

λ
λ

=
= ′

,

де всі  
i

λ
 

)
,1

(
n

i=
 – дійсні числа.

5.66. Д
овести, щ

о характеристичний многочлен транспо-

нованої матриці  
T

A
  співпадає з характеристичним многочле-

ном матриці  A
.

5.67. Н
ехай  x   та  y

 – власні вектори оператора  A
,  щ

о
відповідаю

ть власним значенням  
1

λ
  та  

2
λ

  (
)2

1
λ

λ
≠

.  Д
овес-

ти, щ
о вектор  

y
x

z
β

α
+

=
,  

0
≠

α
,  

0
≠

β
  не є власним векто-

ром оператора  A
.

§3. Лінійні операт
ори в евклідовім

 прост
орі

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Н
ехай  

n
U

 – комплексний евклідів простір (унітарний).

Л
інійний оператор  

*
A

  називається спряж
еним до даного лінійно-

го оператора  
A

,  якщ
о

(
) (

)y
x

y
x

*
,

,
A

A
=

  
n

U
∈

∀
y

x,
.

Л
інійний оператор  A

,  щ
о діє в  

n
U

,  називається самоспряж
еним,

якщ
о

(
)

(
)y

x
y

x
A

A
,

,
=

  
n

U
∈

∀
y

x,
.

Л
інійний оператор  U

,  щ
о діє в  

n
U

,  називається уніт
арним

,
якщ

о
(

)
(

)y
x

y
x

,
,

=
U

U
  

n
U

∈
∀

y
x,

.

Н
ехай  

n
E

 – дійсний евклідів простір.

Л
інійний оператор  A

,  щ
о діє в  

n
E

,  називається самоспряж
еним,

якщ
о

(
)

(
)y

x
y

x
A

A
,

,
=

  
n

E
∈

∀
y

x,
.

Л
інійний оператор  A

,  щ
о діє в  

n
E

,  називається орт
огональним,

якщ
о

(
)

(
)y

x
y

x
,

,
=

A
A

  
n

E
∈

∀
y

x,
.

Глава 5. Л
інійні оператори

§3. Л
інійні оператори в евклідовім просторі



229
228

A
β ′

   

   

− −
=′

3
7

2
1

5
0

3
1

1
.

В
ідомо, щ

о 
3

2
1

1
2

e
e

e
e

+
+

= ′
, 

3
2

1
2

2e
e

e
e

+
+

= ′
, 

2
1

3
e

e
e

+
= ′

і базис β
(

)3
2

1
,

,
e

e
e

=
  ортонормований. Знайти матрицю

 спря-

ж
еного оператора  

*
A

  у базисі  β ′.

 П
означимо матрицю

 оператора A
 у базисі β

 через A
β

, матрицю

спряж
еного оператора 

*
A

 у базисах β ′ та β ′ відповідно 
*

A
β

, 
*

A
β ′ .

Зауваж
имо, щ

о базис  β ′  не є ортонормованим, бо  (
)

ij
j

i
e

e
δ

≠
′

′,
.

В
ипиш

емо матриці переходу від базису до базису.

1
1

1
1

2
1

1
1

2
0

T
T

β
β

β
β

−
′

′
→

→







=
=










; 
1

T
T

β
β

β
β

−
′

′
→

→
=

 
   

   

−
− −

−
=

1
1

3
1

1
1

0
2

2

2 1
.

П
роцес розв’язання задачі такий:

1. Знайдемо матрицю
  A

β
  за формулою

1
A

T
A

T
β

β
β

β
β

β
−′

′
′

→
→

=
,

A
β

   

   

− − −
=   

   

−
− −

−
⋅   

   

− −
   

   
=

5
5

6
6

4
6

7
3

2

1
1

3
1

1
1

0
2

2

2 1

3
7

2
1

5
0

3
1

1

0
2

1
1

1
2

1
1

1
.

2. Знайдемо матрицю
 

*
A

β
 за формулою

*
T

A
A

β
β

=
,

*
A

β
   

   
−

−
−

=
5

6
7

5
4

3
6

6
2

.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Який оператор називається спряженим до оператора  A
?

Яке його позначення?
2. Н

аведіть основні властивості спряж
еного оператора.

3. Я
кий оператор називається самоспряж

еним? Я
кий виг-

ляд має матриця самоспряж
еного оператора у ортонормовано-

му базисі?
4. Я

кою
 умовою

 зв’язані власні вектори самоспряж
еного

оператора евклідова простору, які відповідаю
ть різним власним

значенням?
5. Ч

и мож
е комплексне число бути власним значенням

самоспряж
еного оператора дійсного евклідова простору?

6. С
формулю

йте теорему про повноту власних векторів
самоспряж

еного оператора евклідова простору.
7. Ч

и являється симетрична матриця діагоналізовною
 у

дійсному просторі?
8. Я

ка матриця називається ортогональною
?

9. Я
к знайти ортогональну матрицю

 T
, щ

о діагоналізує
симетричну матрицю

 A
?

10. Я
кий лінійний оператор називається ортогональним?

11. Н
аведіть основні властивості ортогональних операторів.

12. Я
ка необхідна та достатня умова ортогональності опе-

ратора?
13. Я

кий лінійний оператор називається унітарним?
14. Яка необхідна та достатня умова унітарності оператора?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Л

інійний оператор A
, щ

о діє у дійсному евк-
лідовім просторі 

3
E

, у базисі β ′
(

)3
2

1
,

,
e

e
e

′
′

′
=

 має матрицю
 A

β ′ .
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∑=
=

+
  

  
+

  
  

=
31

2
2

22
1

0
2 2

2 2

k
k

a
;

∑=
=

+
+

=
31

2
2

2
21

1
1

0
0

k
k

a
.

О
тж

е, оператор  A
 – ортогональний. 

П
риклад 3. В

ияснити, чи являється ортогональним опера-
тор симетрії відносно площ

ини   O
yz   у просторі вільних век-

торів  
3

V
.

 Я
сно, щ

о оператор симетрії зберігає довж
ину. А

ле будь-який опера-
тор, щ

о зберігає довж
ину є ортогональним. О

тж
е, даний оператор є ортого-

нальним. 

П
риклад 4. Знайти ортогональну матрицю

  T
,  щ

о діаго-
налізує симетричну матрицю

  A
.

   

   

−
−

−
−

=
3

1
1

1
5

1
1

1
3

A
.

 Відомо, щ
о ортогональна матриця T

, щ
о діагоналізує симетричну мат-

рицю
  A

  третього порядку, має таку побудову: в стовпцях її розташ
овані коор-

динати трьох ортонормованих власних векторів матриці  A
.

Тому процес розв’язання задачі складається з таких етапів:
1. Розв’язуємо характеристичне рівняння:0

3
1

1
1

5
1

1
1

3
=

−
−

−
−

−
−

−

λ
λ

λ
.

О
тримаємо 

2
1

=
λ

, 
3

2
=

λ
, 

6
3

=
λ

.  Ц
е власні значення матриці  A

.
2. С

истема рівнянь для визначення власних векторів має вигляд

(
)

(
)

(
)

  

=
−

+
−

=
−

−
+

−
=

+
−

−

.
0

3
;

0
5

;
0

3

3
2

1

3
2

1

3
2

1

x
x

x
x

x
x

x
x

x

λ
λ

λ

3. Знайдемо матрицю
 

*
A

β ′  за формулою

*
1

*
A

T
A

T
β

β
β

β
β

β
−

′
′

→
→

=
,

*
A

β ′
   

   
−

−
−

=   

      

   
−

−
−

   

   

−
− −

−
=

9
27

26
14

30
30

15
37

36

0
2

1
1

1
2

1
1

1

5
6

7
5

4
3

6
6

2

1
1

3
1

1
1

0
2

2

2 1
. 

П
риклад 2. Вияснити, чи є ортогональним оператор  A

, щ
о

діє в 
3

E
, заданий в ортонормованому базисі матрицею

 A
.

       

       
−

=

1
0

0

0
2 2

2 2

0
2 2

2 2

A
.

 О
ператор є ортогональним тоді і тільки тоді, коли в ортонормовано-

му базисі його матриця ортогональна, тобто виконую
ться умови:

∑=
  

= ≠
=

nk
jk

ik
j

i
j

i
a

a1
.

,1
;

,0

П
еревіримо виконання цих умов.

∑=
=

⋅
+

⋅  
  −

+
⋅

=
31

2
1

0
0

0
2 2

2 2
2 2

2 2

k
k

k
a

a
;

∑=
=

⋅
+

⋅  
  −

+
⋅

=
31

3
1

0
1

0
0

2 2
0

2 2

k
k

k
a

a
;

∑=
=

⋅
+

⋅
+

⋅
=

31
3

2
0

1
0

0
2 2

0
2 2

k
k

k
a

a
;

∑=
=

+
  

  −
+

  
  

=
31

2
2

21
1

0
2 2

2 2

k
k

a
;
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3. В
иконуємо перевірку правильності знаходж

ення ортогональної мат-
риці  T

 – матриці переходу від вихідного базису до базису, складеного з
власних векторів

=    

    −
−

   

   

−
−

−
−

    

    

−

−
=

= ′

1
2

3
2

2
0

1
2

3

6 1

3
1

1
1

5
1

1
1

3

1
2

1
2

2
2

3
0

3

6 1
T

A
T

A
T

(
)3

2
1

,
,

diag
6

0
0

0
3

0
0

0
2

λ
λ

λ
=   

   
=

. (П
еревірте!) 

IV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах  5.68 – 5.69  лінійний оператор  

A
  у базисі

β ′
(

)n
e

e
e

…
′

′
′

=
,

,
,

2
1

  має матрицю
  A

.  Знайти матрицю
 спряж

ено-
го оператора  

*
A

  у тому ж
 базисі β ′,  якщ

о вектори  
n e

e
e

…
′

′
′

,
,

,
2

1
задані стовпцями своїх координат в деякому ортонормованому
базисі β ′

(
)n

e
e

e
…

,
,

,
2

1
=

.

5.68. 
  

  
−

=
1

1
2

1
A

,   
  

  
= ′

0 1
1

E
,   

  
  

= ′
1 1

2
E

.

5.69. 
   

   

− −
=

3
7

2
1

5
0

3
1

1
A

, 
   

   
= ′

1 2 1

1
E

, 
   

   
= ′

2 1 1

2
E

, 
   

   
= ′

0 1 1

3
E

.

5.70. О
ператор  A

  має в деякому ортонормованому базисі
матрицю

  A
. Знайти матрицю

 спряж
еного оператора в тому ж

базисі.а) 
  

  
−

=
5

4
3

2
A

;           б) 
   

   

−
−

−
=

2
1

3
4

1
0

2
3

1
A

;

Розв’язуємо цю
 систему послідовно, покладаю

чи 
2

1
=

λ
, 

3
2

=
λ

,

6
3

=
λ

.П
ри  

2
1

=
λ

  маємо систему:

  

=
+

−
=

−
+

−
=

+
−

.
0

;
0

3
;

0

3
2

1

3
2

1

3
2

1

x
x

x
x

x
x

x
x

x

З цієї системи отрим
уєм

о, щ
о  

(
)1

,0
,1

1
−

=
x

 – власний вектор;

  
  

−
=

2 1
,0

,
2 1

1 e
 – нормований власний вектор.

П
ри  

3
2

=
λ

  маємо систему:

  

=
−

=
−

+
−

=
+

−

.
0

;
0

2
;

0

2
1

3
2

1

3
2

x
x

x
x

x
x

x

Звідки знаходимо  
(

)1
,1

,1
2

=
x

 – власний вектор;  
  

  
=

3 1
,

3 1
,

3 1
2 e

– нормований власний вектор.

П
ри  

6
3

=
λ

  маємо систему:

  

=
−

−
=

−
−

−
=

+
−

−

.
0

3
;

0
;

0
3

3
2

1

3
2

1

3
2

1

x
x

x
x

x
x

x
x

x

Звідки  знаходимо 
(

)1
,2

,1
3

−
=

x
  – власний  вектор; 

  
  

−
=

6 1
,

6 2
,

6 1
3 e

– нормований власний вектор.

О
тж

е, ортогональна матриця  T
  має вигляд

    

    −
−

=       

       −

−
=

1
2

3
2

2
0

1
2

3

6 1

6 1
3 1

2 1
6 2

3 1
0

6 1
3 1

2 1

T
.
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в) 
   

    −
=

1
2

0
1

1
0

0
0

1
A

,  
(

)3
2

1
1

 3 1
e

e
e

e
+

+
= ′

,

(
)2

1
2

 2 1
e

e
e

+
−

= ′
,  

(
)3

2
1

3
2

 6 1
e

e
e

e
+

−
−

= ′
.

5.74. З’ясувати, чи є матриця  A
  ортогональною

, і якщ
о є,

знайти обернену до неї:

а) 
  

  −
=

2
2

4
1

A
;

                б) 
  

  
−

=
10

1
10

3
10

3
10

1
A

;

в) 
    

    

−
− −

=
30

1
6

1
3

2
30

5
6

1
0

30
2

6
2

3
1

A
;      г) 

   

   
−

−
=

1
0

1
0

1
0

1
0

1
A

;

д) 
    

    
−

=
13

2
0

13
3

0
1

0
13

3
0

13
2

A
;    е) 

    

    

−
−

=
6

2
0

3
1

6
1

2
1

3
1

6
1

2
1

3
1

A
.

5.75. Я
кій умові повинні задовольняти  α

  та  β
  (

)
R

∈
β

α
,

,

щ
об матриця 

  
  

−
=

α
β

β
α

A
 була ортогональною

?

5.76. Н
ехай  A

  та  B
 – ортогональні оператори відповідно з

матрицями  A
  та  B

  в деякому базисі. Чому дорівню
є  

B
A

det
?

5.77. О
ператор  A

  в деякому базисі задано матрицею
  A

.
З’ясувати, чи є оператор  A

  ортогональним, якщ
о:

а) 
   

   
−

−
=

1
0

1
1

1
0

2
0

1
A

;
б) 

    

    

−
−

=
14

3
70

5
0

14
1

70
3

5
2

14
2

70
6

5
1

A
;

в) 
   

   

− −
−

=
3

0
1

5
4

3
2

1
0

A
.

5.71. О
ператор  A

  має в деякому ортонормованому базисі
матрицю

  A
.  З’ясувати, чи є лінійний оператор  A

  самоспря-
ж
еним, якщ

о:

а) 
  

  
−

=
3

1
1

2
A

;                б) 
   

   

−
−

=
5

1
1

1
4

3
1

3
2

A
;

в) 
   

   

−
−

−
=

3
2

1
2

2
1

1
1

1
A

;       г) 
   

   −
−

−
=

3
1

4
1

1
2

4
2

0
A

.

5.72. За якого значення  α
  оператор, заданий матрицею

A
  в деякому ортонормованому базисі, є одночасно ортогональ-

ним та самоспряж
еним?

а) 
  

  

−
=

2
1

2
1

2
1

α
A

;
б) 

  
  

=
5

1
5

2
5

1
α

A
.

5.73. Л
інійний оператор  A

  в деякому ортонормованому
базисі  

n e
e

e
…

,
,

,
2

1
  має матрицю

  A
.  Знайти матрицю

 спряж
е-

ного оператора  
*

A
  в ортонормованому базисі  

n e
e

e
′

′
′

…
,

,
,

2
1

,
якщ

о:а) 
  

   −
=

2
4

1
3

A
, 

2
1

1
2 1

2 1
e

e
e

−
= ′

, 
2

1
2

2 1
2 1

e
e

e
+

= ′
;

б) 
  

  
−

=
4

3
2

1
A

, 
2

1
1

5 2
5 1

e
e

e
+

= ′
, 

2
1

2
5 1

5 2
e

e
e

−
= ′

;
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5.81. Д
овести, щ

о коли матриця  A   оператора  A
 – симет-

рична в деякому ортонормованому базисі  β ′
(

)n
e

e
e

…
,

,
,

2
1

=
,

то вона сим
етрична в будь-яком

у ортонорм
ованом

у базисі
β ′

(
)n

e
e

e
′

′
′

=
…

,
,

,
2

1
.

5.82. Д
овести, щ

о добуток двох унітарних перетворень є
унітарне перетворення.

5.83. Д
овести, щ

о якщ
о  U

 – унітарне перетворення, а  A
 –

самоспряж
ене, то  

U
A

U
1−

 – теж
 самоспряж

ене.
5.84. Д

овести, щ
о якщ

о один і той ж
е вектор  x  є власним

вектором для лінійного перетворення  A
  та спряж

еного пере-
творення  

*
A

  з власними значеннями  
1

λ
  та  

2
λ

  відповідно,
то  

2
1

λ
λ

=
.

5.85. Д
овести, щ

о добуток  
B

A
  двох самоспряж

ених пе-
ретворень  A

  та  B
  тоді і тільки тоді буде самоспряж

еним,
коли матриці цих перетворень  A

  та  B
  переставні.

5.86. Д
овести, щ

о якщ
о оператори  A

  та  B
  переставні,

то переставні й спряж
ені оператори  

*
A

  та  
*

B
.

5.87. Н
ехай  x  – власний вектор оператора  A

,  з влас-
ним значенням  λ

,  y
 – власний вектор оператора  

*
A

  з влас-
ним значенням  µ

,  причому  
λ

µ
≠

.  Д
овести, щ

о вектори  x
та  y

  ортогональні.

5.88. Н
ехай 

(
)3

2
1

,
,

x
x

x
x

=
, 

(
)3

3
2

2
1

1
,

,
x

x
x

x
α

α
α

=
A

, де
3

2
1

,
,

α
α

α
 – деякі числа. Чи буде оператор A

 самоспряж
еним

у дійсному евклідовім просторі; у комплексному евклідовім
просторі?

5.89. П
оказати, щ

о добуток унітарного оператора на число
α

 тоді і тільки тоді є унітарним оператором, коли  
1

=
α

.

в) 
    

    

−
−

−
=

2
1

3
1

6
1

2
1

3
1

6
1

0
3

1
6

2
A

.

5.78. Знайти ортогональну матрицю
, яка зводить симетрич-

ну матрицю
  A

  до діагонального вигляду, та записати діаго-
нальний вигляд цієї матриці, якщ

о:

а) 
  

  
=

1
1

1
1

A
;

     б) 
  

  
=

4
5

5
0

A
;

в) 
  

  
=

3
1

1
3

A
;

г) 
   

   
=

5
1

1
1

5
1

1
1

5
A

;  д) 
   

   −
−

=
4

0
0

0
1

2
0

2
1

A
;  е) 

   

   
=

0
2

0
2

4
1

0
1

0
A

;

є) 
   

   
=

3
0

2
0

5
0

2
0

3
A

.

У
 задачах  5.79 – 5.89  виконати вказані доведення.

5.79. Д
овести такі властивості самоспряж

еного оператора:
а) власні значення дійсні;
б) власні вектори, щ

о відповідаю
ть різним власним зна-

ченням, ортогональні.
5.80. Д

овести такі властивості унітарного оператора:
а) власні значення за модулем дорівню

ю
ть одиниці;

б) для того, щ
об лінійний оператор був унітарним, необхід-

но і достатньо, щ
об він переводив ортонормований базис у ор-

тонормований базис;
в) унітарний оператор зберігає скалярний добуток векторів;
г) унітарний оператор зберігає довж

ини векторів.

Глава 5. Л
інійні оператори

§3. Л
інійні оператори в евклідовім просторі
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Теорема. Будь-яка квадратична форма зводиться до канонічного вигляду.
Зведення до канонічного вигляду.
а) М

ет
од орт

огональних перет
ворень.

Задача зведення квадратичної форми до канонічного вигляду зводить-
ся до зведення матриці  A

  квадратичної форми до діагонального вигляду.
Ц
е мож

ливо, враховую
чи те, щ

о матриця  A
 – симетрична. Тому метод ор-

тогональних перетворень полягає в наступному:

1. Знаходимо ортогональні власні вектори матриці  A
.  П

ронормовані
власні вектори даю

ть ортонормований базис, в якому матриця  A
  має діаго-

нальний вигляд.
2. Будуємо матрицю

 переходу T
 з векторів ортонормованого базису (роз-

таш
овуємо їх стовпцями). М

атриця T
– ортогональна, тобто 

T
T

T
=

−1
.

3. В
иконуємо перетворення  

X
T

X
′

=
,  яке зводить квадратичну фор-

му до канонічного вигляду. М
атриця  D

  одерж
аної квадратичної форми

діагональна, на головній діагоналі стоять власні числа, тобто  
T

T
A

T
D

=
=

(
)n

λ
λ

λ
,

,
,

diag
2

1
…

=
.

б) М
ет
од Л

агранж
а.

М
етод Лагранжа зведення квадратичної форми до канонічного вигляду по-

лягає у послідовному виділенні у квадратичній формі повних квадратів і введенні
відповідних замін змінних. Ц

ей процес виконується таким чином:
1. Н

ехай хоча б один з коефіцієнтів  
0

≠
ii

a
.  У

 заданій квадратичній
формі виділимо члени, щ

о містять  
1 x   і доповнимо отриманий вираз до

повного квадрата
=

+
+

+
=

n
n

x
x

a
x

x
a

x
a

1
1

2
1

12
21

11
1

2
2

…
σ

(
)

  
+

+
+

+
+

=
n

n x
a

x
a

x
a

x
a

x
a

1
3

13
2

12
1

11

21
11

1
2

…

(
)

=
γ

−  
+

+
+

+
2

1
3

13
2

12
211 1

n
n x

a
x

a
x

a
a

…

(
)

=
γ

−
  

  
+

+
+

+
=

2

1
3

13
2

12
11

1
11

1
n

n x
a

x
a

x
a

a
x

a
…

(
)

γ
−

+
+

+
+

=
2

1
3

13
2

12
1

11
11 1

n
n x

a
x

a
x

a
x

a
a

…
,

де  γ
  – алгебраїчна сума членів, щ

о не залеж
ать від  

1 x .

ГЛ
АВА 6. КВА

Д
РАТИ

Ч
Н
І Ф

О
РМ

И

§1. Теорія квадрат
ичних ф

орм

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
значення. Різні ф

орм
и представлення. К

вадрат
ичною

 ф
ормою

  n
змінних  

n x
x

x
,

...
,

,
2

1
  називається однорідний многочлен другого сте-

пеня відносно цих змінних:

(
)

∑
∑

=
=

=
ni

nj
j

i
ij

n
x

x
a

x
x

x
L

1
1

2
1

,
...

,
,

,

де 
ij

a
 – задані числа, коефіцієнти квадратичної форми; 

ji
ij

a
a

=
,

n
j

i
,1

,
=

.
М
атриця  

A
 – матриця квадратичної ф

орми.

     

     

=

nn
n

n

n n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A

…
…

…
…

…
… …

2
1

2
22

21

1
12

11

,    
T

A
A

=
.

Ранг м
атриці квадратичної ф

орм
и називається її рангом

. Я
кщ

о
n

A
=

R
g

,  то квадратична ф
орма невиродж

ена, у противному випадку
(

)n
A

<
R

g
  – виродж

ена.
М
ат
рична ф

орма запису квадратичної ф
орми:

X
A

X
T

,

де  
(

)n
T

x
x

x
X

,
...

,
,

2
1

=
;  операт

орна форма запису квадратичної форми:
(

)x
x,

A
 або (

)x
x

A
,

, оператор A
 самосопряжений,  

(
)n

x
x

x
x

,
,

,
2

1
…

=
.

Таким чином:  
(

)
(

)
(

)x
x

x
x

X
A

X
x

L
T

A
A

,
,

=
=

=
.

К
анонічний вигляд квадратичної ф

орми:

(
)

∑=
=

ni
i

ii x
a

x
L

1

2
.

М
атриця канонічної квадратичної ф

орми діагональна.
К
анонічна квадратична ф

орма називається нормальною
, якщ

о всі
її коефіцієнти  

ii
a

,  які не дорівню
ю
ть нулю

, такі, щ
о  

1
=

ii
a

.

§1. Теорія квадратичних форм
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М
етод Якобі зведення  квадратичної форми до канонічного вигляду може

бути застосовано у випадку, коли матриця квадратичної форми  
(

)
n

n
ij

a
A

,
=

,
T

A
A

=
,  така, щ

о її головні кутові мінори відмінні віл нуля, тобто

0
11

1
≠

=
a

∆
, 

0
22

21

12
11

2
≠

=
a

a
a

a
∆

, 
0

33
32

31

23
22

21

13
12

11

3
≠

=
a

a
a

a
a

a
a

a
a

∆
, …

 ,

0

2
1

2
22

21

1
12

11

≠
=

nn
n

n

n n

n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

…
…

…
…

…
… …

∆
.

Н
ехай задана така квадратична форма  

(
)n

x
x

x
L

,
,

,
2

1
…

, для якої
виконую

ться вказані умови. Тоді, згідно з методом Я
кобі, існує єдине неви-

родж
ене перетворення вигляду

..
..........

..........
..........

..........
..........

..........

, ; ; ;

3
3

3

2
3

32
2

2

1
3

31
2

21
1

1

      

=

α
+

+
=

α
+

+
α

+
=

α
+

+
α

+
α

+
=

n
n

n
n

n
n

n
n

y
x

y
y

x
y

y
y

x
y

y
y

y
x

… … …

щ
о зводить квадратичну форму  

(
)

X
A

X
x

x
x

L
T

n
=

,
...

,
,

2
1

  до канонічно-
го вигляду

(
)

∑
β

=
= nj

j
j

n
y

y
y

y
L

1

2
2

1
,

...
,

,
,

де

1
β

1
∆

=
;  

j
β

1−
∆ ∆

=
j j

,  
n

j
,2

=
.

Коефіцієнти цього перетворення  
ji

α
  визначаю

ться за формулами

(
)

1 1
1

− −
+

−
=

α
j

i
j

i
j

ji
∆ ∆

,

де  
i

j
1−

∆
  – мінор матриці  A

,  щ
о розташ

ований на перетині стовпців
цієї матриці з номерами  

j
i

i
,

,1
,1

,
,2

,1
…

…
+

−
  і рядків з номерами

1
,

,2
,1

−j
…

.

Таким чином, квадратична форма представиться у вигляді

(
)

(
)

(
)n

n
n

n
x

x
x

L
x

a
x

a
x

a
a

x
x

x
L

,
...

,
,

1
,

...
,

,
3

2
1

2
1

2
12

1
11

11
2

1
+

+
+

+
=

…
.

В
водячи заміну   

n
n x

a
x

a
x

a
y

1
2

12
1

11
1

+
+

+
=

…
,   та аналогічно роз-

глянувш
и  

(
)n

x
x

x
L

,
...

,
,

3
2

1
,  отримуємо канонічну квадратичну ф

ор-

му змінних  
n y

y
y

,
...

,
,

2
1

.

2. Я
кщ

о всі коефіцієнти  
0

=
ii

a
,  то цей випадок зводиться до по-

переднього таким
 чином

.
Н
ехай  

0
≠

ij
a

  (
)j

i≠
.  Тоді виконаємо, наприклад, перетворення

          

= =
+

= = = =

+
+

−
−

.
..

..........
...

.......
; ; ;

..
..........

...
.......

; ;

1
1

1
1

2
2

1
1

n
n

i
i

j
i

i

i
i

y
x

y
x

y
y

x
y

x

y
x

y
x

Тоді доданок, щ
о містить  

ij
a

,  перетвориться до вигляду

(
)

2
2

2
2

2
j

ij
j

i
ij

j
j

i
ij

j
i

ij
y

a
y

y
a

y
y

y
a

x
x

a
+

=
+

=
,

де коефіцієнт при  
2j

y
  не дорівню

є нулю
.

Тобто 
введене 

перетворення 
переводить 

квадратичну 
ф
орму

(
)n

x
x

x
L

,
...

,
,

2
1

  у квадратичну форму змінних  
n y

y
y

,
,

,
2

1
…

,  у якій

коефіцієнт при  
2j

y
  відмінний від нуля.

в) М
ет
од Я

кобі.
В
ведемо поняття головних кутових мінорів матриці  A

.  Головни-
ми кут

овими  мінорами квадратної матриці  A
  називаю

ться мінори, щ
о

стоять у верхньому лівому куті матриці  A
.

Глава 6. К
вадратичні форми

§1. Теорія квадратичних форм
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6. Чому дорівню
ю
ть коефіцієнти канонічної квадратичної

форми, до якої зводиться задана квадратична форма методом
ортогональних перетворень?

7. У
 чому суть методу Л

агранж
а зведення квадратичної

форми до канонічного вигляду?
8. Я

кі мінори називаю
ться головними кутовими мінорами

матриці?
9. В

 якому випадку мож
е бути застосовано метод Я

кобі зве-
дення квадратичної форми до канонічного вигляду?

10. Я
к визначаю

ться коефіцієнти канонічної квадратичної
форми, до якої зводиться задана квадратична форма методом
Я
кобі?11. Чи єдиним чином визначається канонічний вигляд для

даної квадратичної форми?
12. У

 чому полягає закон інерції квадратичних форм?
13. Я

ка квадратична форма називається додатно визначе-
ною

; від’ємно визначеною
; знаковизначеною

?
14. С

формулю
йте критерій С

ильвестра додатно визначеної
(від’ємно визначеної) квадратичної форми.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Записати у матричному вигляді квадратичну

ф
орм

у

(
)

3
1

2
1

23
22

21
3

2
1

4
8

3
5

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
−

=
.

 М
атриця заданої квадратичної ф

орм
и

   

   
−

=
3

0
2

0
5

4
2

4
2

A
.

О
тж

е,

(
)

(
)

   

      

   
−

=
=

3 2 1

3
2

1
3

2
1

3
0

2
0

5
4

2
4

2
,

,
x x x

x
x

x
X

A
X

x
x

x
L

T
. 

Зведення квадратичної форми до канонічного вигляду не є однознач-
ним, бо його мож

на виконати різними способами, в яких перехід до каноніч-
ного вигляду пов’язаний з переходами до різних базисів (наприклад, у ме-
тоді ортогональних перетворень базис ортонормований). О

днак, отримані
канонічні форми маю

ть загальну властивість, яка відома як закон інерції
квадратичних форм.

Закон інерції  квадрат
ичних  ф

орм  полягає у наступному. В
сі кано-

нічні форми, до яких зводиться дана квадратична форма, маю
ть: одне й

те ж
 число нульових коеф

іцієнтів; одне й те ж
 число додатних ко-

ефіцієнтів; одне й те ж
 число від’ємних коефіцієнтів.

Знаковизначені квадратичні ф
орм

и. К
вадратична форма  (

)x
x,

A
називається додат

но визначеною
, якщ

о  (
)

0
,

>
x

x
A

  
0

≠
∀

x
;  квадратич-

на форма  (
)x

x
,

A
  називається від’ємно визначеною

, якщ
о  (

)
0

,
<

x
x

A
0

≠
∀

x
.

Д
одатно та від’ємно визначені квадратичні форми називаю

ться знако-
визначеними.

Т
еорем

а 1. Д
ля того, щ

об квадратична форма була додатно (від’ємно)
визначена, необхідно та достатньо, щ

об усі власні значення  
i

λ
  матриці цієї

квадратичної форми були додатні (від’ємні).
Т
еорем

а 2. (К
рит

ерій С
ильвест

ра). Д
ля того, щ

об квадратична фор-
ма була додатно визначеною

, необхідно та достатньо, щ
об усі головні кутові

мінори матриці цієї форми були додатними; для того, щ
об квадратична фор-

ма була від’ємно визначеною
, необхідно та достатньо, щ

об усі головні ку-
тові мінори парного порядку матриці цієї форми були додатними, а непар-
ного – від’ємними.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається квадратичною

 ф
ормою

  n
  змінних

n x
x

x
,

...
,

,
2

1
?  Я

ка квадратична форма називається дійсною
?

2. Щ
о називається матрицею

 квадратичної форми; рангом
квадратичної форми?

3. Я
к записати квадратичну форму в матричному вигляді; в

операторному вигляді?
4. Я

ка квадратична форма називається канонічною
, який

вона має вигляд?
5. У

 чому полягає метод ортогональних перетворень зве-
дення квадратичної форми до канонічного вигляду?
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 1. М
атриця заданої квадратичної форми

  
  

=
2

1
1

2
A

.

Знаходимо власні значення 
2

1 ,λ
λ

 матриці A
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ристичне рівняння.
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.
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=
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,  
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2
=

λ
.

2. Знаходимо власні вектори  
1 x , 

2 x   матриці  A
,  розв’язую

чи систе-
му рівнянь
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2
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x
x

  ⇒
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2 1x x

(
)1

,
1

1
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x
.  Н

ормований власний вектор:  
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2 1
,

2 1
1 e
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1
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,

0
;
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2
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  ⇒
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.
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2 1x x

(
)1

,1
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−
=

x
.  Н

ормований власний вектор:  
  

  
−

=
2 1

,
2 1

2 e
.

3. С
кладаємо ортогональну матрицю

, взявш
и  

1 e   та  
2 e   за стовпці

цієї матриці.

  
  

−
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−

=
1

1
1

1
2 1

2 1
2 1

2 1
2 1

T
.

Ц
е матриця переходу від вихідного базису до канонічного.

П
риклад 2. Задана м

атриця  A
  квадратичної ф

орм
и

(
)3

2
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,
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x
x

x
L

.

   

   

−
−

−
=

2
5

0
5

3
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0
1
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.

Записати цю
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А
бо, скориставш
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атричною
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ф
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и відповідні матриці, отримуємо
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. 

П
риклад 3. Звести квадратичну форму  

(
)2

1 ,x
x

L
  до кано-

нічного вигляду методом ортогональних перетворень. Виписати
відповідну ортогональну матрицю

, ортогональне перетворення та
канонічний вигляд. Виконати перевірку правильності знаходж

ен-
ня ортогональної матриці та ортогонального перетворення.

(
)

2
1

22
21

2
1

2
2

2
,

x
x

x
x

x
x
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+

+
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.
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=
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П
риклад 4. Звести квадратичну форму  

(
)3

2
1

,
,

x
x

x
L

  до
канонічного вигляду методом ортогональних перетворень. В

и-
писати відповідну ортогональну матрицю

, ортогональне пере-
творення та канонічний вигляд. Звести канонічну квадратичну
форму до нормального вигляду.

(
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 1. М
атриця даної квадратичної форми:   
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4
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λ
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2
=

λ
 – корінь кратності  

2
=

k
.

2. С
истема рівнянь для визначення власних векторів
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О
ртогональним перетворенням, щ

о зводить квадратичну ф
орму до

канонічного вигляду, являється
Y

T
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=
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−
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2
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4. Записуємо канонічний вигляд квадратичної форми.

(
)
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2
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1
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,
y

y
y

y
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+
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.

П
еревіряємо правильність, знаходячи матрицю

  D
  канонічної форми

за формулою
:

=  
  

−
  

    
  −

=
=

1
1

1
1

2 1
2

1
1

2
1

1
1

1
2 1

T
A

T
D

T

  
  

=  
  

=  
  

−
  

  −
=

1
0

0
3

2
0

0
6

2 1
1

1
1

1
1

1
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О
тримали, щ

о матриця  D
  діагональна, на діагоналі стоять власні

значення, тобто  
(

)1
,3

diag
=

D
.  О

тж
е, канонічна форма, а також

 ортого-
нальна матриця знайдені вірно.

М
ож

на також
 безпосередньо впевнитись у правильності знаходж

ення
ортогонального перетворення  (6.1),  підставивш

и  (6.1)  у вихідний вигляд
квадратичної форми  

(
)2

1 ,x
x

L
.  В

иконавш
и всі перетворення, отримаємо

канонічний вигляд.
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=
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−
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Знайш
ли Ф

.С
.Р. однорідної системи
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Ц
і вектори лінійно незалеж

ні, але не ортогональні. Запиш
емо всю
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ть власному значенню

  
2

λ
.

(
)

(
)

(
)2

2
1

1
2

1
,

2
2

,
1,

2
,0

0,
2

,1
c

c
c

c
c

c
x

−
−

=
−

+
−

=
,

0
2

1
≠

+
c

c
,  

R
∈

2
1 ,c

c
.

Будемо вимагати, щ
об вектори  

2 x  та  x
  були ортогональні, тобто

(
)

0
,2

=
x

x
.

(
)

(
)(

)=
−

−
⋅

−
=

2
2

1
1

2
,

2
2

,
0,

2
,1

,
c

c
c

c
x

x

(
)(

)
=

⋅
+

−
−

⋅
−

+
⋅

=
2

2
1

1
0

2
2

2
1

c
c

c
c

0
4

4
2

1
1

=
+

+
=

c
c

c
  ⇒

  
2

1
4

5
c

c
−

=
.

2
1

5 4
c

c
−

=
.

П
окладемо, наприклад,  

5
2

=
c

.  Тоді  
4

1
−

=
c

  і власний вектор

(
)5

,2
,4−

−
=

x
.  П

означимо  
(

)5
,2

,4
3

−
−

=
=

x
x

.  О
тж

е, маємо пару
ортогональних власних векторів

(
)0

,2
,1

2
−

=
x

,  
(

)5
,2

,4
3

−
−

=
x

.
П
ронормуємо ці вектори.  

  
−

=
0,

5 2
,

5 1
2 e

,  
  

  
−

−
=

5
3 5

,
5

3 2
,

5
3 4

3 e
.

О
тримані вектори 

1 e , 
2 e , 

3 e  ортогональні і нормовані. Безпосеред-

ньо впевню
ємося, щ

о  (
)

ij
j

i
e

e
δ

=
,

.
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е нормальна форма квадратичної форми. 
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риклад 5. Звести методом Л
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−

=
23

3
2

23
3

2
22

2

3
2

1
2

4
6

4 9
2

2 3
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

=
−

+
−

 
 

+
−

=
23

3
2

22

2

3
2

1
3

8
4 9

2
2 3

x
x

x
x

x
x

x

+  
  

 
 

+
−

−
 

 
+

−
=

23

2

3
2

22

2

3
2

1
9 16

9 32
4 9

2
2 3

x
x

x
x

x
x

x

       

       

−
−

−

=

5
3 5

0
3 2

5
3 2

5 2
3 1

5
3 4

5 1
3 2

T
.

Ц
е матриця переходу від вихідного базису до канонічного. В

она орто-
гональна. О

ртогональним перетворенням, щ
о приводить квадратичну фор-

му до канонічного вигляду, є:
Y

T
X

=
,

       

       

+ −
−

−
+

=   

   

       

       

−
−

−

=   

   
=

3
1

3
2

1

3
2

1

3 2 1

3 2 1

5
3 5

3 2
5

3 2
5 2

3 1
5

3 4
5 1

3 2

5
3 5

0
3 2

5
3 2

5 2
3 1

5
3 4

5 1
3 2

y
y

y
y

y

y
y

y

y y y

x x x
X

або

        

+
=

−
−

=

−
+

=

.
5

3 5
3 2

;
5

3 2
5 2

3 1

;
5

3 4
5 1

3 2

3
1

3

3
2

1
2

3
2

1
1

y
y

x

y
y

y
x

y
y

y
x

(6.2)

4. Записуємо канонічний вигляд квадратичної ф
орми.

(
)

23
22

21
3

2
1

1
9

9
9

,
,

y
y

y
y

y
y

L
+

+
−

=
.

Безпосередня перевірка показує, щ
о

(
)9

,9
,9

diag
−

=
=

D
T

A
T

T
.

К
рім того, підставивш

и у вихідну квадратичну форму формули орто-
гонального перетворення  (6.2)  і виконавш

и всі необхідні алгебраїчні пере-
творення, отримаємо канонічну форму  

(
)3

2
1

1
,

,
y

y
y

L
.
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П
ерехід  до діагональної матриці D

 канонічної квадратичної форми
виконується так

 
 

−
=

=
9 37

,
4 9

,1
diag

T
D

AT
T

.

(П
еревірте!) 

П
риклад 6. Звести квадратичну форму 

(
)3

2
1

,
,

x
x

x
L

  до
канонічного вигляду  методом  Л

агранж
а.  В

иписати відповідне
перетворення, а також

 його матрицю
.

(
)

3
2

3
1

2
1

3
2

1
2

6
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
−

=
.

 У
 квадратичній формі відсутній квадрат змінних, тобто всі  

0
=

ii
a

.
Тому виконуємо невиродж

ене лінійне перетворення.

  

=
+

=
−

=

.
; ;

3
3

2
1

2

2
1

1

y
x

y
y

x
y

y
x

(6.5)

В
 результаті отримаємо квадратичну форму, в якій коефіцієнт при  

21 y
не дорівню

є нулю
.

(
)

(
)(

)
(

)
(

)
=

+
+

−
−

+
−

=
3

2
1

3
2

1
2

1
2

1
3

2
1

1
2

6
2

,
,

y
y

y
y

y
y

y
y

y
y

y
y

y
L

=
+

−
−

=
3

2
3

1
22

21
8

4
2

2
y

y
y

y
y

y

(
)

(
)

=
+

+
−

−
−

+
−

=
23

23
3

2
22

23
23

3
1

21
8

4
4

2
2

2
2

y
y

y
y

y
y

y
y

y
y

(
)

(
)

23
2

3
2

2
3

1
6

2
2

2
y

y
y

y
y

+
−

−
−

=
.

П
окладемо

  

=
−

=
−

=

.
;

2
;

3
3

3
2

2

3
1

1

y
z

y
y

z
y

y
z

(6.6)

Тоді квадратична форма прийме вигляд:

(
)

23
22

21
3

2
1

2
6

2
2

,
,

z
z

z
z

z
z

L
+

−
=

,

щ
о представляє канонічний вигляд вихідної квадратичної форми.

23

2

3
2

2

3
2

1
23

23
9 37

9 16
4 9

2
2 3

3
81

256
4 9

x
x

x
x

x
x

x
x

+
 

 
−

−
 

 
+

−
=

−
⋅

+
.

П
окладемо

    

=

−
=

+
−

=

.

;
9 16

;
2

5,1

3
3

3
2

2

3
2

1
1

x
y

x
x

y

x
x

x
y

(6.3)

Тоді  
(

)3
2

1
,

,
x

x
x

L
  прийме вигляд  

(
)3

2
1

1
,

,
y

y
y

L
.

(
)

23
22

21
3

2
1

1
9 37

4 9
,

,
y

y
y

y
y

y
L

+
−

=
,

щ
о представляє канонічний вигляд вихідної квадратичної форми.

Розв’яж
емо  (6.3)  відносно  

1 x , 
2 x, 

3 x .

      

=

+
=

− 
 

+
+

=

,

;
9 16

;
2

9 16
2 3

3
3

3
2

2

3
3

2
1

1

y
x

y
y

x

y
y

y
y

x

або

      

=

+
=

+
+

=

.

;
9 16

;
3 2

2 3

3
3

3
2

2

3
2

1
1

y
x

y
y

x

y
y

y
x

(6.4)

М
ож

на перевірити, щ
о підставивш

и  (6.4)  в задану квадратичну фор-
му, отримаємо її канонічний вигляд  

(
)3

2
1

1
,

,
y

y
y

L
.  Таким чином,  (6.4)  є

те перетворення, щ
о зводить квадратичну форму до канонічного вигляду.

М
атриця цього перетворення

      

      

=

1
0

0
9 16

1
0

3 2
2 3

1

T
.
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М
атриця перетворення  (6.7)

   

   
=

1
0

0
2

1
0

1
0

1

2
A

.

Тоді матриця перетворення  (6.8)  отримується так:

   

   
−

−
=   

   

   

   
−

=
=

1
0

0
3

1
1

1
1

1

1
0

0
2

1
0

1
0

1

1
0

0
0

1
1

0
1

1

2
1 A

A
T

,

щ
о співпадає з отриманим раніш

е. 

П
риклад 7. Звести до канонічного вигляду методом Я

кобі
квадратичну форму

(
)

3
2

3
1

2
1

23
22

21
3

2
1

2
2

4
3

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

−
+

+
=

.

 М
атриця даної квадратичної форми має вигляд:

   

   

−
−

−
−

=
1

1
1

1
3

2
1

2
2

A
.

Її головні кутові мінори  
2

1
=

∆
,  

2
2

=
∆

,  
1

3
=

∆
  відмінні від нуля.

К
анонічний вигляд квадратичної ф

орм
и

(
)

23
3

22
2

21
1

3
2

1
1

,
,

y
y

y
y

y
y

L
β

+
β

+
β

=
,

де  
1

1
∆

=
β

;  
1 2

2
∆ ∆

=
β

;  
2 3

3
∆ ∆

=
β

.

Тому  
2

1
=

β
;  

1
2 2

2
=

=
β

;  
2 1

3
=

β
.

О
тж

е, канонічна квадратична форма має вигляд:

(
)

23
22

21
3

2
1

1
2 1

2
,

,
y

y
y

y
y

y
L

+
+

=
.

Розв’яж
емо  (6.6)  відносно  

3
2

1
,

,
y

y
y

  

=
+

=
+

=

.
;

2
;

3
3

3
2

2

3
1

1

z
y

z
z

y
z

z
y

(6.7)

П
ідставимо  (6.7)  в  (6.5). О

тримаємо

  

=
+

+
=

−
−

=

.
;

3
;

3
3

3
2

1
2

3
2

1
1

z
x

z
z

z
x

z
z

z
x

(6.8)

Ф
ормули  (6.8)  представляю

ть собою
 перетворення, яке треба засто-

сувати до квадратичної форми  
(

)3
2

1
,

,
x

x
x

L
,  щ

об отримати канонічну

форму  
(

)3
2

1
2

,
,

z
z

z
L

.
М
ож

на безпосередньо в цьому впевнитись, підставивш
и  (6.8)  в

(
)3

2
1

,
,

x
x

x
L

.  (П
еревірте!)

М
атриця перетворення  (6.8)

   

   
−

−
=

1
0

0
3

1
1

1
1

1
T

.

П
ерехід  від матриці  A

  квадратичної форми до матриці  D
  каноні-

чної квадратичної форми виконується так

)6
,2

,2
(

diag
T

−
=

=
D

AT
T

.

(П
еревірте!)

Зауваж
имо, щ

о матриця  T
  перетворення  (6.8)  мож

е бути отримана
з урахуванням матриць перетворень  (6.5)  та  (6.7).

Д
ійсно, матриця перетворення  (6.5)

   

   
−

=
1

0
0

0
1

1
0

1
1

1
A

.
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М
атриця перетворення  (6.9)

     

     
−

=
1

0
0

0
1

0
2 1

1
1

T
.

Д
іагональна матриця  D

  канонічної квадратичної форми отримуєть-
ся так:

 
 

=
=

2 1
,1

,2
diag

T
D

AT
T

.

(П
еревірте!) 

П
риклад 8. Д

ослідити на знаковизначеність квадратичну
форму(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
4

2
4

3
3

5
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

−
+

+
=

.

 М
атриця квадратичної форми має вигляд

   

   

−
−

−
−

=
3

2
1

2
3

2
1

2
5

A
.

Її головні кутові мінори:

0
5

1
>

=
∆

,  
0

11
3

2
2

5
2

>
=

−
−

=
∆

,  
0

18
det

3
>

=
=

A
∆

.

О
тж
е, згідно з критерієм С

ильвестра, квадратична форма додатно виз-
начена.ІV. Задачі для практ

ичних занят
ь

6.1. Записати матриці кож
ної із заданих квадратичних форм.

а) 
(

)
2

1
22

21
2

1
4

2
,

x
x

x
x

x
x

L
+

−
=

;

б) 
(

)
2

1
22

21
2

1
3

,
x

x
x

x
x

x
L

−
+

=
;

П
еретворення, щ

о зводить дану квадратичну форму до канонічного
вигляду, має вигляд:

  

=
α

+
=

α
+

α
+

=

. ; ;

3
3

3
32

2
2

3
31

2
21

1
1

y
x

y
y

x
y

y
y

x

В
рахуємо, щ

о коефіцієнти   
ji

α
   цього перетворення визначаю

ться за
формулами

1 1
)1

(
− −

+
∆ ∆

−
=

α
j

i
j

i
j

ji
,

де  
i

j
1−

∆
  – мінор матриці  A ,  щ

о розташ
ований на перетині стовпців цієї матриці

з номерами  
j

i
i

,
,1

,1
,

,2
,1

…
…

+
−

 і рядків з номерами  
1

,
,2

,1
−j

…
.

О
тримаємо

1
2 2

)1
(

1 11
3

21
=

−
−

=
∆ ∆

−
=

α
;

2 1
2

1
3

1
2

)1
(

2 21
4

31
−

=
−

−

=
∆ ∆

−
=

α
;

0
2

1
2

1
2

)1
(

2 22
5

32
=

−
−

=
∆ ∆

−
=

α
.

Таким чином,

    

= =

−
+

=

. ; ;
2 1

3
3

2
2

3
2

1
1

y
x

y
x

y
y

y
x

(6.9)

О
тримане перетворення зводить вихідну квадратичну форму до кано-

нічного вигляду  
(

)3
2

1
1

,
,

y
y

y
L

.  Я
кщ

о підставити  (6.9)  у вираз для

(
)3

2
1

,
,

x
x

x
L

,  отримаємо  
(

)3
2

1
1

,
,

y
y

y
L

.
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6.4. Записати квадратичну форму  
(

)n
x

x
x

L
,

,
,

2
1

…
  у виг-

ляді  ∑
∑

=
=

ni

nj
j

i
ij

x
x

a
1

1
  за заданою

 матрицею
  A

:

а) 
  

  −
−

=
3

2
2

1
A

;
б) 

  
  

−
=

3
1

1
0

A
;

в) 
   

   

−
−

−
−

=
0

1
0

1
1

2
0

2
2

A
;

г) 
   

   
−

=
1

1
2

1
2

0
2

0
3

A
;

д) 
   

   
−

=
0

0
0

0
3

5
0

5
0

A
;

е) 

     

      −

=

0
5

0
1

5
2

4
0

0
4

0
3

1
0

3
1

A
.

6.5. Знайти ортогональне перетворення, яке зводить до ка-
нонічного вигляду квадратичну форму  

(
)n

x
x

x
L

,
,

,
2

1
…

  та за-
писати відповідний канонічний вигляд квадратичної ф

орми,
якщ

о:а) 
(

)
2

1
22

21
2

1
2

2
2

,
x

x
x

x
x

x
L

+
+

=
;

б) 
(

)
2

1
22

21
2

1
6

2
2

,
x

x
x

x
x

x
L

+
+

=
;

в) 
(

)
2

1
2

1
2

,
x

x
x

x
L

=
;

г) 
(

)
3

2
3

1
2

1
22

21
3

2
1

4
4

2
3

3
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
−

+
=

;

д) 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
2

7
7

7
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

;

е) 
(

)
3

1
2

1
3

2
1

2
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
L

+
=

;

є) 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

−
−

+
+

=
.

в) 
(

)
22

21
2

1
2

,
x

x
x

x
L

−
=

;
г) 

(
)

2
1

2
1

3
,

x
x

x
x

L
=

;

д) 
(

)
3

1
23

22
21

3
2

1
6

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

−
=

;

е) 
(

)
3

2
22

21
3

2
1

2
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

=
;

є) 
(

)
23

22
21

3
2

1
5

3
,

,
x

x
x

x
x

x
L

+
−

=
;

ж
) 

(
)

3
1

2
1

3
2

1
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
L

−
=

;

з) 
(

)
4

3
2

1
24

23
22

4
3

2
1

2
4

3
2

,
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
+

−
=

;

і) 
(

)
4

1
24

23
22

21
4

3
2

1
2

3
,

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
−

+
=

.

6.2. Знайти ранг кож
ної із заданих квадратичних форм.

а) 
(

)
2

1
22

21
2

1
4

4
,

x
x

x
x

x
x

L
+

+
=

;

б) 
(

)
2

1
22

21
2

1
6

2
,

x
x

x
x

x
x

L
−

+
=

;

в) 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

6
4

3
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

−
−

=
;

г) 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
8

2
2

3
3

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

−
−

−
=

;

д) 
(

)
24

23
22

21
4

3
2

1
3

2
,

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
−

=
.

6.3. Записати квадратичну форму  
(

)n
x

x
x

L
,

,
,

2
1

…
  у мат-

ричному вигляді, якщ
о:

а) 
(

)
2

1
22

21
2

1
6

2
3

,
x

x
x

x
x

x
L

−
+

=
;

б) 
(

)
2

1
22

2
1

3
,

x
x

x
x

x
L

+
=

;
в) 

(
)

21
22

2
1

2
,

x
x

x
x

L
−

=
;

г) 
(

)
3

2
23

22
21

3
2

1
4

3
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

−
=

;

д) 
(

)
3

2
3

1
21

3
2

1
2

5
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

=
;

е) 
(

)
3

2
3

1
2

1
3

2
1

2
3

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

=
.
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6.10. Звести квадратичну форму  
(

)n
x

x
x

L
,

,
,

2
1

…
  до ка-

нонічного вигляду: 1) за допомогою
 ортогонального перетворен-

ня; 2) методом Л
агранж

а; 3) методом Я
кобі (якщ

о цей метод
мож

ливо застосувати), та записати відповідне перетворення,
якщ

о:а) 
(

)
2

1
22

21
2

1
2

2
,

x
x

x
x

x
x

L
−

+
=

;

б) 
(

)
2

1
22

21
2

1
2

4
4

3
,

x
x

x
x

x
x

L
−

−
=

;

в) 
(

)
3

2
23

22
21

3
2

1
2

2
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

=
.

У
 задачах 6.11 – 6.16 дослідити на знаковизначеність кож

-
ну з даних квадратичних форм.

6.11. 
(

)
2

1
22

21
2

1
2

2
,

x
x

x
x

x
x

L
−

+
=

.

6.12. 
(

)
2

1
22

21
2

1
6

2
,

x
x

x
x

x
x

L
−

+
=

.

6.13. 
(

)
3

2
2

1
23

22
21

3
2

1
2

3
3

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
+

−
=

.

6.14. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

4
2

5
3

6
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

+
+

+
=

.

6.15. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
4

6
5

8
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
−

+
−

−
−

=
.

6.16. 
(

)
3

2
4

1
24

23
22

21
3

2
1

6
4

3
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

−
+

−
=

.

У
 задачах 6.17 – 6.20 дослідити, за яких значень λ

 кож
-

на з даних квадратичних ф
орм є знаковизначеною

.

6.17. 
(

)
23

22
21

3
2

1
2

,
,

x
x

x
x

x
x

L
λ

+
+

=
.

6.18. 
(

)
3

2
2

1
23

22
21

3
2

1
4

3
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

λ
+

+
−

=
.

6.19. 
(

)
2

1
22

21
2

1
4

3
,

x
x

x
x

x
x

L
−

+
λ

=
.

6.20. 
(

)
2

1
22

21
2

1
4

3
,

x
x

x
x

x
x

L
−

λ
+

−
=

.

6.6. Звести задану квадратичну форму до канонічного виг-
ляду методом ортогональних перетворень. Виписати ортогональне
перетворення та канонічний вигляд квадратичної форми. Записа-
ти нормальний вигляд квадратичної форми.

(
)

3
2

3
1

2
1

23
22

21
3

2
1

4
4

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

.

6.7. Звести квадратичну форму  
(

)n
x

x
x

L
,

,
,

2
1

…
  до кано-

нічного вигляду методом Л
агранж

а та записати відповідне пе-
ретворення, якщ

о:

а) 
(

)
2

1
22

21
2

1
2

2
,

x
x

x
x

x
x

L
+

+
=

;

б) 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
2

2
5

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
+

+
+

=
;

в) 
(

)
3

2
2

1
23

22
21

3
2

1
6

4
14

2
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

−
+

+
=

;

г) 
(

)
3

1
2

1
23

21
3

2
1

2
2

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
−

=
;

д) 
(

)
3

2
3

1
23

22
3

2
1

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
+

=
;

е) 
(

)
3

1
2

1
3

2
1

,
,

x
x

x
x

x
x

x
L

−
=

.

6.8. М
етодом Л

агранж
а знайти нормальний вигляд та не-

виродж
ене лінійне перетворення, щ

о зводить до цього вигляду,
для заданої квадратичної форми:

(
)

3
1

2
1

23
22

21
3

2
1

4
2

4
5

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
−

+
=

.

6.9. Звести квадратичну форму  
(

)n
x

x
x

L
,

,
,

2
1

…
  до кано-

нічного вигляду методом Я
кобі та записати відповідне перетво-

рення, якщ
о:

а) 
(

)
3

2
2

1
23

22
21

3
2

1
2

4
3

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

−
=

;

б) 
(

)
2

1
23

22
21

3
2

1
2

5
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
+

=
;

в) 
(

)
3

2
2

1
23

21
22

3
2

1
2

6
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
+

−
=

.
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П
ідкреслимо, щ

о новий базис обов’язково повинен бути ортонормо-
ваним, бо тільки у цьому випадку перехід від перш

ого базису до другого має
геометричний зміст повороту координатних осей.

Зауваж
имо також

, щ
о коефіцієнти при квадратах змінних у канонічно-

му вигляді квадратичної форми, щ
о одерж

ані методом Л
агранж

а або Я
кобі,

не співпадаю
ть з власними значеннями матриці цієї форми, а перетворення

координат при цьому, хоча і є лінійним і невиродж
еним, не збігається з пере-

творенням координат при повороті осей.
Д
алі приводимо алгоритм зведення рівнянь кривих та поверхонь дру-

гого порядку до канонічного вигляду. Усі пункти будуть записані для поверхонь
другого порядку, тобто для трьох змінних. Д

ля кривих другого порядку, тобто для
випадку двох змінних, всі формули відповідно спрощ

ую
ться.

1. С
кладаємо характеристичне рівняння

(
)

0
det

=
−

E
A

λ

та знаходимо його корені  
3

2
1

,
,

λ
λ

λ
 – власні значення матриці  A

.

2. Знаходимо власні вектори 
3

2
1

,
,

x
x

x
, щ

о відповідаю
ть цим влас-

ним значенням. В
они повинні бути ортогональними, щ

о збігається з власти-
востями власних векторів самоспряж

еного оператора. П
ронормувавш

и їх,
отримаємо ортонормований базис.

1 1
1

x x
e

=
,  

2 2
2

x x
e

=
,  

3 3
3

x x
e

=

де  (
)

ij
j

i
e

e
δ

=
,

,  
ij

δ
  – символ К

ронекера.

3. В
иписуємо матрицю

  T
  переходу від базису  

k
j

i
,

,
  до базису

3
2

1
,

,
e

e
e

.  Д
ля цього записуємо вектори  

3
2

1
,

,
e

e
e

  у стовпці матриці  T
,

для якої 
1

det
±

=
T

. Д
ля збереж

ення взаємної орієнтації нових координат-
них осей, на матрицю

  T
  накладаю

ть додаткову умову:  
1

det
=

T
.  Я

кщ
о

ця умова не виконується, то їй легко задовільнити відповідним вибором
власних векторів.

4. В
иконуємо лінійне невиродж

ене перетворення

X
T

X
′

=
,

де  
   

   
=

z y x
X

,  
   

   
= ′

1 1 1z y x
X

.

§2. В
икорист

ання т
еорії квадрат

ичних ф
орм

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Зведення загальних рівнянь кривих та поверхонь другого порядку
до канонічного вигляду. Загальне рівняння кривої другого порядку має вигляд

0
2

2
2

2
22

12
2

11
=

+
+

+
+

+
f

y
b

x
a

y
a

y
x

a
x

a
,

(6.10)

де  
ij

a
,  

2,
1

,
=j

i
,  a

, b
, f

 –  задані числа, при цьому хоча б один з кое-

фіцієнтів  
0

≠
ij

a
.

Ц
е рівняння мож

е визначати невиродж
ені лінії другого порядку: еліпс,

гіперболу, параболу або виродж
ені лінії другого порядку: пару прямих (мож

е
й співпавш

их), точку, пусту множ
ину.

Загальне рівняння поверхні другого порядку має вигляд

+
+

+
+

+
+

z
y

a
zx

a
y

x
a

z
a

y
a

x
a

23
13

12
2

33
2

22
2

11
2

2
2

0
2

2
2

=
+

+
+

+
f

zc
y

b
x

a
,

(6.11)

де  
ij

a
,  

3,1
,

= j
i

,  a
, b

, c, 
f

 –  задані числа, при цьому хоча б один з
коефіцієнтів  

0
≠

ij
a

.
Ц
е рівняння м

ож
е визначати невиродж

ені поверхні другого по-
рядку: циліндри, конуси, еліпсоїди, гіперболоїди, параболоїди або ви-
родж

ені поверхні другого порядку: пару площ
ин паралельних (мож

е й
співпавш

их), чи таких, щ
о перетинаю

ться, точку, пусту множ
ину.

Зведення загальних рівнянь кривих та поверхонь другого порядку до
канонічного вигляду виконується з використанням теорії квадратичних форм.

Д
ійсно, група старш

их членів рівнянь  (6.10)  та  (6.11)  представ-
ляє собою

 квадратичну форму змінних  x
, y

  та  x
, y

, z
  з матрицями

  
  

=
22

12

12
11

a
a

a
a

A
  та  

   

   
=

33
23

13

23
22

12

13
12

11

a
a

a
a

a
a

a
a

a
A

відповідно.
Тому, перш

 за все, зводимо вказані квадратичні форми до канонічного
вигляду, використовую

чи метод ортогональних перетворень. З цією
 метою

переходимо від ортонормованого базису 
j

i,
 або 

k
j

i
,

,
 до ортонормова-

ного базису 
2

1 ,e
e

 або 
3

2
1

,
,

e
e

e
 відповідно, щ

о складається з власних век-
торів відповідних матриць. Глава 6. К

вадратичні форми
§2. В

икористання теорії квадратичних форм
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2) 
2

2
1

2
0

x
y

bz
λ

+
λ

+
=

,  
0

2
1

≠
λ

λ
;

3) 
2

2
1

2
0

x
y

c
λ

+
λ

+
=

,  
0

2
1

≠
λ

λ
;

4) 
2

1
0

x
by

λ
+

=
,  

0
1

≠
λ

;

5) 
2

1
0

x
c

λ
+

=
,  

0
1

≠
λ

.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Запиш
іть загальне рівняння кривої другого порядку на

площ
ині. Як знайти ортонормований базис, в якому квадратична

форма, щ
о відповідає цьому рівнянню

, має канонічний вигляд?
2. Запиш

іть загальне рівняння поверхні другого порядку.
Я
к знайти ортонормований базис, в якому квадратична форма,

щ
о відповідає цьому рівнянню

, має канонічний вигляд?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Звести до канонічного вигляду задане рівнян-

ня кривої другого порядку та побудувати її.

0
13

14
2

3
10

3
2

2
=

−
−

−
+

+
y

x
y

xy
x

(6.13)

 Рівняння кривої  (6.13)  задане в системі координат  (
)j

i
O

,
;

.

М
атриця квадратичної форми, щ

о присутня в  (6.13)

  
  

=
3

5
5

3
A

.

Знаходимо  
0

16
25

9
<

−
=

−
=

∆
.  М

аємо криву гіперболічного типу.
Виконуємо зведення рівняння до канонічного вигляду таким чином:

1. С
кладаємо характеристичне рівняння  

0
3

5
5

3
=

λ
−

λ
−

  і знаходимо

його корені  
8

1
=

λ
, 

2
2

−
=

λ
.  Ц

е власні значення матриці  A
.

Тоді матриця  A
  квадратичної ф

орми зведеться до діагонального
вигляду D

.

A
 →

 
(

)3
2

1
,

,
diag

λ
λ

λ
=

D
.

Група старш
их членів перетвориться так:

=
+

+
+

+
+

zy
a

zx
a

y
x

a
z

a
y

a
x

a
23

13
12

2
33

2
22

2
11

2
2

2

21
3

21
2

21
1

z
y

x
XT

X
λ

λ
λ

+
+

=
′

=
=

.

Група лінійних доданків представиться так:

1
1

1
2

2
2

2
2

2
zc

y
b

x
a

X
T

X
zc

y
b

x
a

′
+

′
+

′
=

′
=

=
+

+
.

В
ільний член  f

  залиш
иться без змін.

Таким чином, рівняння  (6.11)  у координатах  
1

1
1

,
,

z
y

x
  приймає

вигляд:

0
2

2
2

1
1

1
21

3
21

2
21

1
=

+
′

+
′

+
′

+
λ

+
λ

+
λ

f
zc

y
b

x
a

z
y

x
.

(6.12)

5. В
иділяємо повні квадрати відносно змінних  

1
1

1
,

,
z

y
x

,  виконуємо
паралельний перенос, переходячи до змінних  

2
2

2
,

,
z

y
x

  і таким чином
отримуємо канонічне рівняння.

Зауваж
имо, щ

о рівняння  (6.11)  задане у системі  координат  (
)k

j
i

O
,

,
;

;

рівняння  (6.12)  у системі  (
)3

2
1

,
,

;
e

e
e

O
, щ

о отримана з вихідної поворо-
том на деякий кут, канонічне рівняння записується у системі  (

)3
2

1
1

,
,

;
e

e
e

O
,

щ
о отримується з попередньої паралельним переносом початку координат у

точку  
1

O
.

Зауваж
имо також

, щ
о канонічні рівняння кривих та поверхонь друго-

го порядку представляю
ться в одному з наступних виглядів.

Д
ля кривої другого порядку (у змінних  x

,  y
):

1) 
0

2
2

2
1

=
+

λ
+

λ
c

y
x

,  
0

2
1

≠
λ

λ
;

2) 
2

1
0

x
by

λ
+

=
,  

0
1

≠
λ

;

3) 
2

1
0

x
c

λ
+

=
,  

0
1

≠
λ

.

Д
ля поверхні другого порядку (у змінних  x

, y
, z

):

1) 
0

2
3

2
2

2
1

=
+

λ
+

λ
+

λ
c

z
y

x
,  

0
3

2
1

≠
λ

λ
λ

;
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П
еревіряємо:  

1
det

=
T

,  значить збереж
ена взаємна орієнтація осей

при повороті системи координат.
4. В

иконуємо лінійне перетворення:
X

T
X

′
=

,

  
  

  
  

−
=  

  
=

1 1

1
1

1
1

2 1
y x

y x
X

,

тобто

(
)

(
)

    

+
=

−
=

.
2 1

;
2 1

1
1

1
1

y
x

y

y
x

x
(6.14)

П
ідставимо формули перетворення  (6.14)  в рівняння кривої  (6.13).

Тоді м
атриця  

A
  квадратичної ф

орм
и прийм

е діагональний вигляд
(

)2
1 ,

diag
λ

λ
=

→
D

A
  і група старш

их членів представиться так:

21
21

21
2

21
1

2
2

2
8

3
10

3
y

x
y

x
XT

X
y

xy
x

−
=

+
=

′
=

=
+

+
λ

λ
.

Група лінійних членів:

(
)

(
)=

+
⋅

−
−

⋅
−

=
′

=
=

−
−

1
1

1
1

2 1
14

2 1
2

14
2

y
x

y
x

XT
X

y
x

(
)

(
)1

1
1

1
1

1
6

8
2 1

2
7

7
2 1

2
y

x
y

x
y

x
+

⋅
−

=
+

+
−

⋅
−

=
.

В
ільний член не зміню

ється.
Таким чином, рівняння кривої у змінних  

1 x   та  
1 y   прийме вигляд:

0
13

2 6
2

2 8
2

2
8

1
1

21
21

=
−

⋅
−

⋅
−

−
y

x
y

x
.

(6.15)

5. В
иділяємо повні квадрати відносно змінних  

1 x   та  
1 y   у  (6.15).

0
13

2 9
2 9

2 3
2

2
2 1

2 1
2 1

2
8

1
21

1
21

=
−  

  
−

+
⋅

+
−  

  
−

+
⋅

−
y

y
x

x
,

9
4

13
2 3

2
2 1

8
2

1

2

1
−

+
=

  
  

+
−

  
  

−
y

x
,

2. Знаходимо власні вектори.
В
икористовуємо систему:

(
)

(
)

  
=

λ
−

+
=

+
λ

−
.0

3
5

;0
5

3

2
1

2
1

x
x

x
x

У
 цій системі послідовно покладемо  

8
1

=
λ

,  
2

2
−

=
λ

.

а) 
8

1
=

λ
,    

=
−

=
+

−
,0

5
5

;0
5

5

2
1

2
1

x
x

x
x

  ⇒
  {

,0
2

1
=

+
−

x
x

⇒
   

= =
,1 ;

2

2
1x

x
x

 ⇒
   

= =
.1 ;1

2 1x x

(
)1

,1
1

=
x

 – власний вектор;  
  

  
=

2 1
,

2 1
1 e

 – нормований власний

вектор.б) 
2

2
−

=
λ

,   
=

+
=

+
,

0
5

5
;

0
5

5

2
1

2
1

x
x

x
x

 ⇒
 {

,0
2

1
=

+
x

x

⇒
   

=
−

=
,1 ;

2

2
1x

x
x

 ⇒
   

=
−

=
.1 ;1

2 1x x

(
)1

,1
2

−
=

x
 – власний вектор;  

  
  −

=
2 1

,
2 1

2 e
– нормований влас-

ний вектор.

М
аємо нову систему координат  (

)2
1 ,

;
e

e
O

,  яка отримується з
попередньої поворотом на відповідний кут.

3. Записуємо матрицю
 переходу від базису  

j
i,

  до базису  
2

1 ,e
e

.

  
  

−
=    

    
−

=
1

1
1

1
2 1

2 1
2 1

2 1
2 1

T
.

М
атриця  T

  ортогональна.
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О
чевидно, щ

о якщ
о підставити формули перетворення  (6.18)  у ви-

хідне задане рівняння кривої  (6.13),  то отримаємо канонічне рівняння  (6.17).
(П
еревірте!)

Таким чином,  (6.18) – результую
че перетворення координат, а кано-

нічна система координат  (
)2

1
1

,
;

e
e

O
,  де

  
  

−
2 3

;
2 1

1
O

,  
j

i
e

2 1
2 1

1
+

=
;  

j
i

e
2 1

2 1
2

+
−

=
.

7. П
обудуємо гіперболу задану рівнянням  (6.17)  

1
4

1

22
22

=
−

y
x

. П
о-

слідовно нанесемо три системи координат (
)j

i
O

,
;

, (
)2

1 ,
;

e
e

O
, (

)2
1

1
,

;
e

e
O

і в останній канонічній системі координат представимо гіперболу, задану
цим рівнянням.

В
раховуємо, щ

о  
1

4
1

22
22

=
−

y
x

 – гіпербола з дійсною
 віссю

  
2

1 x
O

,  
1

=
a

,

2
=

b
 – півосі гіперболи.

x

y

x
2

x
1

y
2

y
1

O

O
1

2 4–2–4Рис. 6.1 

8
2 3

2
2 1

8
2

1

2

1
=

  
  

+
−

  
  

−
y

x
,

1
4

2 3

1
2 1

2

1

2

1
=

  
  

+
−

  
  

−
y

x
.

П
окладемо

    

+
=

−
=

.
2 3

;
2 1

1
2

1
2

y
y

x
x

(6.16)

Ц
е відповідає паралельному переносу початку координат у точку

  
  

−
2 3

,
2 1

1
O

. О
тримаємо рівняння

1
4

1

22
22

=
−

y
x

.
(6.17)

Ц
е канонічне рівняння гіперболи. В

оно записано в системі коор-
динат  (

)2
1

1
,

;
e

e
O

.

6. З формул паралельного переносу  (6.16)  знайдемо вираз  
1

1 ,
y

x

через  
2

2 ,
y

x
  та підставимо у формули перетворення  (6.14).  О

тримає-
мо результую

че перетворення координат  (6.18).

    

−
=

+
=

.
2 3

;
2 1

2
1

2
1

y
y

x
x

     

  
  

−
+

+
=

  
  

+
−

+
=

,
2 3

2 1
2 1

;
2 3

2 1
2 1

2
2

2
2

y
x

y

y
x

x
⇒

 
(

)

(
)

    

−
+

=

+
−

=

.1
2 1

;2
2 1

2
2

2
2

y
x

y

y
x

x
 (6.18)
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(
)

2
2

R
g

=
−

=
E

A
r

; 
1

=
−

r
n

 ⇒
 ∃

 один лінійно незалеж
ний влас-

ний вектор, щ
о відповідає  

1 λ.

С
корочена система для визначення власного вектора:

  
= =

+
−

,
0

2
;

0

2

3
2

1
x

x
x

x
 ⇒

   

= =
+

−
=

,1 ;
0

;

1 2

2
1

3x x
x

x
x

 ⇒
   

−
= = =

.
1 ;
0

;
1

3 2 1x x x

(
)1

,0
,1

1
−

=
x

 – власний вектор,  
  

  
−

=
2 1

,0
,

2 1
1 e

 – нормований

власний вектор.

б) 
3

2
=

λ
;

  

=
−

=
−

+
−

=
+

−

.
0

;
0

2
;

0

2
1

3
2

1

3
2x

x
x

x
x

x
x

   

   −
−

   

   

− −
−

−

   

   

−
−

−
−

=
−

0
0

0
0

1
1

1
1

0
~

1
1

0
1

2
1

1
1

0
~

0
1

1
1

2
1

1
1

0
3E

A
.

(
)

2
3

R
g

=
−

=
E

A
r

; 
1

=
−

r
n

 ⇒
 ∃

 один лінійно незалеж
ний влас-

ний вектор, щ
о відповідає  

2
λ

.

С
корочена система для визначення власного вектора:

  
=

+
−

=
+

−
,

0
;

0

2
1

3
2x

x
x

x
 ⇒

   

= = =

,
1

; ;

3

2
1

3
2x

x
x

x
x

 ⇒
   

= = =

.
1 ;
1

;
1

3 2 1x x x

(
)1

,1
,1

2
=

x
 – власний вектор,  

  
  

=
3 1

,
3 1

,
3 1

2 e
 – нормований

власний вектор.
в) 

6
3

=
λ

;

  

=
−

−
=

−
−

−
=

+
−

−

.
0

3
;

0
;

0
3

3
2

1

3
2

1

3
2

1

x
x

x
x

x
x

x
x

x

П
риклад 2. Звести до канонічного вигляду задане рівнян-

ня поверхні другого порядку та побудувати її.

0
10

12
2

2
2

3
5

3
2

2
2

=
−

−
−

+
−

+
+

x
yz

xz
xy

z
y

x
               (6.19)

 Рівняння  (6.19)  задане в системі координат  (
)k

j
i

O
,

,
;

.
М
атриця квадратичної форми, щ

о присутня в  (6.19),  має вигляд:

   

   

−
−

−
−

=
3

1
1

1
5

1
1

1
3

A
.

В
иконуємо зведення рівняння до канонічного вигляду таким чином:

1. С
кладаємо характеристичне рівняння

0
3

1
1

1
5

1
1

1
3

=
λ

−
−

−
λ

−
−

−
λ

−
.

Звідки

(
) (

)
0

12
8

3
2

=
+

λ
−

λ
λ

−
.

О
тримуємо власні значення

2
1

=
λ

, 
3

2
=

λ
, 

6
3

=
λ

.
2. Знаходимо власні вектори, використовую

чи систему

  

=
λ

+
+

−
=

−
λ

−
+

−
=

+
−

λ
−

.
0

)
3(

;
0

)
5(

;
0

)
3(

3
2

1

3
2

1

3
2

1

x
x

x
x

x
x

x
x

x

У
 цій системі послідовно покладаємо  

2
1

=
λ

,  
3

2
=

λ
,  

6
3

=
λ

.

а) 
2

1
=

λ
;

  

=
+

−
=

−
+

−
=

+
−

.
0

;
0

3
;

0

3
2

1

3
2

1

3
2

1

x
x

x
x

x
x

x
x

x

   

   
−

   

   

−
−

−
−

=
−

0
0

0
0

2
0

1
1

1
~

1
1

1
1

3
1

1
1

1
2E

A
.
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       −

−
=   

   
=

1 1 1

6 1
3 1

2 1
6 2

3 1
0

6 1
3 1

2 1

z y x

z y x
X

,

тобто

      

+
+

−
=

−
=

+
+

=

.
6 1

3 1
2 1

;
6 2

3 1

;
6 1

3 1
2 1

1
1

1

1
1

1
1

1

z
y

x
z

z
y

y

z
y

x
x

(6.20)

П
ідставивш

и формули перетворення  (6.20)  в  задане рівняння по-
верхні  (6.19),  після перетворень отримаємо, щ

о матриця  A
  квадра-

тичної форми прийме діагональний вигляд  
(

)3
2

1
,

,
diag

λ
λ

λ
=

→
D

A
  і

група старш
их членів представиться так:

21
21

21
2

2
2

6
3

2
2

2
2

3
5

3
z

y
x

XT
X

yz
xz

xy
z

y
x

+
+

=
′

=
=

−
+

−
+

+
.

(П
еревірте безпосередньою

 підстановкою
).

Група лінійних членів прийме вигляд:

1
1

1
6 12

3 12
2 12

12
z

y
x

XT
X

x
−

−
−

=
′

=
=

−
.

В
ільний член не зміню

ється.
Таким чином, рівняння поверхні у змінних  

1 x , 
1 y , 

1 z   приймає вигляд:

0
10

6 12
3 12

2 12
6

3
2

1
1

1
21

21
21

=
−

−
−

−
+

+
z

y
x

z
y

x
.

(6.21)

5. В
иділяєм

о повні квадрати відносно зм
інних  

1 x , 
1 y , 

1 z   в рів-
нянні (6.21).

0
10

6 2
6

3 4
3

2 6
2

1
21

1
21

1
21

=
−  

  
−

+  
  

−
+  

  
−

z
z

y
y

x
x

,

   

   

   

   

−
−

−
−

−
   

   

−
−

−
−

−
−

−
=

−
0

0
0

1
1

1
2

1
0

~
4

2
0

1
1

1
4

2
0

~
3

1
1

1
1

1
1

1
3

6E
A

.

(
)

2
6

R
g

=
−

=
E

A
r

; 
1

=
−

r
n

 ⇒
 ∃

 один лінійно незалеж
ний влас-

ний вектор.
С
корочена система для визначення власного вектора:

  
=

+
+

=
+

,
0

;
0

2

3
2

1

3
2

x
x

x
x

x
 ⇒

   

=
−

=
−

−
=

,1 ;
2

;

3

3
2

3
2

1x
x

x
x

x
x

 ⇒
   

=
−

= =

.
1 ;
2

;
1

3 2 1x x x

(
)1

,2
,1

3
−

=
x

 – власний вектор,   
  

  
−

=
6 1

,
6 2

,
6 1

3 e
 – нормова-

ний власний вектор.

В
ектори  

1 e, 
2 e, 

3 e – ортогональні та нормовані.  (
)

ij
j

i
e

e
δ

=
,

.

М
аємо нову систему координат  (

)3
2

1
,

,
;

e
e

e
O

,  яка отримується з
попередньої поворотом на відповідний кут.

3. Записуємо матрицю
 переходу від базису  i

, 
j , k

  до  базису

1 e , 
2 e , 

3 e .

       

       −

−
=

6 1
3 1

2 1
6 2

3 1
0

6 1
3 1

2 1

T
.

М
атриця  T

 – ортогональна.

1
det

=
T

,  тобто буде збереж
ена взаємна орієнтація осей при пово-

роті системи координат.
4. В

икористовуємо лінійне перетворення

XT
X

′
=

.
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+
+  

  
+

+  
  

+
−

=

  
  

+
−  

  
+

=

  
  

+
+  

  
+

+  
  

+
=

,
6 1

6 1
3 2

3 1
2 3

2 1

;
6 1

6 2
3 2

3 1

;
6 1

6 1
3 2

3 1
2 3

2 1

2
2

2

2
2

2
2

2

z
y

x
z

z
y

y

z
y

x
x

або

        

−
+

+
−

=

+
−

=

+
+

+
=

.
3 2

6 1
3 1

2 1

;
3 1

6 2
3 1

;
3 7

6 1
3 1

2 1

2
2

2

2
2

2
2

2

z
y

x
z

z
y

y

z
y

x
x

(6.24)

Я
кщ

о підставити ф
ормули перетворення  (6.24)  у вихідне задане

рівняння поверхні  (6.19),  отримаємо канонічне рівняння еліпсоїда  (6.23).
(П
еревірте!)

Таким чином, результую
чим перетворенням є (6.24), канонічна си-
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=
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Ц
е відповідає паралельному переносу початку координат у точку

  
  

6 1
,

3 2
,

2 3
1

O
.

О
трим

аєм
о рівняння

1
4

8
12

22
22

22
=

+
+

z
y

x
.

(6.23)

Ц
е канонічне рівняння еліпсоїда.

В
оно записане у системі координат  (

)3
2

1
1

,
,

;
e

e
e

O
.

6. З ф
ормул паралельного переносу (6.22) знайдемо вираз 

1 x, 
1 y,

1 z  через  
2 x , 

2 y
, 

2 z
  та підставимо у ф

ормули перетворення  (6.20).
О
тримаємо результую

че перетворення координат  (6.24).
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Рис. 6.2 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах  6.21 – 6.26  звести до канонічного вигляду зада-

не рівняння кривої другого порядку та побудувати її. В
иписати

канонічну систему координат.
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 задачах  6.27 – 6.34  звести до канонічного вигляду зада-
не рівняння поверхні другого порядку та побудувати її. В

иписа-
ти канонічну систему координат.
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Зростаю
чі та спадні послідовності називаю

ться ст
рого монот

онними.
Н
еспадні та незростаю

чі послідовності називаю
ться монот

онними.
Будь-яка обмеж

ена та монотонна послідовність збіж
на.

К
ритерій Кош

і збіж
ності послідовності. Д

ля того, щ
об послідовність

}
{

n
x

 була збіж
на, необхідно та достатньо, щ

об для довільного 
0

>
ε

 існував

такий номер 
)

( ε
N

, щ
о 

ε
<

−
n

m
x

x
 для всіх 

)
(

,
ε

>
N

n
m

.

Ч
исло e . 

e
n

n

n
=

 
 

+
∞

→

1
1

lim
.

e  – ірраціональне число, 
…

71828182
,2

,3
2

=
<

<
e

e
Я
кщ

о за основу логарифма взято число e , його називаю
ть нат

ураль-
ним логариф

мом і позначаю
ть ln

x.

П
ослідовність 

}
{

n
α

 називається нескінченно малою
, якщ

о

0
lim

=
α∞

→
n

n
.

Н
ескінченно малі послідовності 

}
{

n
α

 та 
}

{
n

β
 називаю

ться еквіва-

лент
ними, якщ

о 
1

lim
=

β α
∞

→
n n

n
. П

иш
уть 

n
n

β
α

~
.

М
аю

ть місце такі власт
ивост

і нескінченно малих послідовност
ей.

.
1

0
 А
лгебраїчна сума скінченного числа нескінченно малих послідов-

ностей є нескінченно мала послідовність.

.
2

0
 Д
обуток нескінченно малої послідовності на обмеж

ену є нескінчен-
но малою

 послідовністю
.

П
ослідовність 

}
{

n
x

 називається нескінченно великою
, якщ

о для
довільного числа 

0
>

M
 знайдеться такий ном

ер 
)

(M
N

, щ
о для всіх

M
x

M
N

n
n

>
>

)
(

.

С
имволічно це записується так: 

∞
=

∞
→

n
n

x
lim

.

С
еред нескінченно великих послідовностей виділяю

ть такі:
+∞

=
∞

→
n

n
x

lim
,   

−∞
=

∞
→

n
n

x
lim

.

Н
ескінченно великі послідовності 

}
{

n
x

 та 
}

{
n

y
 називаю

ться

еквівалент
ними, якщ

о 
1

lim
=

∞
→

n n
n

y x
. П

иш
уть 

n
n

y
x

~
.
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 Н
ЕП

ЕРЕРВ
Н
ІСТЬ
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§1. Границі послідовност
ей т

а ф
ункцій

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

П
осл

ідов
н
ість

. Г
р
ан

и
ц
я

 п
осл

ідов
н
ості

О
сновні поняття. Я

кщ
о кож

ному натуральному числу 
N

∈
n

 ставить-
ся у відповідність число 

n
x

, то множ
ина чисел

…
…

,
,

,
,

2
1

n
x

x
x

називається числовою
 послідовніст

ю
 або просто послідовністю

.
С
корочено послідовність позначається сим

волом
 

}
{

n
x

. Ч
исла

N
∈

n
x

n ,
, називаю

ться членами послідовност
і, 

)
(n

f
x

n
=

 – загальний член
послідовност

і.

Число a
 називається границею

 числової послідовност
і 

}
{

n
x

, якщ
о

для довільного 
0

>
ε

 існує такий номер 
)

( ε
N

, щ
о для всіх 

)
( ε

>
N

n
, вико-

нується нерівність

ε
<

−
a

x
n

.
С
имволічно це записується так:

a
x

n
n

=
∞

→ lim
   або   

a
x

n
→

 при 
∞

→
n

.

П
ослідовність 

}
{

n
x

, яка має границю
 a

, називається збіж
ною

. П
о-

слідовність, яка не є збіж
ною

, називається розбіж
ною

.

В
раховую

чи, щ
о нерівність 

ε
<

−
a

x
n

 рівносильна нерівності
ε

+
<

<
ε

−
a

x
a

n
, яка означає, щ

о 
n

x
 належ

ить ε-околу точки a
 

)
,

(
ε

a
O

,
маємо геомет

ричний зміст
 границі a

 послідовності 
}

{
n

x
: для будь-якого

0
>

ε
 всі 

)
,

(
ε

∈
a

O
x

n
, починаю

чи з деякого номера 
)

(ε
>

N
n

.

П
ослідовність 

}
{

n
x

 називається обмеж
еною

, якщ
о 

0
>

∃M
 таке, щ

о
M

x
n

n
≤

∀
.

П
ослідовність 

}
{

n
x

 називається зрост
аю
чою

 (спадною
), якщ

о
)

(
1

1
n

n
n

n
x

x
x

x
<

>
+

+
 для всіх n

.

П
ослідовність 

}
{

n
x

 називається неспадною
 (незрост

аю
чою

), якщ
о

)
(

1
1

n
n

n
n

x
x

x
x

≤
≥

+
+

 для всіх n
.
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О
бернені ф

ункції. Я
кщ

о рівняння 
)

(x
f

y
=

 мож
е бути однозначно роз-

в’язано відносно зм
інної 

x
, тобто існує ф

ункція 
)

(y
g

x
=

 така, щ
о

)]
(

[
x

g
f

y
=

, то функція 
)

(y
g

x
=

 або в стандартних позначеннях 
)

(x
g

y
=

називається оберненою
 по віднош

енню
 до 

)
(x

f
y

=
. О

чевидно, щ
о

x
x

f
g

≡
)]

(
[

, тобто функції 
)

(x
f

 і 
)

(x
g

 є взаємно оберненими.

С
уперпозиція ф

ункцій. Н
ехай задані функції 

)
(

),
(

x
u

u
f

y
ϕ

=
=

. С
у-

перпозицією
 цих функцій (або складною

 функцією
) називається функція виг-

ляду 
)]

(
[

x
f

y
ϕ

=
.

Д
еякі класи ф

ункцій
О
бмеж

ені ф
ункції. Ф

ункція 
)

(x
f

, визначена на множ
ині X

, нази-
вається обмеж

еною
, якщ

о існує таке число 
0

>
M

, щ
о для всіх 

X
x∈

 вико-
нується нерівність 

M
x

f
≤

)
(

.

М
онот

онні ф
ункції. Ф

ункція 
)

(x
f

 називається зрост
аю
чою

 (спад-
ною

), якщ
о 

))
(

)
(

(
)

(
)

(
2

1
2

1
x

f
x

f
x

f
x

f
<

>
 при 

2
1

x
x

>
. Ц

і функції назива-
ю
ть ст

рого монот
онними.

Ф
ункція 

)
(x

f
 називається неспадною

 (незрост
аю
чою

), якщ
о

)
(

)
(

2
1

x
f

x
f

≥
  

))
(

)
(

(
2

1
x

f
x

f
≤

 при 
2

1
x

x
>

. Ц
і функції називаю

ть монот
онними.

П
арні т

а непарні ф
ункції. Ф

ункція 
)

(x
f

 називається парною
 (непар-

ною
), якщ

о її область визначення сим
етрична відносно точки 

0
=

x
 і

))
(

)
(

(
)

(
)

(
x

f
x

f
x

f
x

f
−

=
−

=
−

.

П
еріодичні функції. Ф

ункція 
)

(x
f

 називається періодичною
, якщ

о існує
таке число 

0
>

T
, щ

о 
)

(f
D

x∈
∀

 виконується умова 
)

(
)

(
x

f
T

x
f

=
+

. Н
ай-

менш
е число T

, для якого виконується ця умова, називається періодом функції.

О
сновні елемент

арні ф
ункції. О

сновними елементарними функціями
називаю

ться такі функції.
1. Степенева функція: 

R
∈

α
=

α,
x

y
.

2. П
оказникова функція: 

1
,0

,
≠

>
=

a
a

a
y

x
.

3. Л
огарифмічна функція: 

1
,0

,
log

≠
>

=
a

a
x

y
a

.

4. Тригонометричні функції: 
x

y
x

y
x

y
x

y
ctg

tg
=

=
=

=
,

,
cos

,
sin

.

5. О
бернені тригоном

етричні ф
ункції: 

x
y

x
y

arccos
,

arcsin
=

=
,

x
y

x
y

arcctg
arctg

=
=

,
.

А
риф

м
етичні властивості збіж

них послідовностей
Я
кщ

о існую
ть скінченні границі послідовностей 

}
{

n
x

 та 
}

{
n

y

a
x

n
n

=
∞

→ lim
,   

b
y

n
n

=
∞

→ lim
,
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=
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∞

→
c

x
c

cx
n

n
n

n
,

lim
lim

;

2) 
n

n
n

n
n

n
n

y
x

y
x

∞
→

∞
→

∞
→

±
=

±
lim

lim
)

(
lim

;

3) 
n

n
n

n
n

n
n

y
x

y
x

∞
→

∞
→

∞
→

⋅
=

⋅
lim

lim
lim

;

4) 
0

lim
,

lim lim
lim

≠
=

∞
→

∞
→

∞
→

∞
→

n
n

n
n

n
n

n n
n

y
y x

y x
.

О
бчислення границь зводиться до застосування вказаних формул, за

умови існування скінченних границь послідовностей 
}

{
n

x
 та 

}
{

n
y

. Я
кщ

о ж
ця умова не виконується, виникаю

ть так звані невизначеності, наприклад

типів 
}

1{
},

{
,

∞
∞

−
∞

  
  

∞ ∞
. Д

ля розкриття невизначеностей спочатку ви-

коную
ть перетворення, а після цього переходять до границі.

Ф
ун

к
ц
ія

О
сновні поняття. Н

ехай задано дві непусті множ
ини X

 та Y
. Я

кщ
о

кож
ному значенню

 змінної x
, щ

о належ
ить деякій області її зміни X

)
(

X
x ∈

, ставиться у відповідність за деяким законом єдине значення 
Y

y ∈
,

то каж
уть, щ

о на множ
ині X

 задана ф
ункція 

)
(x

f
y

=
.

М
нож

ина X
 називається област

ю
 визначення ф

ункції і позначається
)

(f
D

. М
нож

ина Y
 всіх значень y

, які 
)

(x
f

 приймає при 
X

x∈
, нази-

вається област
ю

 значень ф
ункції і позначається 

)
(f

E
. П

ри цьому x
 нази-

вається  незалеж
ною

 змінною
 або аргумент

ом, y
 – ф

ункцією
.

Я
кщ

о кож
ному значенню

 
X

x∈
 відповідає не одне, а декілька зна-

чень 
Y

y ∈
, то функція називається  многозначною

, на відміну від однознач-
ної функції, визначеної вищ

е. В
 подальш

ому будемо розглядати тільки одно-
значні функції, якщ

о не застереж
ене противне.

Граф
іком ф

ункції 
)

(x
f

y
=

 називається множ
ина точок площ

ини xO
y

з координатами 
))

(
,

(
x

f
x

, де 
)

(f
D

x ∈
.
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О
значення 2 (на мові “

δ
−ε

”). Число A
 називається границею

 функції
)

(x
f

 в точці 
a

x
=

, якщ
о для довільного числа 

0
>

ε
 знайдеться число

)
( ε

δ
=

δ
 таке, щ

о для всіх x
, які задовольняю

ть нерівності 
δ

<
−

<
a

x
0

,

виконується нерівність 
ε

<
−

A
x

f
)

(
.

С
имволічно той факт, щ

о число A
 є границею

 функції 
)

(x
f

 в точці
a

x
=

, записується так:

A
x

f
a

x
=

→
)

(
lim

.

Геометрично цей факт інтерпретується так: для довільного 
0

>
ε

 існує
таке δ

, щ
о для всіх 

a
x

a
O

x
≠

δ
∈

),
,

(
, відповідні значення 

)
,

(
)

(
ε

∈
A

O
x

f
.

П
оняття границі має місце і при 

∞
=

a
, і при 

∞
=

A
.

Запис 
A

x
f

x
=

∞
→

)
(

lim
 означає, щ

о для будь-якого 
0

>
ε

 знайдеться таке

число 
0

)
(

>
ε

M
, щ

о для всіх x
, які задовольняю

ть умові 
)

(ε
>

M
x

, вико-

нується нерівність 
ε

<
−

A
x

f
)

(
.

Запис 
∞

=
→

)
(

lim
x

f
a

x
 означає, щ

о 
M

x
f

>
)

(
 для всіх x

, щ
о задоволь-

няю
ть умові 

)
(

0
M

a
x

δ
<

−
<

, де M
 – довільне додатне число.

Я
кщ

о 
∞

=
→

)
(

lim
x

f
a

x
, то функція 

)
(x

f
 називається нескінченно великою

при 
a

x
→

.
Я
кщ

о 
0

)
(

lim
=

α
→

x
a

x
, то функція 

)
(x

α
 називається нескінченно малою

при 
a

x
→

.
Я
кщ

о 
a

x
a

x
→

<
i

, то умовно пиш
уть 

0
−

→
a

x
;

якщ
о 

a
x

a
x

→
>

i
, то умовно пиш

уть 
0

+
→

a
x

;
Числа

)
(

lim
)0

(
)

(
lim

)0
(

0
0

x
f

a
f

x
f

a
f

a
x

a
x

+
→

−
→

=
+

=
−

тa

називаю
ться відповідно границею

 функції 
)

(x
f

 зліва в точці a
 і границею

функції 
)

(x
f

 справа в точці a
.

Границю
 зліва в точці a

 та границю
 справа в точці a

 називаю
ть одно-

ст
оронніми границями.

Д
ля існування границі функції при 

a
x

→
 необхідно та достатньо, щ

об
)0

(
)0

(
+

=
−

a
f

a
f

.

Елемент
арні ф

ункції. Елементарними функціями називаю
ться функції,

які отримую
ться з основних елементарних функцій за допомогою

 скінчен-
ного числа арифметичних операцій і суперпозицій (формування складних
функцій).

Гіперболічні ф
ункції. Д

о елементарних функцій відносяться гіпер-
болічні функції, які визначаю

ться так:

гіперболічний синус
2

x
x

e
e

x
−

−
=

sh
;

гіперболічний косинус
2

x
x

e
e

x
−

+
=

ch
;

гіперболічний тангенс
x

x

x
x

e
e

e
e

x x
x

− −

+ −
=

=
ch sh

th
;

гіперболічний котангенс
x

x

x
x

e
e

e
e

x x
x

− −

− +
=

=
sh ch

cth
, 

0
≠

x
.

Раціональні функції. Д
о елементарних функцій відносяться раціональні

функції, які визначаю
ться так:

m
m

n
nx

b
x

b
b

x
a

x
a

a
y

+
+

+
+

+
+

=
… …

1
0

1
0

,

де 
j

i
b

a
,

 – дійсні числа, 
N

∈
=

=
n

m
m

j
n

i
,

,
,0

,
,0

.

Я
кщ

о 
0

,0
0

≠
=

b
m

, то позначивш
и 

0
b a

c
i

i =
, маємо функцію

n
n x

c
x

c
c

y
+

+
+

=
…

1
0

,
яка називається цілою

 раціональною
 ф
ункцією

 або многочленом.
Я
кщ

о раціональна функція не є цілою
, то її називаю

ть дробово-раціо-
нальною

 ф
ункцією

 або раціональним дробом.

Г
р
ан

и
ц
я

 ф
ун

к
ц
ії

О
сновні поняття. Н

ехай функція 
)

(x
f

 визначена в деякому околі
точки 

a
x

=
, за виклю

ченням, мож
ливо, самої точки 

a
x

=
.

О
значення 1 (на мові послідовност

ей). Число A
 називається границею

функції 
)

(x
f

 в точці 
a

x
=

, якщ
о для довільної послідовності 

a
x

x
n

n
≠

},
{

,

збіж
ної до a

, відповідна послідовність 
)}

(
{

n
x

f
 збігається до A

.
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П
ор

ів
н
я
н
н
я

 н
еск

ін
ч
ен

н
о м

ал
и
х

Н
ехай 

)
(x

α
 та 

)
(x

β
 нескінченно малі при 

a
x

→
.

1. Я
кщ

о 
0

)
(

)
(

lim
≠

=
β α

→
A

x x
a

x
, то 

)
(x

α
 і 

)
(x

β
 називаю

ть нескінченно ма-

лими одного порядку та пиш
уть 

))
(

(
)

(
x

x
β

=
α

O
 при 

a
x

→
 (O

 – велике).

2. Я
кщ

о 
1

)
(

)
(

lim
=

β α
→

x x
a

x
, то 

)
(x

α
 і 

)
(x

β
 називаю

ть еквівалентними не-

скінченно малими та пиш
уть 

)
(

~)
(

x
x

β
α

 при 
a

x
→

.

3. Я
кщ

о 
0

)
(

)
(

lim
=

β α
→

x x
a

x
, то 

)
(x

α
 називаю

ть нескінченно малою
 вищ

ого

порядку, ніж
 

)
(x

β
 та пиш

уть 
))

(
(

)
(

x
x

β
=

α
o

 при 
a

x
→

 (o
 – мале).

4. Я
кщ

о 
0

)
(

)
(

lim
≠

=
β α

→
A

x x
k

a
x

, то 
)

(x
α

 називаю
ть нескінченно малою

 k
-го порядку відносно 

)
(x

β
, тобто 

))
(

(
)

(
x

x
k

β
=

α
O

.
В
ідмітимо власт

ивост
і еквівалент

них нескінченно малих.

.
1

0
 Я

кщ
о 

)
(

~)
(

x
x

β
α

 при 
a

x
→

, 
)

(
~)

(
x

x
γ

β
 при 

a
x

→
, то

)
(

~)
(

x
x

γ
α

 при 
a

x
→

.

.
2

0
 Я
кщ

о 
)

(
~)

(
1

x
x

α
α

, 
)

(
~)

(
1

x
x

β
β

 при 
a

x
→

 і існує границя

m
x x

a
x

=
β α

→
)

(
)

(
lim

, то існує і границя 
m

x x
a

x
=

β α
→

)
(

)
(

lim
1 1

.

.
3

0
 Я
кщ

о 
)

(
~)

(
x

x
β

α
 при 

a
x

→
, то маю

ть місце формули:
)

(
)

(
lim

)
(

)
(

lim
x

x
f

x
x

f
a

x
a

x
β⋅

=
α⋅

→
→

,

)
(

)
(

lim
)

(
)

(
lim

x x
f

x x
f

a
x

a
x

β
=

α
→

→
,

за умови існування границь зліва (справа) у цих формулах.

.
4

0
 Сума скінченного числа нескінченно малих функцій різних по-

рядків еквівалентна доданку ниж
чого порядку.

А
налогічно порівню

ю
ться нескінченно великі функції.

Зокрема, якщ
о 

)
(

),
(

2
1

x
f

x
f

 – нескінченно великі функції при 
a

x
→

 і

1
)

(
)

(
lim

2 1
=

→
x

f
x

f
a

x
, то їх називаю

ть еквівалент
ними нескінченно великими при

a
x

→
 і пиш

уть 
)

(
~)

(
2

1
x

f
x

f
 при 

a
x

→
.

Корисно використовувати ланцюж
ок еквівалент

них нескінченно малих, який

П
рактичне обчислення границь основується на таких теоремах.

Я
кщ

о існую
ть скінченні границі 

)
(

lim
x

f
a

x→
 та 

)
(

lim
x

ga
x→

, то

const
=

=
→

→
c

x
f

c
x

f
c

a
x

a
x

),
(

lim
)

(
lim

;

)
(

lim
)

(
lim

)]
(

)
(

[
lim

x
g

x
f

x
g

x
f

a
x

a
x

a
x

→
→

→
±

=
±

;

)
(

lim
)

(
lim

)]
(

)
(

[
lim

x
g

x
f

x
g

x
f

a
x

a
x

a
x

→
→

→
⋅

=
⋅

;
       (7.1)

0
)

(
lim

,)
(

lim

)
(

lim

)
(

)
(

lim
≠

=
→

→ →

→
x

g
x

g

x
f

x
g

x
f

a
x

a
x

a
x

a
x

.

Ц
е так звані ариф

мет
ичні власт

ивост
і ф
ункцій, щ

о маю
ть скінченні

границі.
Використовую

ться також
 перш

а та друга важ
ливі границі і наслідки з них.

П
ерш

а важ
лива границя:

1
sin

lim
0

=
→

x x
x

.
(7.2)

Друга важ
лива границя:

e
x

x

x
=

 
 

+
∞

→

1
1

lim
.

(7.3)

Н
аслідки з перш

ої важ
ливої границі:

1
lim

0
=

→
x x

x

tg
;    

1
arcsin

lim
0

=
→

x
x

x
;    

1
lim

0
=

→
x

x
x

arctg
.

(7.4)

Н
аслідки з другої важ

ливої границі:

e
x

x
x

=
+

→

1

0
)

1(
lim

;

a
x

x
a

x
ln 1

)
1(

log
lim

0
=

+
→

;       
1

)
1(

ln
lim

0
=

+
→

x
x

x
;

a
x

a
x

x
ln

1
lim

0
=

−
→

;       
1

1
lim

0
=

−
→

x
e

x

x
;

(7.5)

µ
=

−
+

µ

→
x x

x

1
)

1(
lim

0
.
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1) 
0

,
0

≠
∞

=
c

c
;

2) 
∞

=
∞0

;
3) 

0
=

∞ c
;

4) 
0

0
=

∞
;

5) 
0

,
≠

∞
=

∞⋅
c

c
;

6) 
∞

=
∞⋅

∞
;

    (7.10)

7) 
∞

=
∞

+
∞

;
8) 

0
0

=
∞

;
9) 

∞
=

∞
∞

.
П
ідстановка граничного значення часто призводить до невизначенос-

тей вигляду:

{
}

{
}

{
}{

}{
} 0

0
0

,
,

1
,

,
0

,
,

0 0
∞

∞
−

∞
∞⋅

  
  

∞ ∞
  

  
∞

.
(7.11)

Д
ля розкриття невизначеностей спочатку виконую

ть перетворення, а
потім переходять до границі.

С
тандартні випадки розкриття невизначеностей усіх типів розглянуто

в п. ІІІ цього параграфа.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

 1. Щ
о називається числовою

 послідовністю
?

 2. Н
аведіть означення границі числової послідовності та

тлумачення її геометричного змісту.
 3. П

ерелічіть властивості збіж
них числових послідовностей.

 4. Д
айте означення обмеж

еної числової послідовності.
 5. Д

айте означення зростаю
чої (спадної), неспадної (не-

зростаю
чої) числової послідовності.

 6. Я
ка послідовність є монотонною

, строго монотонною
?

 7. С
формулю

йте критерій Кош
і збіж

ності послідовності.
 8. Щ

о таке число e , який логарифм називаю
ть натуральним?

 9. Н
аведіть арифметичні властивості збіж

них послідовностей.
10. В

изначте нескінченно малі послідовності, перелічіть їх
властивості.

11. В
изначте нескінченно великі послідовності.

12. Д
айте означення еквівалентних нескінченно малих по-

слідовностей та еквівалентних нескінченно великих послідов-
ностей.

13. Д
айте означення функції.

отримується з введених раніш
е важ

ливих границь, а також
 з наслідків з них.

         
1

~)
1(

ln
~

~
arcsin

~
~

sin
~

−
+

x
e

x
x

x
x

x
x

arctg
tg

, 
0

→
x

(7.6)

або в більш
 загальному вигляді

~)
(

~)
(

arcsin
~)

(
~)

(
sin

~)
(

x
u

x
u

x
u

x
u

x
u

arctg
tg

                         
1

~
))

(
1(

ln
~

)
(

−
+

x
u

e
x

u
,   

0
)

(
→

x
u

 при 
a

x
→

.
(7.7)

В
казаний ланцю

ж
ок еквівалентностей, зокрема, 

))
(

1(
ln

~)
(

x
u

x
u

+
,

a
x

x
u

→
→

,0
)

(
, дозволяє застосовувати такий підхід до розкриття невиз-

наченостей типу 
}

1{
∞

:

=
=

=
=

ϕ
−

ϕ
+

⋅
ψ

ϕ
⋅

ψ
∞

ψ

→
→

→
))

1
)

(
(

1(
ln

)
(

lim
)

(
ln

)
(

lim
)

(
}

1{
))

(
(

lim
x

x
x

x
x

a
x

a
x

a
x

e
e

x

)1
)

(
()

(
lim

0
1

)
(

,1
)

(
,

1
)

(
~

))
1

)
(

(
1(

ln
−

ϕ⋅
ψ

→
=

→
−

ϕ
→

ϕ
→

−
ϕ

−
ϕ

+
=

x
x

a
x

e
x

x
a

x
x

x

Зауваж
имо також

, щ
о маю

ть місце такі еквівалентності:

a
x

a
x

ln
~

1
−

,   
a x

x
a

ln
~)

1(
log

+
,   

x
x

µ
−

+
µ

~
1

)
1(

     при
0

→
x

.

Д
ля нескінченно великих функцій корисно використовувати еквіва-

лентність
1

0
1

0
(

)
...

~
n

n
n

n
n

P
x

a
x

a
x

a
a

x
−

=
+

+
+

   при 
∞

→
x

.
(7.8)

Т
ехн

ік
а обч

и
сл

ен
н
я

 гр
ан

и
ц
ь

П
ри обчисленні границь використовується:

– формули (7.1), пов’язані з арифметичними властивостями функцій,
щ
о маю

ть скінченні границі;
– правило граничного переходу під знаком неперервної функції (див.

§ 2 цієї глави)

 
 

=
→

→
x

f
x

f
a

x
a

x
lim

)
(

lim
;

(7.9)

– важ
ливі границі (7.2), (7.3) та їх наслідки (7.4), (7.5);

– ланцю
ж
ок еквівалентних нескінченно малих (7.6), (7.7);

– еквівалентні нескінченно великі (7.8), тощ
о.

П
ри обчисленні границь перш

 за все необхідно аргумент функції замі-
нити його граничним значенням. П

ри цьому мож
уть отриматись або визна-

чені значення або невизначеності різних типів. С
лід пам’ятати, щ

о за умови
const

=
c

, маємо такі співвіднош
ення – визначеності:
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 Д
ля заданої послідовності 

3
,

3
2

1
6

=
+ +

=
a

n n
x

n
.

Задамо довільне 
0

>
ε

 і покаж
емо, щ

о для нього мож
на знайти таке

натуральне число 
)

( ε
=

N
N

, щ
о для всіх 

)
( ε

>
N

n
 виконується нерівність

ε
<

−
3

n
x

або

ε
<

−
+ +

3
3

2
1

6n n
.

Звідси   
ε

<
+

=
+

3
2

8
3

2
8

n
n

,  
ε

>
+

8
3

2n
.

Розв’язавш
и останню

 нерівність відносно n
, матимемо

 
 

−
ε

>
3

8
2 1

n
.

О
тж

е, за 
)

( ε
N

 мож
на прийняти найбільш

е ціле число, яке не переви-

щ
ує 

 
 

−
ε

3
8

2 1
, тобто 

 
 

 
 

−
ε

=
ε

3
8

2 1
)

(
N

.

О
тж

е, 
ε

<
−

3
n

x
 для всіх 

)
( ε

>
N

n
, а це означає, щ

о

3
3

2
1

6
lim

=
+ +

∞
→

n n
n

. 

П
риклад 2. Знайти границі:

а) 
7

5
2

1
4

3
lim

2 2

+
−

+
+

∞
→

n
n

n
n

n
;

      б) 
3

2
3 2

3 4
lim

n
n

n
n

n
− +

∞
→

;

в) 
)

)!
1

(
!

(
!

)!
2

(
lim

2
−

+
−

+
∞

→
n

n
n

n
n

n
;    г) 

1
4

2
1

lim
2

4
+

−

+
+

+
∞

→
n

n
n

n

…
;       д)

2
3

3
5

lim
− ⋅

∞
→

n

n

n
.

  Зауваж
имо, щ

о кож
на з заданих границь є невизначеністю

 типу 
  

  
∞ ∞

.

а) 
7

5
2

1
4

3
lim

2 2

+
−

+
+

∞
→

n
n

n
n

n
.

14. Щ
о називається областю

 визначення та областю
 зна-

чень функції?
15. Д

айте означення оберненої функції.
16. Щ

о називається суперпозицією
 функцій?

17. Я
ка функція називається обмеж

еною
?

18. Яка функція називається монотонною
, строго монотонною

?
19. Д

айте означення парної (непарної) функції.
20. Щ

о таке періодична функція, період?
21. П

ерелічіть основні елементарні функції.
22. Я

кі функції називаю
ться елементарними?

23. Д
айте означення гіперболічних функцій.

24. Я
к визначаю

ться раціональні функції? Щ
о таке ціла ра-

ціональна функція?
25. Д

айте означення границі функції на мові послідовностей.
26. Д

айте означення границі функції на мові “
δ

−
ε

”.
27. В

изначте поняття границі функції на нескінченності.
28. Д

айте означення односторонніх границь.
29. Н

аведіть перш
у важ

ливу границю
, наслідки з неї.

30. Н
аведіть другу важ

ливу границю
, наслідки з неї.

31. В
изначте нескінченно малі функції, їх властивості.

32. Я
к порівню

ю
ть нескінченно малі функції?

33. Які нескінченно малі функції називаю
ть еквівалентними?

34. Н
аведіть ланцю

ж
ок еквівалентних нескінченно малих.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
ослідовність. Границя послідовності

П
риклад 1. Користую

чись означенням границі числової

послідовності, довести, щ
о 

3
3

2
1

6
lim

=
+ +

∞
→

n n
n

.
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С
користаємось тим, щ

о
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!)

2
(

;
!)

1
(

!
;

3
2

1
!

+
+

=
+

−
=
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n
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n

n
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1
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1
3
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(
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(
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1
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(
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2

1
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3 3
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=
∞

→
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n
.

г) 
1

4

2
1

lim
2

4
+

−

+
+

+
∞

→
n

n

n
n

…
.

М
аємо невизначеність типу 

  
  ∞ ∞

. У
 чисельнику маємо суму n

 членів

ариф
м
етичної прогресії, сум

а 
n

S
 якої обчислю

ється за ф
орм

улою

n
a

a
S

n
n

2
1 +

=
. К

рім
 того, в знам

еннику скористаєм
ось тим

, щ
о

4
2

4
4

~
1

4
n

n
n

+
−

 при 
∞

→
n

. О
тж

е,

=
+

=
⋅

+

=
  

  
∞ ∞

=
+

−

+
+

+
∞

→
∞

→
∞

→
2

2

2
2

4
4
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1
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1
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2
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lim
n

n
n
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n
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n
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n
n

n
n

…

4 1
4

lim
~

2 2
2

2
=

=
∞

→ +
=

∞
→

n n
n

n
n

n
n

.

д) 
5

3 2
1

5
lim

2
3

3
5

lim
=

−
=

  
  

∞ ∞
=

− ⋅
∞

→
∞

→
n

n
n

n

n
.

Тут чисельник і знаменник поділено на 
n

3
. 

Д
ля розкриття заданої невизначеності типу 

  
  

∞ ∞
 виносимо в чисель-

нику та знаменнику вищ
ий степінь n

. П
ісля скорочення та врахування того,

щ
о 

0
1

lim
1

lim
2

=
=

∞
→

∞
→

n
n

n
n

, а також
 властивостей арифметичних дій над збіж

ни-

ми послідовностями, маємо:

=
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+
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Розв’язання буде простіш
им, якщ

о врахувати, щ
о

k
n

k
k

n
a

a
n

a
n

a
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1
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0
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+
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+
−

…
   при 

∞
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1
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~
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5
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1
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=
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→
∞

→

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
.
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1
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~
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3 4
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3
3 2

3
2

3

2
2

3
2

3 2
=

=
=

∞
→ − +

=
− +

∞
→

∞
→

∞
→

n n

n n

n
n

n
n

n
n

n

n
n

n
n

n
n

n
.

в) 
)!

)1
(

!
(

!
!)

2
(

lim
2

−
+

−
+

∞
→

n
n

n
n

n
n

.

Глава 7. Границі та неперервність функцій
§1. Границі послідовностей та функцій



293
292

О
бласть визначення функції 

)
(x

f
 є об’єднання двох інтервалів:

)
,1

(
)1

,1
(

)
(

∞
+

−
=

∪
f

D
. 

П
риклад 6. Знайти множ

ину значень функції
x

x
f

sin
3

2
)

(
+

=
.

 В
рахуємо, щ

о 
1

sin
≤

x
 або 

1
sin

1
≤

≤
−

x
. П

омнож
имо всі частини

цієї нерівності на 3 та додамо до них число 2.

М
аємо

3
sin

3
3

≤
≤

−
x

,

3
2

sin
3

2
3

2
+

≤
+

≤
−

x
,

5
sin

3
2

1
≤

+
≤

−
x

.

О
тж

е, 
]5

,1
[

)
(

−
=

f
E

. 

П
риклад 7. В

становити парність або непарність функцій:

а) 
x

x
x

f
−

+
=

2
2

)
(

;    б) 
3 3

lg
)

(
− +

=
x x

x
f

;    в) 
x

x
x

f
5

)
(

2
+

=
.

 У
 розглядуваних прикладах область визначення кож

ної з функцій
симетрична відносно точки 

0
=

x
.

а) 
x

x
x

f
−

+
=

2
2

)
(

.

Заміняємо x
 на 

x−
. О

тримаємо
)

(
2

2
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2
)

(
)

(
x

f
x

f
x

x
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x
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−
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−
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О
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е, 
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f
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−
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−
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 – парна.

б) 
3 3

lg
)

(
− +

=
x x

x
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.
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)
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3 3
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lg

)
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−
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О
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)

(
x

f
x

f
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=
−
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3 3
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(
− +

=
x x

x
f

 – непарна.

в) 
x

x
x

f
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)
(

2
+
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.

М
аємо

x
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x
x

x
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5
)
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2
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+
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.

П
риклад 3. Знайти границю

 
)

(
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2
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n
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n
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+
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→
.

 Тут маємо невизначеність типу {
}∞

−
∞

. Д
ля її розкриття множ

имо
чисельник і знаменник на вираз, спряж

ений до чисельника, і користуємось
формулою

: 
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2
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b
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b
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b
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−
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+
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n
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n
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n
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n
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П
риклад 4. Знайти границю

 
n

n
n

n
2

sin
1

lim
3

3+
∞

→
.

 Розглянемо дві послідовності: 
  

  
+

1
3

n
n

 та 
}

2
sin

{
3

n
.

П
ерш

а послідовність нескінченно мала, бо

0
1

lim
lim

~
1

1
lim

2
3

3
3

3
=

=
=

∞
→ +

=
  

  
∞ ∞

=
+

∞
→

∞
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∞
→

n
n n

n
n

n
n

n
n

n
n

.

Д
руга послідовність обмеж

ена, бо 
1

2
sin

3
≤

n
.

О
тж

е, добуток цих послідовностей є нескінченно малою
 послідов-

ністю
 як добуток нескінченно малої послідовності на обм

еж
ену.

Звідси   
0

2
sin

1
lim

3
3

=
+

∞
→

n
n

n
n

. 

Ф
ун

к
ц
ія

П
риклад 5. Знайти область визначення функції

 
1

)
1(

ln
)

(
− +

=
x

x
x

f
.

 Ф
ункція 

1
)

1(
ln

)
(

− +
=

x
x

x
f

 визначена, якщ
о 

0
1,

0
1

>
+

≠
−

x
x

, тобто

якщ
о 

1
1

−
>

≠
x

x
i

.
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щ
о задовольняю

ть нерівності 
δ

<
−

1
x

, то

ε
<

−
⇒

ε
<

−
+

⇒
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<
−

⇒
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<
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5
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3
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1
y

x
x
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. 

П
риклад 10. Д

овести, щ
о 

2
5

2
lim

=
+

∞
→

x x
x

, використовую
-

чи означення границі функції при 
∞

→
x

.

  П
означимо 

x x
y

5
2

+
=

.

Задамо довільне число 
0

>
ε

. Знайдемо число 
0

)
(

>
ε

M
таке, щ

о для

всіх x
, які задовольняю

ть нерівності 
M

x
>

, виконується нерівність

ε
<

−
2

y
. О

стання нерівність виконуватиметься, якщ
о
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−
+

2
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2
x x

,   або   
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<
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5
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x 5
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Р
озк

р
и
ття

 н
ев

и
зн

ач
ен

остей

Н
ев

и
зн

ач
ен

ість
 ти

п
у 

  
  0 0

1. О
бчислення границь функцій, заданих  віднош

енням двох много-

членів, тобто границь дробово-раціональної функції 
)

(
)

(x
Q

x
P

m n
, де 

)
(x

P
n

,

)
(x

Q
m

 – многочлени степенів 
m

n
i

, 
N

∈
m

n ,
, при 

a
x

→
:

  
  

=
→

0 0
)

(
)

(
lim

x
Q

x
P

m n
a

x
.

В
иконуємо тотож

ні перетворення з метою
 позбавитися від невизначе-

ності, тобто виділяємо в чисельнику і знаменнику множ
ник 

)
(

a
x

−
, який

прямує до нуля при 
a

x
→

. Ц
ей множ

ник 
)

(
a

x
−

 називатимемо крит
ичним.

Д
алі треба скоротити на цей множ

ник. Я
кщ

о при цьому розкладання на множ
-

ники виявиться утрудненим, то треба розділити чисельник і знаменник на
критичний множ

ник “у стовпчик”.

О
трим

али, 
щ
о 

)
(

)
(

),
(

)
(

x
f

x
f

x
f

x
f

−
≠

−
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−
, 

отж
е, 

ф
ункція

x
x

x
f

5
)

(
2

+
=

 не є ні парною
, ні непарною

. 

П
риклад 8. Знайти періоди функцій:

а) 
x

x
f

8
cos

)
(

=
;б) 

x
x

x
f

4
6

sin
)

(
tg

+
=

.
  а) 

x
x

f
8

cos
)

(
=

.
Згідно з означенням періодичної функціїx

T
x

8
cos

)
(8

cos
=

+
,

π
+

=
+

2
8

)
(8

x
T

x
,

π
+

=
+

2
8

8
8

x
T

x
,

π
=

2
8T

,

4 π
=

T
.

б) 
x

x
x

f
4

6
sin

)
(

tg
+

=
.

Розмірковую
чи аналогічно п. а), маємо, щ

о

для функції 
x

x
f

6
sin

)
(1

=
   період  

3
6 2

1
π

=
π

=
T

,

для функції 
x

x
f

4
tg

=)
(2

    період  
4

2
π

=
T

.

О
тж

е, за період T
 функції 

x
x

x
f

4
6

sin
)

(
tg

+
=

 приймається наймен-
ш
е загальне кратне цих чисел, тобто 

π
=

T
. 

Г
р
ан

и
ц
я

 ф
ун

к
ц
ії

П
риклад 9. Д

овести, використовую
чи означення границі

функції на мові “
δ

−
ε

”, щ
о 

5
)2

3(
lim

1
=

+
→

x
x

.

  П
означимо 

2
3

+
=

x
y

.
Задамо довільне число 

0
>

ε
 і знайдемо таке 

0
)

(
>

ε
δ

=
δ

, щ
о для всіх

x
, які задовольняю

ть нерівності 
δ

<
−

<
1

0
x

, виконується нерівність

ε
<

−
5

y
. Д

ля виконання цієї нерівності необхідно, щ
об

ε
<

−
+

5
2

3x
   або   

3
1

ε
<

−
x

.

Звідси   
3 ε

=
δ

.

Я
кщ

о тепер для довільного 
0

>
ε

 і знайденого δ
 взяти значення x

,
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 а) 
6

5
1

lim
2

2

1
−

+
−

→
x

x
x

x
.

М
аємо під знаком границі віднош

ення двох многочленів. Тут не мож
-

на застосувати теорему про границю
 частки, бо границя знаменника дорів-

ню
є нулю

. П
ідстановка граничного значення 

1
=

x
 призводить до невизна-

ченості типу 
  

  0 0
. Розкладемо чисельник та знаменник на множ

ники і ско-

ротимо на 
)1

(
−

x
.

7 2
6 1

lim
)6

()
1

(
)1

()
1

(
lim

0 0
6

5
1

lim
1

1
2

2

1
=

+ +
=

+
−

+
−

=
  

  
=

−
+

−
→

→
→

x x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
.

б) 
6

2
4

6
lim

2

3

2
−

−
+

−
→

x
x

x
x

x
.

М
аємо під знаком границі віднош

ення двох многочленів. Тут не мож
на

застосувати теорему про границю
 частки, бо границя знаменника дорівню

є нулю
.

П
ідстановка граничного значення 

2
=

x
 призводить до невизначеності типу

  
  0 0

. Розкладемо многочлени в чисельнику і знаменнику за теоремою
 Безу.

Чисельник 
)2

2
()

2
(

4
6

2
3

−
+

−
=

+
−

x
x

x
x

x
,

бо 
2

=
x

 – корінь многочлена, який стоїть в чисельнику, щ
о зумовлю

є на-
явність множ

ника 
)2

(
−

x
. Д

алі ділимо 
4

6
3

+
−

x
x

 на 
)2

(
−

x
 “стовпчиком”.

    
2

3 3

2
4

6x
x

x
x

−
−

+
−

          
2

2 2
2

−
+ −

x
x x

            
x

x
x

x
4

2
6

2
2 2

−
−

−

                   
4

2
4

2
+

−
−

+
−

x x

                                 0
О
тримали другий множ

ник у розкладі.
Д
ля розкладу знаменника на множ

ники мож
на поступити аналогічно,

або розв’яж
емо рівняння

0
6

2
2

=
−

−
x

x
49

48
1

4
2

=
+

=
−

=
ac

b
D

  
4 7

1
2,

1
±

=
x

;   
2 3

,2
2

1
−

=
=

x
x

.

О
тж

е, 
 

 
+

−
=

−
−

2 3
)2

(2
6

2
2

x
x

x
x

.

П
ри цьому слід пам’ятати:

а) наслідок теореми Безу: якщ
о a

 – корінь многочлена 
)

(x
P

n
, тобто

0
)

(
=

a
P

n
, то 

)
(x

P
n

 ділиться на двочлен 
)

(
a

x
−

 без залиш
ку:

)
(

)
(

)
(

1
x

P
a

x
x

P
n

n
−

−
=

;

б) квадратний тричлен 
c

bx
ax

x
P

+
+

=
2

2
)

(
, у якого дискримінант

0
4

2
≥

−
=

ac
b

D
, представляється у вигляді:

)
()

(
2

1
2

x
x

x
x

a
c

bx
ax

−
−

=
+

+
,

де 
2

1 ,x
x

 – корені квадратного рівняння 
0

2
=

+
+

c
bx

ax
.

2. О
бчислення границь функцій, щ

о містять ірраціональні вирази:
а) при обчисленні границь функцій, щ

о містять ірраціональні вирази,
які обертаю

ться в нуль при 
a

x
→

, в них треба виділити множ
ник 

)
(

a
x

−
.

Ц
е мож

на зробити, позбувш
ись від ірраціональності в чисельнику або зна-

меннику ш
ляхом домнож

ення дробу на відповідний спряж
ений множ

ник.
П
ри цьому використовую

ться формули:

)
()

(
2

2
b

a
b

a
b

a
+

−
=

−
,

)
()

(
2

2
3

3
b

ab
a

b
a

b
a

+
−

+
=

+
,)

()
(

2
2

3
3

b
ab

a
b

a
b

a
+

+
−

=
−

;
б) крім того, у багатьох випадках, вирази, щ

о містять ірраціональності,
приводять до раціонального вигляду введенням нової змінної.

3. П
ри обчисленні границь функцій, щ

о містять тригонометричні ви-
рази, виконую

ть тотож
ні перетворення із застосуванням формул тригоно-

метрії, використовую
ть перш

у важ
ливу границю

 і введений вищ
е ланцю

ж
ок

еквівалентних нескінченно малих.

П
риклад 11. Знайти границі заданих функцій (невизна-

ченість типу 
  

  0 0
):

а) 
6

5
1

lim
2

2

1
−

+
−

→
x

x
x

x
;      б) 

6
2

4
6

lim
2

3

2
−

−
+

−
→

x
x

x
x

x
;       в) 

2
3

5
lim

2

2
−

−
+

→
x x

x
;

г) 
1

1
1

1
lim

3
0

−
+

−
+

→
x x

x
;        д) 

x
x

x
x

x
3

sin
cos

3
cos

lim
0

arctg
⋅

−
→

;
е) 

2
2

2

sin
1

lim

 
 

−
π −

π
→

x

x
x

.
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С
посіб 2. В

ведемо заміну 
6

1
t

x
=

+
. М

аємо

=
− −

=

=
+

=
+

→
→

=
+

=
  

  
=

−
+

−
+

→
→

1 1
lim

1 1

1
,0

1

0 0
1

1
1

1
lim

2 3

1

2
3

3 6

3
0

t t

t
x

t
x

t
x

t
x

x x
t

x

2 3
1

1
lim

)1
()

1
(

)1
()

1
(

lim
2

1

2

1
=

+
+

+
=

+
−

+
+

−
=

→
→

t
t

t
t

t
t

t
t

t
t

.

д) 
x

x
x

x
x

3
sin

cos
3

cos
lim

0
arctg

⋅
−

→
.

М
аємо тригонометричний вираз під знаком границі.

С
користаєм

ось відом
ою

 ф
орм

улою
 тригоном

етрії, згідно з якою
x

x
x

x
sin

2
sin

2
cos

3
cos

−
=

−
. Д

алі використаємо ланцю
ж
ок еквівалентних

нескінченно малих.

=
→

=
⋅

⋅
−

=
  

  
=

⋅
−

→
→

0
3

~
3

2
~

2
sin

3
sin

sin
2

sin
2

lim
0 0

3
sin

cos
3

cos
lim

0
0

x
x

x
x

x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

arctg
arctg

arctg

3 4
3

2
2

lim
0

−
=

⋅
−

=
→

x
x

x
.

е) 
=

 
 

−
π

−
=

→
π

→

−
π

=

=
−

π

=
  

  
=

 
 

−
π −

→
π

→
2

0
2

2

2
sin

1
lim

0
,

2 2

2

0 0

2

sin
1

lim
y

y

y
x

y
x

y
x

x

x
y

x

2 1
4

2
lim

0 2
~

2
sin

2
sin

2
lim

cos
1

lim
2

2

0
2 2

0
2

0
=

⋅
=

→
=

=
−

→
→

→
y y

y

y
y

y

y

y
y

y
y

y
. 

Н
ев

и
зн

ач
ен

ість
 ти

п
у 

  
  ∞ ∞

1. О
бчислення границь функцій, заданих  віднош

енням двох много-

членів у випадку невизначеності типу 
  

  ∞ ∞
:

Д
алі маємо такий розв’язок:

7 6
3

2
2

2
lim

2 3
)2

(2

)2
2

()
2

(
lim

0 0
6

2
4

6
lim

2

2

2

2
2

3

2
=

+
−

+
=

 
 

+
−

−
+

−
=

  
  

=
−

−
+

−
→

→
→

x
x

x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

.

в) 
2

3
5

lim
2

2
−

−
+

→
x x

x
.

М
аємо ірраціональний вираз під знаком границі.

П
озбудемось ірраціональності в чисельнику, помнож

ивш
и чисельник

і знаменник на 
3

5
2

+
+

x
. Д

алі в чисельнику скористаємось формулою

)
()

(
2

2
b

a
b

a
b

a
+

−
=

−
, в знаменнику множ

ник 
3

5
2

+
+

x
 замінимо його

значенням при 
2

=
x

. О
тж

е, маємо

=
+

+
−

+
+

−
+

=
  

  
=

−
−

+
→

→
)3

5
()

2
(

)3
5

()
3

5
(

lim
0 0

2
3

5
lim

2

2
2

2

2

2
x

x

x
x

x x
x

x

)3
3(

)2
(

9
5

lim
2

2
+

−
−

+
=

→
x x

x
3 2

6
2

lim
6

)2
(

)2
()

2
(

lim
6

)2
(

4
lim

2
2

2

2
=

+
=

⋅
−

+
−

=
⋅

−
−

=
→

→
→

x
x

x
x

x x
x

x
x

.

г) 
1

1
1

1
lim

3
0

−
+

−
+

→
x x

x
.

М
аємо ірраціональний вираз під знаком границі.

С
посіб 1. Д

омнож
имо чисельник і знаменник на вирази, спряж

ені до
чисельника і знам

енника. С
користавш

ись відповідним
и ф

орм
улам

и

)
()

(
2

2
b

a
b

a
b

a
+

−
=

−
, 

)
()

(
2

2
3

3
b

ab
a

b
a

b
a

+
−

+
=

+
, маємо

=
+

+
+

+
+

+
−

+

+
+

+
+

+
+

−
+

=
  

  
=

−
+

−
+

→
→

)1
1

()
1

1
)

1(
()

1
1

(

)1
1

)
1(

()
1

1
()

1
1

(
lim

0 0
1

1
1

1
lim

3
3

2
3

3
3

2

0
3

0
x

x
x

x

x
x

x
x

x x
x

x

2 3
2 3

lim
2

)1
1(

3
)1

1(
lim

0
0

=
⋅ ⋅

=
⋅

−
+

⋅
−

+
=

→
→

x x
x x

x
x

.
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С
посіб 2.

5 2
5 2

lim
5

~
4

5

2
~

1
2

4
5

1
2

lim
2 2

2
2

2
2

2 2
=

=
∞

→
−

−

+
+

=
  

  
∞ ∞

=
−

−
+

+
∞

→
∞

→
x x

x
x

x
x

x
x

x

x
x

x
x

x
x

.

б) 
0

5
5

lim
2 10

lim
2

~3
4

2

10
~3

10

3
4

2
3

10
lim

2
3

3
3

3
=

∞
=

=
=

∞
→

+
+ −

=
+

+
−

∞
→

∞
→

∞
→

x
x x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

.

в)
=

=
−∞

→
+

−

−
+

=
  

  
∞ ∞

=
+

−
−

+
−∞

→
−∞

→
2 5

2
2

5
3

5

2

3
5

3 2
lim

3
~

2
4

3

2
~

4
3

2

2
4

3
4

3
2

lim
x x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

2 5

3 2
lim

x x
x

−∞
→

=
−∞

=
∞

−
=

=
−∞

→
3

3 2
lim

3
x

x
.

г) 
4

)
2(

lim
~

1

~
1

1

)
1

(
lim

2

2
2

3
6

3
6

2
2

3
6

2
2

=
=

+∞
→

=
+

=
+

=  
  

∞ ∞
=

+ +
+

+∞
→

+∞
→

x x

x
x

x
x

x
x

x

x

x
x

x
x

.

д) 
=

+∞
→

+
+

+
+

=
  

  
∞ ∞

=
+

+
+

+
+∞

→
x

x
x

x

x
x

x

x
x

x
x

x
9

3
9

3
3

3
9 3

2
~

1
2

3
~

5
4

3

)1
2(

ln
)5

4
3(

ln
lim

=
  

  
∞ ∞

=
+ +

=
=

+
=

=
=

+∞
→

+∞
→

x x
a

b
a

b
a

ab

x x
x

b
x

ln
9

2
ln

ln
3

3
ln

lim
ln

ln

ln
ln

)
(

ln

2
ln

3
ln

lim
9 3

3 1
9 3

9
ln

2
ln

ln

3
ln

3
ln

ln
lim

=
=

 
 

+

 
 

+
=

+∞
→

x
x

x
x

x
. 

а) у чисельнику і знаменнику виноситься x  у найвищ
ому степені. П

ісля

відповідних скорочень, та враховую
чи, щ

о дроби типу 
0

1
→

n
x

 при 
∞

→
x

,

отримуємо значення розглядуваної границі;
б) використовую

ться еквівалентні нескінченно великі, тобто
n

n
n

n
n

x
a

a
x

a
x

a
x

P
0

1
1

0
~

)
(

+
+

+
=

−
…

,m
m

m
m

m
x

b
b

x
b

x
b

x
Q

0
1

1
0

~
)

(
+

+
+

=
−

…
   при 

∞
→

x
.

Тоді

=
∞

→
)

(
)

(
lim

x
Q

x
P

m n
x

    

>
∞

= <

=
+

+
+

+
+

+
− −

∞
→

. , ,
0

lim
0 0

1
1

0

1
1

0

m
n

m
n

b a
m

n

b
x

b
x

b
a

x
a

x
a

m
m

m
n

n
n

x

при

при

при

… …

2. П
ри обчисленні границь дробів, щ

о містять ірраціональність, вико-
ристовую

ться аналогічні прийоми.
П
риклад 12. Знайти границі заданих функцій (невизна-

ченість типу 
  

  ∞ ∞
):

а) 
4

5
1

2
lim

2 2

−
−

+
+

∞
→

x
x

x
x

x
;

б) 
3

4
2

3
10

lim
3

3
+

+
−

∞
→

x
x

x
x

;

в) 
2

4
3

4
3

2
lim

2

3
5

+
−

−
+

−∞
→

x
x

x
x

x
x

;
г) 

3
6

2
2

1

)
1

(
lim

+ +
+

+∞
→

x

x
x

x
;

д) 
)1

2(
ln

)5
4

3(
ln

lim
3

9 3

+
+

+
+

+∞
→

x
x

x
x

x
.

 а) С
посіб 1.

5 2
0

0
5

0
0

2
4

1
5

1
1

2
lim

4
5

1
2

lim

2
2

2
2

2 2
=

−
−

+
+

=
 

 
−

−

 
 

+
+

=
  

  
∞ ∞

=
−

−
+

+
∞

→
∞

→

x
x

x

x
x

x

x
x

x
x

x
x

.
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П
риклад 14. Знайти границю

 заданої функції (невизна-
ченість типу {

}∞
−

∞
):

)5
4

3
8

(
lim

2
2

−
+

−
+

+
+∞

→
x

x
x

x
x

.

 
{

}
=

∞
−

∞
=

−
+

−
+

+
+∞

→
)5

4
3

8
(

lim
2

2
x

x
x

x
x

=
−

+
+

+
+

−
+

+
+

+
−

+
−

+
+

=
+∞

→
5

4
3

8

)5
4

3
8
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5

4
3

8
(

lim
2

2

2
2

2
2

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

=
−

+
+

+
+

+
=

−
+

+
+

+

+
−

−
+

+
=

+∞
→

+∞
→

5
4

3
8

8
4

lim
5

4
3

8

5
4

3
8

lim
2

2
2

2

2
2

x
x

x
x

x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

2
2 4

2 4
lim

4
lim

4
~

8
4

~
5

4

~
3

8
2

2

2
2

=
=

=
+

=

∞
→ +

−
+

+
+

=
+∞

→
+∞

→
x x

x
x

x

x
x

x
x

x
x

x
x

x

x
x

. 

О
бч

и
сл

ен
н
я

 гр
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и
ц
ь

 в
и
гл

я
ду 

)
(

)]
(

[
lim

x

a
x

x
ψ

→
ϕ

Н
ехай 

C
x

x
a

x
=

ϕ
ψ

→

)
(

)]
(

[
lim

.

С
лід мати на увазі, щ

о
1) якщ

о існую
ть скінченні границі

A
x

a
x

=
ϕ

→
)

(
lim

    і   
B

x
a

x
=

ψ
→

)
(

lim
,

то 
B

A
C

=
;

2) якщ
о  

1
)

(
lim

≠
=

ϕ
→

A
x

a
x

  і  
∞

±
=

ψ
→

)
(

lim
x

a
x

,  то  питання  про  знаход-

ж
ення границі розв’язується безпосередньо піднесенням A

 в степінь 
∞

+
або 

∞
−

;

3) якщ
о 

1
)

(
lim

=
ϕ

→
x

a
x

 і 
∞

=
ψ

→
)

(
lim

x
a

x
, то маємо невизначеність типу {

} ∞
1

:

а) для розкриття невизначеності використовується друга важ
лива гра-

ниця, яка має вигляд

e
x

x

x
=

α
+

=
 

 
+

α
→

α
∞

→

1

0
)

1(
lim

1
1

lim
.

Н
ев

и
зн

ач
ен

ість
 ти

п
у {

}∞
⋅0

Н
евизначеність типу {

}∞
⋅0

 ш
ляхом тотож

них перетворень зводять до

невизначеностей типів 
  

  
0 0

 або 
  

  
∞ ∞

.

П
риклад 13. Знайти границі заданих функцій (невизна-

ченість типу {
}∞

⋅0
):

а) 
2 1

sin
lim

x
x

x
⋅

∞
→

;
б) 

x
x

x
tg

⋅ 
 

−
π

π
→

2
lim

2

.

 а) 
{

}
0

1
lim

1
lim

1
~

1
sin

0
1

0
1

sin
lim

2
2

2

2

2
=

=
⋅

=

∞
→

→

=
⋅

∞
=

⋅
∞

→
∞

→
∞

→
x

x
x

x
x

x x

x
x

x
x

x
;

б) 
{

}
=

=
π

=
⋅ 

 
−

π

=
∞⋅

=
⋅ 

 
−

π
π

→
π

→
1

2
sin

cos

sin
2

lim
0

2
lim

2
2

x

x
x

x
x

x
x
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=
=

 
 

−
π

=

→
π

→

−
π

=

=
−

π

=
  

  
=

−
π

=
→

→
π

→
y y

y

y

y
x

y
x

y
x

x x

y
y

x
sin

lim

2
cos

lim

0
,

2 2

2

0 0
cos
2

lim
0

0
2

1
lim

0 ~
sin

0
=

=
→

=
→

y y
y

y
y

y
. 

Н
евизначеність типу {

}∞
−

∞

Н
евизначеність типу {

}∞
−

∞
 ш
ляхом тотож

них перетворень зводять

до невизначеностей типів 
  

  
0 0

 або 
  

  
∞ ∞

. П
ри цьому у випадку наявності

ірраціональності  чисельник та знаменник домнож
ую

ть на відповідний спря-
ж
ений множ

ник.
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б) 
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=
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∞
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∞
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∞
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∞
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2 1
lim
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.
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посіб 1.
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−
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−

∞
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∞
−

∞
→

x
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x
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x
5

2
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3
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− −

∞
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⋅

−
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∞
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x
x

x

x
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2 15
2 15

lim
3

2
)

5
2(

3
lim

−
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− −
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=

=
∞
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∞

→
e

e
e

x x
x

x
x

x
.

С
посіб 2.

=
 

 
−

−

∞
→

x

x
x

x
5

2

3
2

2
lim

= ⋅
−

−

∞
→

3
2 2

ln
)

5
2(

lim
x x

x

x
e

= ⋅ 
 

 
 

−
−

+
−

∞
→

1
3

2 2
1

ln
)

5
2(

lim
x x

x

x
e

2 15
3

2
3)

5
2(

lim
3

2
3

1
ln

)
5

2(

0
3

2
3

,

3
2

3
~

3
2

3
1

ln
lim

−
⋅

−
⋅

−
⋅ 

 
−

+
−

∞
→

=
=

→
−

∞
→

−
 

 
−

+
=

=
∞

→
e

e

x
x

x
x

e
x

x
x

x

x
x

.

г) 
{

}
=

−
=

−

→
→

+
=

=
−

=
=

−

−

∞
−

−

→

1
2

1
2

0
,1

1
1

1
)1

2(
lim

1

1 6
1

1

z
x

x
x

x

e
e

z
x

z
x

z
x

e

{
}

=
=

−
=

∞

→
1

)1
2(

lim
6

0
z

z
z

e
=

−
+

=
−

+
→

→
z

z
z

z
z

z
e

e
6

0

6

0
))

1
(2

1(
lim

)2
2

1(
limz

z

z
z

z
z

e
6

0
)

2
1(

lim
0 ~

1
+

=
→ −

=
→

12
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2 1

0
)

2
1(

lim
e

z
z

z
=

+
=

⋅

→
. 

Д
ійсно, поклавш

и 
)

(
1

)
(

x
x

α
+

=
ϕ

, маємо

=
=

  
  

α
+

=
ϕ

=
ψ⋅

α
ψ⋅

α

→

ψ

→
→

α
)

(
)

(
lim

)
(

)
(

)
(

)
( 1

)]
(

1[
lim

)]
(

[
lim

x
x

x
x

a
x

x
a

x
a

x
x

e
x

x
C

)
(

]1
)

(
[

lim
1

)
(

)
(

x
x

a
x

e
x

x
ψ

−
ϕ

→
=

−
ϕ

=
α

=
;

б) для розкриття невизначеності використовуємо таке представлення:
)

(
ln

)
(

)
(

)]
(

[
x

x
x

e
x

ϕ
ψ

ψ
=

ϕ

і використовуємо еквівалентність 
0

)
(

),
(

~
))

(
1(

ln
→

α
α

α+
x

x
x

 при 
a

x→
, яка

є наслідком другої важ
ливої границі.

Тоді

=
=

α
+

=
ϕ

=
=

ϕ
=

α+
ψ

→
ϕ

ψ

→

ψ

→

))
(

1(
ln

)
(

lim
)

(
ln

)
(

)
(

)
(

1
)

(
lim

)]
(

[
lim

x
x

a
x

e
x

x
e

x
C

x
x

a
x

x
a

x

)
(

]1
)

(
[

)
(

)
(

lim
lim

1
)

(
)

(
x

x
a

x
x

x
a

x
e

x
x

e
ψ⋅

−
ϕ

→
α⋅

ψ
→

=
−

ϕ
=

α
=

=
.

О
тримали той ж

е результат, щ
о в п. а).

4) якщ
о 

∞
=

ϕ
→

)
(

lim
x

a
x

 і 
0

)
(

lim
=

ψ
→

x
a

x
,

або
якщ

о 
0

)
(

lim
=

ϕ
→

x
a

x
 і 

0
)

(
lim

=
ψ

→
x

a
x

,

то маємо невизначеності типів {
} 0

∞
 або {

} 0
0

 відповідно.

Д
ля розкриття цих невизначеностей використовую

ть представлення
)

(
ln

)
(

)
(

)]
(

[
x

x
x

e
x

ϕ
ψ

ψ
=

ϕ
.

П
риклад 15. Знайти границі заданих функцій:

а) 
x

x
x

x
+

→
 

 
1

0

2
sin

lim
;

б) 
2

1
2

1
lim

x

x
x x

 
 

+ +
∞

→
;

в) 
x

x
x

x
5

2

3
2

2
lim

−

∞
→

 
 

−
;

г) 
6

1
1

1
lim

(2
1)

x
x

x
e

−
−

→
−

.

 а) 
2

2
2

lim
0 2

~
2

sin
2

sin
lim

1
1

0

1

0
=

=
 

 
=

→
=

 
 

+

→

+

→

x

x

x

x
x x

x
x

x
x

x
.
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 а) 

)
3

2(
3

2
)

(
4

2
5

3
x

x
x

x
x

x
x

+
−

=
+

−
=

α
, тому

0
2

)
3

2(
lim

3
2

lim
)

(
lim

4
2

0

5
3

0
0

≠
=

+
−

=
+

−
=

α
→

→
→

x
x

x
x

x
x

x x
x

x
x

,

тобто 
)

(
3

2
)

(
5

3
x

x
x

x
x

O
=

+
−

=
α

, 
0

→
x

, порядок малості 
1

=
k

.

б) 
=

−
−

+
=

α
2

2
1

1
)

(
x

x
x

2
2

2

2
2

2
2

2
2

1
1

2

1
1

)
1

1
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1
1

(

x
x

x

x
x

x
x

x
x

−
+

+
=

−
+

+

−
+

+
−

−
+

=
.

0
1
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1

1
(

2
lim

1
1

lim
)

(
lim

2
2

2

2

0
2

2
2

0
2

0
≠

=
−

+
+

=
−

−
+

=
α

→
→

→
x

x
x

x
x

x
x

x x
x

x
x

,

тобто 
)

(
1

1
)

(
2

2
2

x
x

x
x

O
=

−
−

+
=

α
, 

0
→

x
, порядок малості 

2
=

k
.

О
чевидно, щ

о 
2

2
2

~
1

1
x

x
x

−
−

+
, 

0
→

x
, бо 

1
)

(
lim

2
0

=
α

→
x x

x
.

в) 
=

−
−

+
−

−
=

−
−

−
=

α
)

3
1

1(
)1

4
1

(
3

1
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1
)
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3

3
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x
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x
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3
2
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)

3
1(

3
1
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4
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x
x

x
x x

−
+

−
+

+
+

− −
=
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−

−
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=
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→
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x
x

x
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x
x
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0
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3
1

4
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1
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3
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3
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3
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4
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4
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3
0

−
=

+
−

=  
  

−
+

−
+

+
+

− −
=

→
x

x
x

x
.

О
тж
е, ця функція перш

ого порядку малості відносно x
 і еквівалентна

)
(

x −
: 

1
,0

),
(

3
1

4
1

)
(

3
=

→
=

−
−

−
=

α
k

x
x

x
x

x
O

;

       
0

,
~

3
1

4
1

)
(

3
→

−
−

−
−

=
α

x
x

x
x

x
.

г) 
0

,
2 1

~
2

sin
2

)
cos

1(
sin

)
(

3
2

→
⋅

=
−

=
−

=
α

x
x

x
x

x
x

x
x

x
tg

tg
tg

.

0
2 1

2 1

lim
sin

lim
)

(
lim

3 3

0
3

0
3

0
≠

=
=

−
=

α
→

→
→

x x

x
x

x
x x

x
x

x

tg
.

О
тж

е, 
3

,0
),

sin
)

(
3

=
→

=
−

=
α

k
x

x
x

x
x

O
(

tg
 – порядок малості. 

П
ор

ів
н
я
н
н
я

 н
еск

ін
ч
ен

н
о м

ал
и
х

П
риклад 16. П

орівняти нескінченно малі функції 
)

(x
α

 та
)

(x
β

 при 
0

→
x

:

а) 
5

2
2

5
)

(
x

x
x

+
=

α
,

3
2

2
3

)
(

x
x

x
+

=
β

;

б) 
x

x
x

2
sin

)
(

=
α

,
x

x
x

sin
2

)
(

=
β

;

в) 
)

1
ln(

)
(

x
x

x
+

⋅
=

α
,

x
x

x
sin

)
(

=
β

.
 а) 

5
2

2
5

)
(

x
x

x
+

=
α

, 
0

,
2

3
)

(
3

2
→

+
=

β
x

x
x

x
.

0
3 5

2
3

2
5

lim
)

2
3(

)
2

5(
lim

2
3

2
5

lim
)

(
)

(
lim

3

0
2

3
2

0
3

2

5
2

0
0

≠
=

+ +
=

+ +
=

+ +
=

β α
→

→
→

→
x x

x
x

x
x

x
x

x
x

x x
x

x
x

x
.

О
тж

е, 
)

(x
α

 та 
)

(x
β

 – нескінченно малі одного порядку при 
0

→
x

,
тобто 

0
)),

(
(

)
(

→
β

=
α

x
x

x
O

.

б) 
x

x
x

2
sin

)
(

=
α

, 
0

,
sin

2
)

(
→

=
β

x
x

x
x

.

0
2

sin
lim

sin
2 sin

lim
)

(
)

(
lim

0

2

0
0

=
=

=
β α

→
→

→

x
x

x
x

x
x x

x
x

x
.

О
тж

е, 
)

(x
α

 – нескінченно мала вищ
ого порядку, ніж

 
)

(x
β

 при 
0

→
x

,
тобто 

0
)),

(
(

)
(

→
β

=
α

x
x

x
o

.

в) 
)

1
ln(

)
(

x
x

x
+

⋅
=

α
, 

0
,

sin
)

(
→

=
β

x
x

x
x

.

1
lim

0 ~
sin

~)
1(

ln

sin
)

1(
ln

lim
sin

)
1(

ln
lim

)
(

)
(

lim
0

0
0

0
=

=
→ +

=
+

=
+

=
β α

→
→

→
→

x x

x
x

x
x

x

x x
x

x
x

x
x x

x
x

x
x

.

О
тж

е, 
)

(x
α

 та 
)

(x
β

 – еквівалентні нескінченно малі при 
0

→
x

, тоб-
то 

0
),

(
~)

(
→

β
α

x
x

x
. 

П
риклад 17. В

изначити порядок малості k
 нескінченно

малої функції 
)

(x
α

 відносно 
x

x
=

β
)

(
 при 

0
→

x
:

а) 
5

3
3

2
)

(
x

x
x

x
+

−
=

α
;

б) 
2

2
1

1
)

(
x

x
x

−
−

+
=

α
;

в) 
3

3
1

4
1

)
(

x
x

x
−

−
−

=
α

;г) 
x

x
x

sin
)

(
−

=
α

tg
.
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7.14. 
3

6

2
2

1

)
1

(
lim

+ +
+

∞
→

n
n

n
n

.
7.15. 

!
!)

1
(

!
lim

n
n

n
n

−
+

∞
→

.

7.16. 
!)

3
(

!)
1

(
!)

2
(

lim
+

+
+

+
∞

→
n

n
n

n
.

7.17. 
!)

1
(

!)
2

(
!)

1
(

!)
2

(
lim

+
−

+
+

+
+

∞
→

n
n

n
n

n
.

7.18. 
n n

n

3 1
9 1

3 1
1

2 1
4 1

2 1
1

lim
+

+
+

+

+
+

+
+

∞
→

… …
.7.19.

)
3

2
1(

1
lim

2
n

n
n

+
+

+
+

∞
→

…
.

7.20. 
 

 
−

+
+

+
+

+
∞

→
2

2
3

2
1

lim
n

n
n

n

…
.

7.21. 
n

n

n
n

n
3

2
3

2
lim

− +
∞

→
.

7.22. а) 
1

2
1

2
lim

+ −
∞

→
n n

n
;

б) 
1

2
1

2
lim

1 1

+ −
∞

→
n n

n
.

7.23. 
)

2
(

lim
n

n
n

−
+

∞
→

.

7.24.
)1

1
(

lim
2

2
+

−
−

+
+

∞
→

n
n

n
n

n
.

7.25.
)

)
()

(
(

lim
n

b
n

a
n

n
−

+
+

∞
→

.

7.26.
)

1
(

lim
n

n
n

n
−

+
∞

→
.

7.27. 
)2

1
(

lim
3

3
2

3
−

−
+

∞
→

n
n

n
n

.7.28. 
1 cos

lim
+ ⋅

∞
→

n
n

n
n

.

7.29. 
1 !

sin
lim

2+
⋅

∞
→

n
n

n
n

.
7.30. 

1 sin
lim

2
3

2

− ⋅
∞

→
n

n
n

n
.

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

П
осл

ідов
н
ість

. Г
р
ан

и
ц
я

 п
осл

ідов
н
ості

 7.1. Н
аписати п’ять перш

их членів послідовності 
}

{
n

x
.

а)
n

x
n

n
1

)1
(

1
−

+
=

;    б)
)

)1
(

1(
n

n
n

x
−

−
=

;    в)
3

2
5

3
− +

=
n n

x
n

.

 7.2. Записати формулу загального члена 
n

x
 послідовності.

а) 
…,

5 1
,

4 1
,

3 1
,

2 1
−

−
б) 

…,
2

,0
,2

,0

в) 
…,

7 8
,

5 6
,

3 4
,2

 7.3. Користую
чись означенням границі послідовності, до-

вести, щ
о

а) 
2 3

1
2

2
3

lim
=

− −
∞

→
n n

n
;

б) 
3 4

1
3

1
4

lim
2 2

=
+ +

∞
→

n n
n

;

в) 
5 3

5
4

3
2

lim
2 2

−
=

+ −
∞

→
n n

n
.

У
 задачах 7.4 – 7.30 обчислити задані границі.

  7.4. 
n

n
n

3
1

lim
−

∞
→

.
  7.5. 

n
n

n
9

7
1

5
lim

− +
∞

→
.

  7.6. 
3

2

2
)1

(
lim

n
n

n

+
∞

→
.

  7.7. 
2

2

6
5

2
1

7
3

lim
n

n
n

n
n

−
−

+
−

∞
→

.

  7.8.
n

n
n

n
n

15
100

1
100

lim
2

2
3

+
+

−
∞

→
.

  7.9.
1

100
001
,0

3
1000

lim
3

4

2
3

+
−

+
∞

→
n

n
n

n
n

.

7.10. 
2

2

3
3

)1
(

)1
(

)1
(

)1
(

lim
−

+
+

−
−

+
∞

→
n

n
n

n
n

.7.11.
4

4

4
4

)1
(

)1
(

)1
(

)1
(

lim
−

+
+

−
−

+
∞

→
n

n
n

n
n

.

7.12. 
2

1
2

lim
3

3

+
−

+
∞

→
n

n
n

n
.

7.13. 
1

lim
3

2+ +
∞

→
n

n
n

n
.
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7.39. П
обудувати графіки функцій:

а) 
3

3 1
x

y
=

;
б) 

3

2 1
x

y
−

=
;

в) 
2

3
3x

x
y

+
=

;
г) 

1
3

+
−

=
x

x
y

.
7.40. П

обудувати графіки функцій:

а) 
x

y
2 −

=
;     б) 

3
2

+
=

x
y

;     в) 
x

y
3

3 1
⋅

=
;     г) 

2
2

x
y

−
=

.

7.41. П
обудувати графіки функцій:

а) 
x

y
2

log
−

=
;

б) 
x

y
10

lg
=

;

в) 
x

y
lg

=
;

г) 
x

y
2

log
=

.

7.42. П
обудувати графіки функцій:

а) 
x

y
sin

−
=

;
   б) 

x
y

sin
1 −

=
;

в) 
x

y
2

sin
=

;

г) 
2

sin
x

y
=

;
   д) 

3
sin

2
x

y
−

=
;

е) 
 

 
π

−
=

3
sin

2
x

y
.

7.43. П
обудувати графіки функцій:

а) 
x

y
arctg

=
;

б) 
2

arcsin
2

x
y

=
;

в) 
x

y
2

1
arctg

+
=

;
г) 

x
y

2
arccos

2
−

π
=

.

Г
р
ан

и
ц
я

 ф
ун

к
ц
ії

7.44. Д
овести, використовую

чи означення границі на мові
“

δ
−

ε
”, щ

о 
A

x
f

a
x

=
→

)
(

lim
:

а) 
4

,2
,

)
(

2
=

=
=

A
a

x
x

f
;

б) 
1

,1
,

1
)

(
=

=
=

A
a

x
x

f
;

в) 
0

,1
,

lg
)

(
=

=
=

A
a

x
x

f
.

Ф
ун

к
ц
ія

7.31. Знайти область визначення функцій:

а) 
x

x
x

f
1

4
)

(
2

+
−

=
;б) 

 
 

−
=

1
2

arccos
)

(
x

x
f

;

в) 
x

x
x

f
2

cos
2

)
(

−
=

.

7.32. Знайти множ
ину значень функцій:

а) 
1

)
(

+
=

x
x

f
;б) 

13
8

)
(

2
−

+
−

=
x

x
x

f
;

в) 
x

x
f

cos
3

1
)

(
−

=
.

7.33. Знайти функцію
, обернену даній:

а) 
x

y
3

1 −
=

;          б) 
1

2+
=

x
y

;         в) 
x

y
−

=
1

1
;

г) 
x

x
y

2
2−

=
;       д) 

1
10

+
=

x
y

;          е) 
)2

(
lg

1
+

+
=

x
y

;

є) 
2

log
x

y
=

;         ж
)

x
y

3
sin

2
=

.

7.34. В
становити парність або непарність функцій:

а) 
x

x
x

f
7

sin
)

(
4

=
;

б) 
x

x
x

x
f

+
−

=
2

4
3

)
(

;
в) 

x
x

f
cos

lg
)

(
=

.
7.35. Д

овести, щ
о 

)
(

)
(

x
f

x
f

−
+

 – парна ф
ункція, а

)
(

)
(

x
f

x
f

−
−

 непарна функція.
7.36. Д

овести, щ
о добуток двох парних функцій є парною

функцією
, добуток двох непарних функцій – парна функція, до-

буток парної і непарної функції – непарна функція.
7.37. Знайти періоди функцій:

а) 
x

x
f

5
sin

)
(

=
;

б) 
x

x
f

2
cos

lg
)

(
=

;
в) 

x
x

x
f

4
cos

3
)

(
+

=
tg

.
7.38. П

обудувати графік такої періодичної функції з періо-
дом 

1
=

T
, яка на інтервалі 

)1
,0

[
 задана формулою

:
а) 

x
y

=
;

б) 
2

x
y

=
.
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7.67. 
N

∈
− −

→
m

n
x x

m n

x
,

,1 1
lim

1
.

7.68. 
1 1

lim
4 3

1
− −

→
x x

x
.

_______

7.69. 
1

3
lim

2
4

3

+
−

+
∞

→
x

x
x

x
x

.
7.70. 

1
3 5

lim
2

4

+
−

−
∞

→
x

x
x

x
x

.

7.71. 
1

2
1

lim
2 2

+ −
∞

→
x x

x
.

7.72. 
3

2

2

3
1

3
1

lim
x

x
x

x
x

+
+

−
+

∞
→

.

7.73. 
10

10

10
10

10

10
)

100
(

)2
(

)1
(

lim
+

+
+

+
+

+
+

∞
→

x
x

x
x

x

…
.

7.74. 
x

x
x

x
x

x
−

+

+
+

+∞
→

4
3 2

1
lim

.
7.75. 

5
4

4
4

3
2

2

1
1

1
1

lim
+

−
+

+
−

+
∞

→
x

x

x
x

x
.

7.76. 
x

x
x

x
x

x
−

+
+

−
+

+
+∞

→
6

7
8

4
3

5
7

1

1
2

3
lim

.

_______

7.77. 
 

 
−

−
−

→
3

1
1

3
1

1
lim

x
x

x
.

7.78. 
  

  
+

−
−

−
→

2
3 1

)2
(

1
lim

2
2

2
x

x
x

x
x

.

7.79. 
  

  
−

+
∞

→
x

x
x

x
1

lim
2

3
.

7.80. 
  

  
+

−
−

∞
→

1
2

1
2

lim
2

2 3

x x
x x

x
.

7.81.
(

)x
a

x
x

−
+

+∞
→ lim

.
7.82.

(
)1

1
lim

2
2

−
−

+
∞

→
x

x
x

.

7.83.
(

)x
x

x
x

−
+

−
+∞

→
6

5
lim

2
.

7.84. 
(

)x
x

x
x

−
+

±∞
→

1
lim

2
.

7.85.
(

)3
7

1
2

lim
2

2
+

−
−

−
−

±∞
→

x
x

x
x

x
.

7.86.
(

)1
1

lim
3

3
2

3
−

−
+

∞
→

x
x

x
x

.

У
 задачах 7.45 – 7.129 знайти границі функцiй.

7.45. 
1

5
3

2
lim

2

2

0
+

−
−

→
x

x
x

x
.

7.46. 
3 3

lim
2 2

3
− +

→
x x

x
.

7.47. 
x x

x
−

→
1

lim
1

.
7.48. 

1
3

lim
2

4

2

3
+

+
−

→
x

x
x

x
.

_______

7.49. 
2

3
1

lim
2

2

1
+

+
−

−
→

x
x

x
x

.
7.50. 

4
4

2
lim

2

2

2
+

−
−

→
x

x
x

x
x

.

7.51. 
x

x
x

x
x

−
+

−
→

3

2

1

1
2

lim
.

7.52. 
6 2

3
lim

2

2
3

2
−

−
+

+
−

→
x

x
x

x
x

x
.

7.53. 
1

2
lim

2
3

3

1
+

−
−

−
+

→
x

x
x

x
x

x
.

7.54. 
3

4
2

3
lim

4 3

1
+

−
+

−
→

x
x

x
x

x
.

7.55. 
N

∈
− −

→
n

m
x x

n m

x
,

,
1 1

lim
1

.
7.56. 

h
x

h
x

h

3
3

0

)
(

lim
−

+
→

.

_______

7.57. 
x x

x

1
1

lim
2

0

−
+

→
.

7.58. 
2

0

1
1

lim
x x

x

−
+

→
.

7.59. 
4

16

1
1

lim
2 2

0
−

+

−
+

→
x x

x
.

7.60. 
5

2
1

lim
5

−
−

−
→

x x
x

.

7.61. 
x x

x
−

−
+

−
→

5
1

5
3

lim
4

.
7.62. 

2

3
2

0

1
1

lim
x x

x

−
+

→
.

7.63. 
x

x
x

x

3
3

0

1
1

lim
−

−
+

→
.

7.64. 
h

x
h

x
h

3
3

0
lim

−
+

→
.

7.65. 
2 8

lim
3

8
− −

→
x x

x
.

7.66. 
1 1

lim
3

1
− −

→
x x

x
.
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7.108. а) 
1

2

2 1
lim

−

∞
→

 
 

− +
x

x
x x

;
б) 

3 1

2
3

4
3

lim
+

∞
→

 
 

+ −
x

x
x x

.

7.109. а) 
x

x
x x

 
 

− +
±∞

→
1

2
1

lim
;

б) 
x

x
x x

 
 

− +
±∞

→
1 1

2
lim

.

7.110. а) 
2

1
1

lim
x

x
x  

 
+

±∞
→

;
б) 

x

x
x

x
x

x
  

  
+

−
+

−
∞

→
2

4
1

2
lim

2 2
.

7.111. а) 
x

x
x

sin 1

0
)

(cos
lim→

;
б) 

x
x

x
2 1

2

0
)

1(
lim

tg
+

→
.

7.112. а) 
x

kx
x

)
1(

ln
lim

0

+
→

;
б) 

x
a

x
a

x

ln
)

(
ln

lim
0

−
+

→
.

7.113. 
)]

ln
)

(
(ln

[
lim

x
a

x
x

x
−

+
+∞

→
.

7.114. а) 
e

x x
e

x
− −

→

1
ln

lim
;

б) 
h

a
h

h

1
lim

0

−
→

.

7.115. а) 
x

e
x

x
3

1
lim

2

0

−
→

;
б) 

1
lim

1
− −

→
x

e
e

x

x
.

7.116. а) 
2

0

cos
lim

2

x
x

e
x

x

−
→

;
б) 

x e
e

x
x

x
sin

lim
0

−

→

−
.

7.117. а) 
x

e
e

x
x

x

sin
2

sin

0
lim

−
→

;
б) 

2
0

cos
ln

lim
x

x
x→

.

7.118. а) 
x

x
x

x
1

0
)

sin
(cos

lim
+

→
;

б) 
x

x
x

x
x x

sin
sin

0

sin
lim

−

→
 

 
.

У
 задачах 7.119 – 7.129 знайти границі різних функцій.

7.119. а) 
3
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2
2
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−
−

+
−
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−
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+

−
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;
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2
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x
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→

+
−

−
+

;
г) 

3
3
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1

7
3

lim
1

x

x
x

x
→

+
−

+
−

.

_______

 7.87.
x

x
x

3
sin

lim
0

→
.

 7.88. 
x kx

x

tg
0

lim→
.

 7.89.
x x

x
5

sin 2
lim

0
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.
 7.90. 

x
x

x
3
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0
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→
.

 7.91.
x

x
x

x
x
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→
2

arcsin
2

lim
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.
 7.92. 

2
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lim
x

x
x
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−

→
.

 7.93.
x

x
x

x
2

sin cos
1

lim
3

0

−
→

.
 7.94. 

3
2

0
)

cos
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lim
α

−

α
→

α

tg
.

 7.95.
x

x
x

x
x
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sin

1
cos

sin
1

lim
0

−
−

−
+

→
.

 7.96. 
3

0

sin
lim

α
α

−
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→α

tg
.

 7.97.
α

−
α

α
−

→
α

3

2

0
sin )

cos
lim

3
tg (1

.
 7.98. 

 
 

−
→

x
x

x
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sin 1
lim
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.

 7.99.
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2
2

sin
1

lim

 
 

−
π −

π
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x

x
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.
7.100. 

3
2

2
)

sin
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lim
x x

x
−

π
→

cos
.

7.101.
x

x
x
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−

π
π

→
2

lim
2

.
7.102. 

2 2
1

lim

π α
−

α
π

→
α

sin
.

7.103.
2

)
1(

lim
1

x
x

x

π
−

→
tg

.
7.104. 

a y
a

y
a

y
2

2
sin

lim
π

⋅
−

→
tg

.

7.105.
x

x
x

x
2

cos
sin

cos
lim

4

−
π

→
.

7.106. 
x

x

x
cos

2 3
6

sin
lim

6
−

 
 

π
−

π
→

.

_____

7.107. а) 
m

x

x
x k

 
 

+
∞

→
1

lim
;

б) 
t

t
t  

 
−

∞
→

1
1

lim
.
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7.126. а) 
32

ln(2
)

lim
ln(3

) xx
x

ee
→

+∞

++
;

б) 
63

ln(4
5

)
lim

ln(1
2

) xx
x

ee
→

+∞

++
;

 в) 
ln(1

3
)

lim
ln(1

2
) xx

x→
−∞

++
;

г) 
ln(1

3
)

lim
ln(1

2
) xx

x→
+∞

++
.

7.127. а) 
11

0

1
lim

2

xx

x

xx

−+

→
+

+






+




;
б) 

11

1

1
lim

2

xx

x

xx

−+

→

+






+




;

 в) 
11

1
lim

2

xx

x

xx

−+

→
+∞

+






+




.

7.128. а) 
0

lim
1

2
x

x
x

→
−

;
б) 

tg

2

lim
(sin

)
x

x
x

π
→

;

 в) 
2

2
ctg

0
lim

(1
)

x
x

x
→

+
;

г) 
1/

0
lim

(cos
sin

)
x

x
x

a
bx

→
+

.

7.129. а) 
1

lim
arctg

2
4

x

x
x

x
→

∞

+
π




−



+




;

 б) 
1

lim
arctg

arctg
2

2
x

x
x

x
x

x
→

∞

+



−




+
+




.

П
ор

ів
н
я
н
н
я

 н
еск

ін
ч
ен

н
о м

ал
и
х

7.130. Д
овести еквівалентність нескінченно малих функцій

)
(

)
(

x
x

β
α

i
 при 

0
→

x
:

а) 
1

)
(

),
5

1(
ln

)
(

5
−

=
β

+
=

α
x

e
x

x
x

;

б) 
x

x
xe

x
x

=
β

=
α

)
(

,
)

(
;

в) 
x

x
x

x
x

=
β

−
=

α
)

(
,

cos
1

)
(

;

г) 
x

x
x

e
e

x
x

x
sin

2
sin

)
(

,
)

(
2

−
=

β
−

=
α

.

7.120. а) 
2

4
lim

1
2

x
x

x
x

x
→

±∞




+
+

−





 ;

 б) 
(

)
2

2
3

3
lim

(
1)

(
1)

x
x

x
→

∞
+

−
−

.

7.121. а) 
lim

,
1

1 x

x
x

a
a

a
→

±∞
>

+
;

    б) 
lim

,
1

x
x

x
x

x

a
a

a
a

a

−−
→

±∞

−
>

+
.

7.122. а) 
2

0

2
1

cos
lim

sin
x

x
x

→

−
+

;  б) 
0

1
sin

1
sin

lim
tg

x

x
x

x
→

+
−

−
;

 в) 
sin

limx

xx
→

∞
;

     г) 
arctg

limx

x
x

→
∞

;

 д) 
4

0 1
cos

lim
sin

3
x

xx
→

+

−
;

     е) 
2

3

2
0

lim
sin

sin
2 x

x

x

e
e

x
x

→

−−
.

7.123. а) 
1

sin
lim

sin3
x

xx
→

ππ
;

    б) 
4

2
2cos

lim
4

x

x
x

π
→

−π
−

;

 в) 
6

2
cos

3
lim

3
2cos

x

xx
π

→

π



−







−
;

     г) 
3 sin

3
lim

1
2cos

x

x

x
π

→

π



−







−
.

7.124. а) 
0

1
3

lim
cos

cos
x

x
x

x
→




−





 ;  б) 
0 tg

2
3arcsin

4
lim

sin5
2arctg

x

x
x

x
x

→

−−
;

 в) 
2

2
0 tg(1

)
tg(1

)
tg

1
limx

x
x

x
→

+
⋅

−
−

;г) 
3

3

tg
3tg

lim
cos

6
x

x
x

x
π

→

−
π




+







.

7.125. а) 
1

0

arccos
lim

1
x

x
x

→
−

+

π
−

+
;

      б) 
0 arccos(1

)
lim

x

x
x

→
+

−
.
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§2. Н
еперервніст

ь ф
ункцій

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
значення неперервності. Ф

ункція 
)

(x
f

 називається неперервною
в точці 

a
x

=
, якщ

о:

1) функція 
)

(x
f

 визначена в точці 
a

x
=

 і деякому її околі;

2) існує скінченна границя 
)

(
lim

x
f

a
x→

;

3) ця границя дорівню
є значенню

 функції в точці 
a

x
=

, тобто
)

(
)

(
lim

a
f

x
f

a
x

=
→

.
(7.12)

З умови неперервності (7.12) випливає, щ
о)

lim
(

)
(

lim
x

f
x

f
a

x
a

x
→

→
=

,
(7.13)

щ
о дає правило граничного переходу під знаком неперервної функції.

Умова неперервності (7.12) мож
е бути також

 представлена у вигляді
0

)
(

lim
0

=
∆

→
∆

a
f

x
(7.14)

або у вигляді
)

(
)0

(
)0

(
a

f
a

f
a

f
=

−
=

+
.

(7.15)
Умова (7.14) означає, щ

о для неперервної в точці 
a

x
=

 функції, не-
скінченно малому приросту аргументу в точці a

 відповідає нескінченно мале
значення приросту функції в цій точці.

Умова (7.15) означає, щ
о для неперервної в точці 

a
x

=
 функції, гра-

ниця функції справа в точці a
 дорівню

є границі функції зліва в точці a
 і

дорівню
є значенню

 функції в цій точці.
Я
кщ

о функція неперервна в кож
ній точці деякої області, то вона нази-

вається неперервною
 в цій област

і.
Точки розриву. Точка a

, в якій поруш
ена хоча б одна з умов непе-

рервності, називається т
очкою

 розриву функції 
)

(x
f

.
Точки розриву класифікую

ться таким чином.
Якщ

о точка a
 – точка розриву функції 

)
(x

f
 і  існую

т
ь скінченні грани-

ці 
)0

(
)0

(
−

+
a

f
a

f
i

,  то точка a
 називається т

очкою
 розриву перш

ого роду.
Д
о точок розриву перш

ого роду відносяться точки усувного розриву та
точки розриву т

ипу “ст
рибок”.

Я
кщ

о
)

(
)0

(
)0

(
a

f
a

f
a

f
≠

−
=

+
,

(7.16)

або

7.131. Д
овести, щ

о нескінченно малі функції 
)

(
)

(
x

x
β

α
i

одного порядку малості:

а) 
1

,
1

)
(

,
1 1

)
(

→
−

=
β

+ −
=

α
x

x
x

x x
x

;

б) 
1

,
1

)
(

,
1

)
(

3
→

−
=

β
−

=
α

x
x

x
x

x
;

в) 
0

,
)

(
,2

4
)

(
→

=
β

−
−

=
α

x
x

x
x

x
.

7.132. П
орівняти нескінченно малі функції 

)
(

)
(

x
x

β
α

i
 при

0
→

x
:а) 

x
x

x
x

x
x

tg
=

β
=

α
)

(
,

sin
)

(
2

2
;

б) 
2

)
(

),
sin

3
1(

ln
)

(
x

x
x

x
x

tg
=

β
+

=
α

;

в) 
a

x
x

a
x

x
ln

)
(

,1
)

(
=

β
−

=
α

.

7.133. Д
овести вказані рівності при 

0
→

x
:

а) 
)

(
3

arcsin
3

2
3

x
x

x
o

=
;

б) 
)

(
2

2
x

x
x

x
o

tg
=

+
;

в) 
)

(
2

2
3

3
x

x
O

=
−

+
.

7.134. В
изначити порядок м

алості нескінченно м
алої

функції 
)

(x
α

 відносно 
x

x
=

β
)

(
 при 

0
→

x
:

а) 
2

3
100

)
(

x
x

x
+

=
α

;
б) 

x
x

x
x

+
+

=
α

1
)1

(
)

(
;

в) 
x

x
x

−
=

α
3

2
)

(
;

г) 
1

7
)

(
3

10+
=

α
x

x
x

;

д) 
1

sin
1

)
(

−
+

=
α

x
x

x
;

е) 
x

x
2

sin
)

(
=

α
;

є) 
x x

x
−

=
α

1 3
)

(
3

.
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4) за умови, щ
о 

0
)

(
)

(
<

⋅
b

f
a

f
, існує хоча б одна точка 

)
,

(
b

a
c ∈

 така,
щ
о 

0
)

(
=

c
f

.
Рівномірна неперервніст

ь. Ф
ункція 

)
(x

f
 називається рівномірно не-

перервною
 на проміж

ку X
, якщ

о для будь-якого 
0

>
ε

 знайдеться таке
)

(ε
δ

=
δ

, щ
о для будь-яких 

X
x

x
∈ ′′

′,
 з нерівності 

δ
< ′

′
− ′

x
x

 випливає,

щ
о 

ε
<

′′
−

′
)

(
)

(
x

f
x

f
.

Теорема К
ант

ора. Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 неперервна на відрізку 
]

,
[

b
a

,
то вона рівномірно неперервна на ньому.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення функції, неперервної в точці.

2. Д
айте означення точки розриву функції. Н

аведіть класи-
фікацію

 точок розриву функції.
3. За яких умов складна функція неперервна; обернена функ-

ція неперервна?
4. Сформулю

йте  поняття неперервності функції на відрізку.
5. Н

аведіть властивості функцій, неперервних на відрізку.
6. Д

айте означення рівномірно неперервної на проміж
ку

функції.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Д

овести, щ
о функція 

x
y

sin
=

 неперервна для
будь-якого 

R
∈x

.
 Знайдемо 

y ∆
:

 
 

∆
+

⋅
∆

=
−

∆
+

=
∆

2
cos

2
sin

2
sin

)
sin(

x
x

x
x

x
x

y
.

0
2

cos
2

sin
2

lim
lim

0
0

= 
 

∆
+

⋅
∆

=
∆

→
∆

→
∆

x
x

x
y

x
x

,

бо 
0

2
sin

→
∆x

  при  
0

→
∆x

, 
R

∈
∀

≤
 

 
∆

+
x

x
x

1
2

cos
.

О
тж

е, функція 
x

y
sin

=
 неперервна для будь-якого 

R
∈

x
. 

)0
(

)0
(

a
f

a
f

−
=

+
,

коли функція 
)

(x
f

 невизначена в точці 
a

x
=

, то точка 
a

x
=

 називається
точкою

 усувного розриву.
Я
кщ

о
)0

(
)0

(
−

≠
+

a
f

a
f

,
(7.17)

то точка 
a

x
=

 називається точкою
 “ст

рибка”,
а величина

)0
(

)0
(

−
−

+
=

∆
a

f
a

f
f

(7.18)
ст
рибком функції 

)
(x

f
 в точці a

.

Точка a
 називається т

очкою
 розриву другого роду функції 

)
(x

f
, якщ

о
хоча б одна з границь 

)0
(

),
0

(
−

+
a

f
a

f
 не існує або дорівню

є нескінченності.
В
ластивості неперервних ф

ункцій
Ариф

мет
ичні операції над неперервними ф

ункціями. Н
ехай функції

)
(x

f
 та 

)
(x

ϕ
 неперервні в точці 

a
x

=
. Тоді в цій точці неперервні функції:

)0
)

(
(

)
(

)
(

;)
(

)
(

;)
(

)
(

;
),

(
≠

ϕ
ϕ

ϕ⋅
ϕ

±
=

⋅
a

x x
f

x
x

f
x

x
f

c
x

f
c

const
.

Н
еперервніст

ь складної ф
ункції. Я

кщ
о функція 

)
(t

x
ϕ

=
 неперервна в

точці a
, а функція 

)
(x

f
y

=
 неперервна в точці 

)
(a

b
ϕ

=
, то складна функ-

ція 
)]

(
[

t
f

y
ϕ

=
 неперервна в точці a

.
Н
еперервніст

ь оберненої ф
ункції. Н

ехай функція 
)

(x
f

y
=

 визна-
чена, зростаю

ча (спадна) і неперервна на відрізку 
]

,
[

b
a

, де 
α

=)
(a

f
,

)
(

)
(

β
<

α
β

=
b

f
. Тоді ця функція має на відрізку 

]
,

[
b

a
 обернену функцію

)
( 1
y

f
x

−
=

 або 
)

(y
x

ϕ
=

, яка є зростаю
чою

 (спадною
) і неперервною

.
Н
еперервніст

ь елемент
арних ф

ункцій.  Елементарні функції непе-
рервні в усіх точках, в яких вони визначені.

В
ластивості ф

ункцій, неперервних на відрізку
Ф
ункція 

)
(x

f
 неперервна на відрізку 

]
,

[
b

a
, якщ

о вона неперервна в
кож

ній точці відрізка,  причому  неперервність  в  точці a
 означає  непе-

рервність справа, тобто 
)

(
)0

(
a

f
a

f
=

+
, а неперервність в точці b

 означає
неперервність зліва, тобто 

)
(

)0
(

b
f

b
f

=
−

.
Ф
ункція 

)
(x

f
, неперервна на відрізку 

]
,

[
b

a
, має такі властивості:

1) обмеж
ена на відрізку 

]
,

[
b

a
;

2) досягає на відрізку 
]

,
[

b
a

 свого найбільш
ого та найменш

ого значення;

3) приймає всі проміж
ні значення між

 
B

A
B

b
f

A
a

f
≠

=
=

,
)

(
)

(
i

, тоб-
то для будь-якого числа C

, щ
о леж

ить між
 числами 

B
A

i
, знайдеться така

точка 
)

,
(

b
a

c ∈
, щ

о 
C

c
f

=)
(

;
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О
бчислимо 

)0
2(

)0
2(

−
+

f
f

i
:∞

+
=

=
=

+
∞

+
−

+
→

3
3

lim
)0

2(
2 1

0
2

x
x

f
;   

0
3

3
lim

)0
2(

2 1

0
2

=
=

=
−

∞
−

−
−

→
x

x
f

.

В
 точці 

2
=

x
 функція має розрив другого роду.

г) 
4

3 1
2

)
(

−
− +

=
x

x
x

e
x

f
.

Ф
ункція  визначена  в усіх точках, крім 

4
,1

2
1

=
−

=
x

x
 (це корені

рівняння 
0

4
3

2
=

−
−

x
x

). О
тж
е, функція неперервна на проміж

ках 
)1

,
(

−
∞

−
,

)
,4

(
),

4,
1

(
∞

+
−

, розрив мож
ливий тільки в точках 

1
1

−
=

x
, 

4
2

=
x

.
Д
ослідимо характер точок розриву.

В
рахуємо, щ

о 
4 1

)4
()

1
(

1

)
(

−
−

+
+

=
=

x
x

x
x

e
e

x
f

.

5 1
4 1

0
1

lim
)0

1
(

−
−

+
−

→
=

=
+

−
e

e
f

x
x

;   
5 1

4 1

0
1

lim
)0

1
(

−
−

−
−

→
=

=
−

−
e

e
f

x
x

.

М
аємо 

)0
1

(
)0

1
(

−
−

=
+

−
f

f
, отже, точка 

1−
=

x
 – точка усувного розриву.

∞
+

=
=

=
+

∞
+

−
+

→
e

e
f

x
x

4 1

0
4

lim
)0

4(
;   

0
lim

)0
4(

4 1

0
4

=
=

=
−

∞
−

−
−

→
e

e
f

x
x

.

Точка 
4

=
x

 – точка розриву другого роду. 

П
риклад 3. Д

ослідити задану функцію
 на неперервність і

побудувати її графік.

  

+∞
<

<
−

≤
<

−

≤
<

∞
−

=
.

2
,

5
;2

0
,

)1
(

;0
,

)
(

2

2

x
x

x
x

x
x

x
f

 Ф
ункція 

)
(x

f
 визначена і неперервна на інтервалах 

),
2,

0(
),

0,
(

∞
−

)
,2

(
∞

+
, де вона задана неперервними елементарними функціями. О

тж
е,

розрив мож
ливий тільки в точках 

2
0

2
1

=
=

x
x

i
. В

изначимо характер то-
чок розриву.

1
)1

(
lim

)0
0(

2

0
=

−
=

+
+

→
x

f
x

;   
0

lim
)0

0(
2

0
=

=
−

−
→

x
f

x
;   

0
)0

(
0

2
=

=
=x

x
f

.

П
риклад 2. Д

ослідити задану функцію
 на неперервність,

знайти точки розриву і встановити їх характер:

а) 
x x

x
f

sin
)

(
=

;
б) 

3 9
)

(
2− −

=
x x

x
f

;

в) 
2 1

3
)

(
−

=
x

x
f

;
г) 

4
3 1

2
)

(
−

− +

=
x

x
x

e
x

f
.

 а) 
x x

x
f

sin
)

(
=

.

Ф
ункція визначена для всіх x

, крім 
0

=
x

, і є неперервною
 на інтер-

валах 
)

,0
(

),
0,

(
∞

+
∞

−
, бо частка від ділення неперервних функцій є функ-

цією
 неперервною

.
О
бчислимо 

)0
0(

)0
0(

−
+

f
f

i
:

1
sin

lim
sin

lim
)0

0(
0

0
=

=
=

+
+

→
+

→
x x

x x
f

x
x

;

1
sin

lim
sin

lim
sin

lim
)0

0(
0

0
0

−
=

−
=

−
=

=
−

−
→

−
→

−
→

x x
x x

x x
f

x
x

x
.

М
аємо, щ

о 
)0

0(
)0

0(
−

≠
+

f
f

, отж
е 

0
=

x
 – точка розриву перш

ого
роду, типу “стрибок”.

В
еличина стрибка 

2
)1

(
1

)0
0(

)0
0(

=
−

−
=

−
−

+
=

∆
f

f
f

.

б) 
3 9

)
(

2− −
=

x x
x

f
.

Ф
ункція визначена для всіх x

, крім 
3

=
x

, і є неперервною
 на інтерва-

лах 
)

,3
(

),
3,

(
∞

+
∞

−
.

О
бчислимо 

)0
3(

)0
3(

−
+

f
f

i
:

6
3 9

lim
)0

3(
2

0
3

=
− −

=
+

+
→

x x
f

x
;   

6
3 9

lim
)0

3(
2

0
3

=
− −

=
−

−
→

x x
f

x
.

М
аємо, щ

о 
)3

(
)0

3(
)0

3(
f

f
f

≠
−

=
+

, бо при 
3

=
x

 функція невизна-
чена. В

 точці 
3

=
x

 маємо розрив перш
ого роду – усувний розрив.

в) 
2 1

3
)

(
−

=
x

x
f

.
М
аємо показникову функцію

, яка неперервна в кож
ній точці її області

визначення. У
 точці 

2
=

x
 функція невизначена. О

тж
е, функція неперервна

на інтервалах 
)

,2
(

),
2,

(
∞

+
∞

−
.
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10
1

9
1

9
lim

)0
3(

2 1

0
3

=
+

=  
  

+
=

−
−

−
→

x
x

f
;

10
1

9
1

9
)3

(
3

2 1

=
+

=
  

  
+

=
=

−

x

x
f

.

О
тж

е, в точці 
3

2
=

x
 функція неперервна. 

П
риклад 5. За якого значення параметра A

 функція

  

= ≠
−

−
−

=
.5

,

;5
,

5
2

1
)

(
x

A

x
x x

x
f

буде неперервною
?

 Знаходимо 
)

(
lim

5
x

f
x→

:

4 1
4

)5
(

4
1

lim
)2

1
()

5
(

)2
1

()
2

1
(

lim
5

2
1

lim
)

(
lim

5
5

5
5

=
⋅

−
−

−
=

+
−

−
+

−
−

−
=

−
−

−
=

→
→

→
→

x x
x

x
x

x
x x

x
f

x
x

x
x

.

В
раховую

чи, щ
о функція неперервна за умови, щ

о

4 1
)0

5(
)0

5(
)5

(
)0

5(
)0

5(
=

−
=

+
=

−
=

+
f

f
f

f
f

i
,

маємо, щ
о 

4 1
)5

(
=

=
A

f
.

О
тж

е, функція 
)

(x
f

 неперервна при 
4 1

=
A

. 

П
риклад 6. Д

овести, щ
о функція 

x
y

sin
=

 рівномірно не-
перервна на будь-якому проміж

ку числової осі.
 Задамо 

0
>

ε
. Д

оведемо, щ
о існує таке 

0
)

(
>

ε
δ

=
δ

, щ
о з нерівності

δ
< ′

′
− ′

x
x

 випливає, щ
о 

ε
<

′′
−

′
)

(
)

(
x

f
x

f
.

О
цінимо 

)
(

)
(

x
f

x
f

′′
−

′
.

=
′′

+ ′
⋅ ′′

− ′
=

′′
− ′

=
′′

−
′

2
cos

2
sin

2
sin

sin
)

(
)

(
x

x
x

x
x

x
x

f
x

f

x
x

x
x

x
x

x
x

′′
− ′

=
′′

− ′
≤

′′
+ ′

⋅
′′

− ′
=

2
2

2
cos

2
sin

2
.

)0
0(

)0
0(

−
≠

+
f

f
, отж

е, функція 
)

(x
f

 в точці 
0

1
=

x
 має розрив пер-

ш
ого роду, типу “стрибок”. В

еличина стрибка 
1

0
1

=
−

=
∆

f
.

3
)

5(
lim

)0
2(

0
2

=
−

=
+

+
→

x
f

x
;   

1
)1

(
lim

)0
2(

2

0
2

=
−

=
−

−
→

x
f

x
;

1
)1

(
)2

(
2

2
=

−
=

=x
x

f
.

)0
2(

)0
2(

−
≠

+
f

f
, отж

е, функція 
)

(x
f

 в точці 
2

2
=

x
 має розрив пер-

ш
ого роду, типу “стрибок”. В

еличина стрибка 
2

1
3

=
−

=
∆

f
.

Графік заданої функції зображ
ено на рис.7.1.

 y

 x
О

–1
1

–2
2

 3
 4

 5

1 2  3  4Рис.7.1 

П
риклад 4. Д

ослідити функцію
 

1
9

)
(

2 1

+
=

−x
x

f
 на непе-

рервність в точках 
3

,2
2

1
=

=
x

x
.

 Д
ля точки 

2
1

=
x

 маємо:

∞
+

=
+

=  
  

+
=

+
∞

+
−

+
→

1
9

1
9

lim
)0

2(
2 1

0
2

x
x

f
;

1
1

0
1

9
1

9
lim

)0
2(

2 1

0
2

=
+

=
+

=  
  

+
=

−
∞

−
−

−
→

x
x

f
.

О
тж

е, в точці 
2

1
=

x
 функція має розрив другого роду.

Д
ля точки 

3
2

=
x

 маємо:

10
1

9
1

9
lim

)0
3(

2 1

0
3

=
+

=  
  

+
=

+
−

+
→

x
x

f
;
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в) 
1

2
1

2
)

(
1 1

+ −
=

x x
x

f
;

     г) 
2

4
3

)
(

x x

x
f

−
=

;

д) 
1

3

1
3

)
(

2 1 2 1

+ −
=

− −x x
x

f
;

     е) 
4

3
7

)
(

2−
−

+
=

x
x

x
f

;

є) 
x

x
f

1
)

(
arctg

=
;

     ж
) 

2
1

1
)

1(
)

(
x

x
x

f
−

+
=

arctg
;

з) 
  

≤
<

−
=

<
≤

−
=

.4
1

,1
;1

,1
;1

1
,

2
)

(
x

x
x

x
x

f

x

і) 

      

π
≤

<
π

π
−

π
=

π
<

≤
π

−

=

.
4

,
16

;
4

,1

;
4

2
,

cos

)
(

2
2

x
x

x

x
x

x
f

7.137. Д
ля заданої функції 

)
(x

f
 визначити, за якого вибору

параметрів, щ
о входять в її означення, функція буде неперервною

:

а) 
  

>
−

≤
+

=
.1

,
3

;1
,1

)
(

2
x

ax

x
x

x
f

б) 
  

= ≠
−

−
+

=
.1

,

;1
,

1
2

)
(

2

x
A

x
x

x
x

x
f

в) 
  

π
>

+

π
≤

+
=

.
2

,
sin

;
2

,1
)

(
x

b
x

x
ax

x
f

г) 

      

π
≥

π
<

<
π

−
+

π
−≤

−

=

.2
,

cos

,2
2

,
sin

;2
,

sin
2

)
(

x
x

x
B

x
A

x
x

x
f

І повинно бути 
ε

< ′
′

− ′
x

x
.

О
тж
е, 

ε
=

δ
, тобто існує таке 

ε
=

δ
, щ

о як тільки 
δ

< ′
′

− ′
x

x
, то вико-

нується нерівність 
ε

<
′′

−
′

)
(

)
(

x
f

x
f

. 

П
риклад 7. Д

овести, щ
о функція 

x
y

1
sin

=
  не  є  рівномір-

но неперервною
 на інтервалі 

)1
,0

(
.

 Задам
о ε

, щ
о задовольняє ум

ові 
2

0
<

ε
<

. Д
оведем

о, щ
о для

)2
,0

(
∈ε

∀
 не мож

на вказати 
0

>
δ

, при якому 
2

)
(

)
(

<
ε

<
′′

−
′

x
f

x
f

 для

всіх 
)1

,0
(

,
∈ ′′

′
x

x
 за умови 

δ
<

′′
− ′

x
x

. Тобто  доведемо,  щ
о  якими  б близь-

кими 
x

x
′′

′i
 не брати, 

ε
>

=
′′

−
′

2
)

(
)

(
x

f
x

f
.

В
ізьмемо 

π
+

π
= ′′

π
+

π
= ′

n
x

n
x

2
2 3

1
,

2
2

1
.

Д
ля будь-якого δ

 мож
на вибрати n

 таким, щ
о 

δ
<

′′
− ′

x
x

.
А
ле при будь-якому n

=
′′

−′
=

′′
− ′

x
x

x
f

x
f

1
sin

1
sin

)
(

)
(

=
 

 
π

+
π

− 
 

π
+

π
n

n
2

2 3
sin

2
2

sin
ε

>
=

−
−

2
)1

(
1

.

О
тж

е, функція 
x

y
1

sin
=

 не  є  рівном
ірно  неперервною

 на інтер-

валі 
)1

,0
(

. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

7.135. Д
овести, щ

о вказані функції неперервні в кож
ній

точці їх області визначення:

а) 
N

∈
=

n
x

x
f

n,
)

(
;

б) 
R

∈
=

a
a

x
f

,
)

(
;

в) 
1

,0
,

log
)

(
≠

>
=

a
a

x
x

f
a

;
г) 

x
x

f
cos

)
(

=
.

7.136. Д
ослідити задану функцію

 на неперервність, знайти
точки розриву та встановити їх характер:

а) 
)1

( 1
)

(
2

−
=

x
x

x
f

;
     б) 

5
3

5
3

)
(

− −
=

x x
x

f
;
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7.143. Ф
ункція 

x
x

f
1

)
(

arctg
=

 не визначена в точці 
0

=
x

.

Чи мож
на так довизначити функцію

 
)

(x
f

 в точці 
0

=
x

, щ
об

функція була неперервна в цій точці?

7.144. Д
овести, щ

о функція 
x

y
1

2
1

1+
=

 в точці 
0

=
x

 має

розрив перш
ого роду. П

обудувати схематично графік  цієї  функції
в околі точки 

0
=

x
.

У
 задачах 7.145 – 7.148 дослідити  на  рівномірну  непе-

рервність задані функції на заданих проміж
ках.

7.145. 
]1

,1
[

,
4

)
(

2
−

−
=

x x
x

f
.

7.146. 
]1

,0
(

,
ln

)
(

x
x

f
=

.

7.147. 
]

,0
(

,
sin

)
(

π
=

x x
x

f
.

7.148. 
)

,0
[

,
)

(
∞

+
=

x
x

f
.

д) 
  

≥ <
<

+
≤

−
=

.1
,

,1
0

,
;0

,
)1

(
)

(

3

x
x

x
b

ax
x

x
x

f
е) 

  

>
+

+

≤
=

.1
,

;1
,

)
(

2
x

b
ax

x

x
x

x
f

7.138. Ф
ункція 

)
(x

f
 не визначена при 

0
=

x
. Д

овизначити
)0

(f
 так, щ

об функція 
)

(x
f

 була неперервна при 
0

=
x

:

а) 
N

∈
−

+
=

n
x x

x
f

n
, 1

)
1(

)
(

;
б) 

2 cos
1

)
(

x
x

x
f

−
=

;

в) 
x

x
x

x
f

)
1(

ln
)

1(
ln

)
(

−
−

+
=

;
г) 

x e
e

x
f

x
x

−
−

=)
(

;

д) 
x

x
x

f
1

sin
)

(
2

=
;

е) 
x

x
x

f
ctg

=)
(

.

7.139. Ф
ункція 

1 1
)

(
3 2− −

=
x x

x
f

 не визначена при 
1

=
x

. Д
овиз-

начити 
)1

(f
 так, щ

об функція 
)

(x
f

 була неперервна при 
1

=
x

.

7.140. Я
кого роду розриви маю

ть ф
ункції 

x x
y

sin
=

 і

x
x

y
cos

=
 при 

0
=

x
? В

казати характер графіків цих функцій в

околі точки 
0

=
x

.

7.141. Д
ослідити неперервність функції 

  

= ≠
=

.0
,0

;0
,

)
(

x x
x x

x
f

П
обудувати її графік.

7.142. С
кільки точок розриву і якого роду має функція

x
y

lg 1
=

? П
обудувати схематично її графік.
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У
 правилах диференцію

вання 1–6: C
 – стала, 

)
(

),
(

x
v

v
x

u
u

=
=

.
М
ає м

ісце також
 правило диф

еренцію
вання добут

ку n
 ф
ункцій

)
(

,
),

(
),

(
),

(
x

z
z

x
w

w
x

v
v

x
u

u
=

=
=

=
…

:

z
w

v
u

z
w

v
u

z
w

v
u

z
w

v
u

′
⋅

⋅
+

+
⋅ ′

⋅
+

⋅
⋅ ′

= ′
⋅

⋅
…

…
…

…
…

)
(

.

О
сновні ф

орм
ули диф

еренцію
вання

  1. 
R

∈
α

′
⋅

α
= ′

−
α

α
,

)
(

1
u

u
u

.

  2. 
u

a
u

ua
′

⋅
= ′

ln 1
)

(log
.

  3. 
u

u
u

′
⋅

= ′
1

)
(ln

.

  4. 
u

a
a

a
u

u
′

⋅
= ′

ln
)

(
.

  5. 
u

e
e

u
u

′
⋅

= ′
)

(
.

  6. 
u

u
u

′
⋅

= ′
cos

)
(sin

.

  7. 
u

u
u

′
⋅

−
= ′

sin
)

(cos
.

  8. 
u

u
u

′
⋅

= ′
2

cos 1
)

(tg
.

  9. 
u

u
u

′
⋅

−
= ′

2
sin 1

)
(ctg

.

10. 
u

u
u

′
⋅

−
= ′

2
1

1
)

(arcsin
.

11. 
u

u
u

′
⋅

−
−

= ′
2

1

1
)

(arccos
.

12. 
u

u
u

′
⋅

+
= ′

2
1

1
)

(arctg
.

13. 
u

u
u

′
⋅

+
−

= ′
2

1
1

)
(arcctg

.

14. 
u

u
u

′
⋅

= ′
ch

sh
)

(
.

15. 
u

u
u

′
⋅

= ′
sh

ch
)

(
.

ГЛ
АВА 8. Д
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Ф
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Ц
ІА
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Н
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И
С
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Н
Я

 Ф
УН

КЦ
ІЙ

О
Д
Н
ІЄ
Ї ЗМ

ІН
Н
О
Ї

§1. Д
иф

еренцію
вання ф

ункцій

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

П
охідна, її м

еханічний та геом
етричний зм

іст. П
охідною

 від функції

)
(x

f
y
=

 у точці x
 називається 

x y
x

∆ ∆
→

∆
0

lim
, якщ

о ця границя існує.

П
означення:  

)
(

,
,

),
(

x
f

dx dy
y

x
y

x
′

′
′

.

О
тж

е, за означенням

x
x

f
x

x
f

x y
y

x
x

∆
−

∆
+

=
∆ ∆

= ′
→

∆
→

∆

)
(

)
(

lim
lim

0
0

.

О
перація  знаходження  похідної  називається диф

еренцію
ванням функції.

М
еханічний зміст

 похідної: ш
видкість v

 прямолінійного руху точки в
момент часу t  є похідна від ш

ляху s  за часом t , тобто, якщ
о 

)
(t

s
s
=

, то
)

(t
s

v
′

=
.

Геомет
ричний зміст

 похідної: похідна в точці 
0

x
 від функції 

)
(x

f
y
=

дорівню
є кутовому коефіцієнту дотичної до графіка цієї функції в точці з

абсцисою
 

0
x

, тобто 
α

= ′
tg

y
.

О
сновні правила диф

еренцію
вання

1. 
0

= ′
C

 .

2. 
uC

C
u

′
= ′

)
(

.

3. 
v

u
v

u
′

± ′
= ′

±
)

(
.

4. 
v

u
v

u
v

u
′

⋅
+

⋅ ′
= ′

⋅
)

(
.

5. 
0

,
2

≠
′

⋅
−

⋅ ′
= ′ 

 
v

v
v

u
v

u
v u

.

6. (
)

x
u

x
u

f
u

f
′

⋅ ′
=

′
)

(
.

7. 
x

y
y

x
′

=
′

1
, де 

)
(y

x
x
=

 – обернена функція для функції 
)

(x
y

y
=

.
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П
охідна неявної ф

ункції. Я
кщ

о залеж
ність між

 x
 та y

 задана в не-
явній формі

0
)

,
(

=
y

x
F

,

то для знаходж
ення похідної 

y
y

x
′

=
′

 треба:
1) обчислити похідну по x  від лівої та правої частини заданого рівняння

0
)

,
(

=
y

x
F

,
вваж

аю
чи y

 функцією
 від x

.

О
тримаємо

0
)

,
,

(1
=

′y
y

x
F

.

2) розв’язати останнє рівняння відносно y ′.

Д
иф

еренціал ф
ункції. Я

кщ
о функція 

)
(x

f
y
=

 диф
еренційовна в

точці x
, тобто має в цій точці скінченну похідну y ′, то її приріст представ-

ний у вигляді

x
x

y
y

∆
α

+
∆ ′

=
∆

,

де 
0

→
α

 при 
0

→
∆x

.

Диф
еренціалом ф

ункції 
)

(x
f

y
=

 називається головна частина її при-
росту, лінійна відносно приросту аргумента 

x∆
.

П
означення: dy

.
О
тж

е,
x

y
dy

∆⋅
′

=
або

dx
y

dy
⋅ ′

=
.

П
равила знаходж

ення диф
еренціалів:

1. 
0

=
dC

 .

2. 
C

du
C

u
d

=)
(

.

3. 
dv

du
v

u
d

±
=

±
)

(
.

4. 
dv

u
du

v
v

u
d

+
=

⋅
)

(
.

5. 
0

,
2

≠
−

= 
 

v
v

dv
u

du
v

v u
d

.

Тут C
 – стала, 

)
(

),
(

x
v

v
x

u
u

=
=

.

16. 
u

u
u

′
⋅

= ′
2

ch
th

1
)

(
.

17. 
u

u
u

′
⋅

−
= ′

2
sh

cth
1

)
(

.

Тут 
)

(x
u

u
=

. Я
кщ

о 
x

x
u

=)
(

, то 
1

)
(

= ′
=

′
x

x
u

.
Л
огариф

м
ічне диф

еренцію
вання. Л

огариф
мічною

 похідною
 функції

)
(x

f
y
=

 називається похідна від логарифму цієї функції, тобто

y y
y

′
= ′

)
(ln

.

П
ослідовне  застосування  логариф

мування та диф
еренцію

вання
функцій називається логариф

мічним диф
еренцію

ванням. У
 деяких випадках

попереднє логарифмування функцій спрощ
ує знаходж

ення її похідної.
Д
ля знаходж

ення похідної від складної показникової функції
v

u
y
=

,

де 
0

)
(

),
(

),
(

>
=

=
x

u
x

v
v

x
u

u
, попередньо застосовую

ть логарифмування.
М
аємо

u
v

y
ln

ln
=

,u u
v

u
v

y y
′

+
′

= ′
ln

, 
 

′
+

′
= ′

u u
v

u
v

y
y

ln
,

u
uv

v
u

u
u u

v
u

v
u

y
v

v
v

′
⋅

+ ′
⋅

= 
 

′
+

′
= ′

−1
ln

ln
.

Зауваж
имо, щ

о похідну від складної показникової функції мож
на зна-

ходити, представивш
и цю

 функцію
 у вигляді

u
v

u
v

e
e

u
y

v
ln

ln
=

=
=

.
Тоді

(
)
= ′

= ′
= ′

u
v

v
e

u
y

ln
)

(
= 

 
′

+
′

= 
 

′
+

′
u u

v
u

v
u

u u
v

u
v

e
v

u
v

ln
ln

ln

u
uv

v
u

u
v

v
′

⋅
+ ′

⋅
=

−1
ln

.
О
тримали такий ж

е результат.
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А
налогічно визначаю

ться похідні більш
 високих порядків:

(
)

xxx
y

dx y
d

x
f

x
f

′′′
=

=
′′′

= ′
′′

3 3
)

(
)

(
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(
)

n n
n

n

dx y
d

x
f

x
f

=
= ′

−
)

(
)

(
)

(
)1

(
.

М
еханічний зміст

 другої похідної. Я
кщ

о 
)

(t
s

s
=

 – функція, щ
о опи-

сує закон руху матеріальної точки, то 
a

dt s
d

=
2 2

 – прискорення цієї точки в

момент часу t .
Д
ля похідних n

-го порядку справедливі наведені ниж
че формули. В

них покладено, щ
о 

)
(

),
(

x
v

v
x

u
u

=
=

, 
const

=
C

.

1. 
)

(
)

()
(

n
n

C
u

C
u

=
.

2. 
)

(
)

(
)

()
(

n
n

n
v

u
v

u
±

=
±

.

3. 
∑=

−
=

⋅
nk

k
k

n
kn

n
v

u
C

v
u

0

)
(

)
(

)
()

(
 – ф

орм
ула Л

ейбніца. Тут 
u

u
= )0

(
,

v
v

= )0
(

, 
kn

C
 – число комбінацій з n

 по k
, 

!
)!

(
!

k
k

n
n

C
kn

−
=

.

Н
аведемо також

 вирази для похідних n
-го порядку від деяких функцій:

   
x

n
x

e
e

= )
()

(
;

   
n

x
n

x
a

a
a

)
(ln

)
(

)
(

=
;

 
 

π
+

=
2

sin
)

(sin
)

(
n

x
x

n
;

 
 

π
+

=
2

cos
)

(cos
)

(
n

x
x

n
;

  

<
−

−
−

> =
=

−
.

,
))

1
(

(
)1

(

,
,0

,
,!

)
(

)
(

m
n

x
n

m
m

m

m
n

m
n

m
x

n
m

n
m

якщ
о

якщ
о

якщ
о

…
П
охідні вищ

их порядків ф
ункцій, щ

о задані неявно. Н
ехай функ-

ція 
)

(x
f

y
=

 задана неявно рівнянням

0
)

,
(

=
y

x
F

.
П
родиференцію

вавш
и обидві частини  цього рівняння по змінній x , вва-

ж
аю
чи, щ

о 
)

(x
f

y
=

, отримаємо рівняння перш
ого степеня відносно y ′, тобто

0
)

,
,

(1
=

′y
y

x
F

.

Заст
осування в наближ

ених обчисленнях. П
орівняння 

y ∆ з dy  показує, щ
о

dy
y
≈

∆
.

Звідси
x

x
f

x
f

x
x

f
∆

′
≈

−
∆

+
)

(
)

(
)

(
,

x
x

f
x

f
x

x
f

∆
′

+
≈

∆
+

)
(

)
(

)
(

.
Ц
я ф

орм
ула застосовується для наближ

еного обчислення значень
функції при малому прирості 

x∆
 незалеж

ної змінної x
.

Геомет
ричний зміст

 диф
еренціала. Геометрично диференціал dy

 є
приростом

 ординати дотичної до граф
іка функції в точці 

)
,

(
y

x
M

:
x

dy
∆⋅

α
=

tg
(рис.8.1). y

 x
O

 x
x

x
∆

+

dy
 M

(x,y)

x∆ α

y
∆

α

Рис.8.1
П
охідна функції, заданої парам

етрично. Я
кщ

о функція 
)

(x
f

y
=

 за-
дана параметрично рівняннями

  
= =

),
( )
(t

y
y

t
x

x

то похідна від неї обчислю
ється за формулоюt t

x
x y

dx dy
y

′ ′
=

=
′

.

П
охідні вищ

их порядків. П
охідною

 другого порядку від функції
)

(x
f

y
=

 називається похідна від її перш
ої похідної, тобто

(
)

xx
y

dx y
d

x
f

x
f

′′
=

=
′′

= ′
′

2 2
)

(
)

(
.
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ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення похідної. Н

аведіть її геометричний та
механічний зміст.

2. Н
аведіть формули похідних суми, добутку та частки двох

функцій.
3. Н

аведіть формули диференцію
вання степеневої та по-

казникової функцій.
4. Щ

о називається логарифмічним диференцію
ванням?

5. Я
к знаходиться похідна  від складної показникової

функції?
6. С

формулю
йте означення диференціала. Я

кий його гео-
метричний зміст?

7. Як застосовується диференціал у наближених обчисленнях?
8. Д

айте означення похідної n
-го порядку.

9. Н
аведіть формулу Л

ейбніца для похідної n
-го порядку

від добутку функцій.
10. Я

к знаходяться похідні перш
ого та другого порядку від

функції, заданої параметрично?
11. Я

к знаходяться похідні перш
ого та другого порядку від

функції, заданої неявно рівнянням 
0

)
,

(
=

y
x

F
?

12. Д
айте означення диференціала n

-го порядку.
13. Н

аведіть формулу для диференціала n
-го порядку від

функції 
)

(x
f

y
=

, коли x  – незалеж
на змінна.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Знайти похідні вказаних функцій:

а) 
4

7
6

5
2

3
+

+
−

=
x

x
x

y
;

б) 
x

x
y

arctg
3

=
;

в) 
x

x
y

arcsin
=

;
г) 

12

4 3
17

 
 

+
=

x
y

;

Звідси знаходимо y ′.
П
родиференцію

вавш
и обидві частини останнього рівняння по x

, вва-
ж
аю

чи, щ
о y

 та y ′ функції від x
, отримаємо рівняння відносно y ′′, тобто

0
)

,
,

,
(2

=
′′

′
y

y
y

x
F

,
і т.д.

П
охідні вищ

их порядків ф
ункції, заданої парам

етрично. Н
ехай

функція 
)

(x
f

y
=

 задана параметрично рівняннями

  
= =

).
( ),
(t

y
y

t
x

x

П
охідні від такої функції обчислю

ю
ться за формулами

t t
x

x y
dx dy

y
′ ′

=
=

′
,t

t
x

x
xx

x y
dx y

d
y

′ ′
′

=
′

=
′′

)
(

)
(

,

t

t
xx

xx
xxx

x y
dx y

d
y

′
′

′′
=

′′
=

′′′
)

(
)

(

і т.д.
Д
иф

еренціали вищ
их порядків. Диф

еренціалом n
-го порядку від

функції 
)

(x
f

y
=

 називається диференціал від диференціала 
)1

(
−

n
 поряд-

ку цієї функції, тобто

)
(

1y
d

d
y

d
n

n
−

=
.

Я
кщ

о задана функція 
)

(x
f

y
=

, де x
 – незалеж

на змінна, то маємо

2
2

)
(

dx
y

dy
d

y
d

′′
=

=
,3

2
3

)
(

dx
y

y
d

d
y

d
′′′

=
=

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n
n

n
n

dx
y

y
d

d
y

d
)

(
1

)
(

=
=

−
.

Я
кщ

о 
u

x
u

u
f

y
),

(
),

(
ϕ

=
=

 – залеж
на змінна, то маємо

u
d

y
du

y
y

d
u

uu
2

2
2

′
+

′′
=

.
А
налогічно знаходяться диференціали більш

 високих порядків.
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Тоді

= ′  
  

−
= ′

)2
ln

3(
2 3

x
x

y
x

x
x

x
x

x
ln

2 9
1

3
)2

ln
3(

2 3
2 1

2 3
2 1

=
⋅

⋅
+

−
.  

П
риклад 2. Знайти похідну функції 

x
x

y
3

cos
=

.
 М

аєм
о складну показникову функцію

, бо і основа, і степінь зале-
ж
ать від x  .

П
рологарифмуємо задану функцію

x
x

y
3

cos
=

.
М
аємо

x
x

y
ln

3
cos

ln
⋅

=
.

Д
алі диференцію

ємо обидві частини останньої рівності по x
:

)
ln

3
(cos

)
(ln

′
⋅

= ′
x

x
y

.
Звідси

x
x

x
x

y y
1

3
cos

ln
3

3
sin

⋅
+

⋅
⋅

−
= ′

.

Д
алі знаходимо y ′:

 
 

+
⋅

−
= ′

x
x

x
x

y
y

3
cos

ln
3

sin
3

або

         
 

 
+

⋅
−

= ′
x

x
x

x
x

y
x

3
cos

ln
3

sin
3

3
cos

. 

П
риклад 3. Знайти похідну функції

3
2 3

1
)4

5(
2

3
)1

2(
x

x
x

x
y

−
⋅

+
+

⋅
−

=
.

 Запиш
емо задану функцію

 у вигляді

3 1
2

2 1
3

)
1(

)4
5(

)2
3(

)1
2(

x
x

x
x

y

−
+

+
−

=
.

П
рологарифмуємо задану функцію

)
1

ln(
3 1

)4
5

ln(
2

)2
3

ln(
2 1

)1
2

ln(
3

ln
x

x
x

x
y

−
−

+
−

+
+

−
=

.

д) 
)1

ln(
2
+

+
=

x
x

y
;

е) 
)2

ln
3(

−
=

x
x

x
y

.
 а) застосовую

чи правило диференцію
вання суми функцій, маємо:

= ′
+

+
−

= ′
)4

7
6
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2

3
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x
x

y
=

⋅
+

⋅
−

⋅
1

7
2

6
3

5
2

x
x

7
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2

+
−

x
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;
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x

x
y
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;
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= ′
x
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y

arcsin
2

2

2

2

2

1

arcsin
1

1
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−

⋅
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−

−
=

⋅
−

⋅
−

;

г) застосовую
чи правило диференцію

вання складної функції, степе-
невої функції та суми, маємо:

= ′  
  

 
 

+
= ′
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x
y

(
)
= ′

+
−
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(
x

=
−

⋅
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+
−

−
5
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4
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(

3
)

3
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(
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x
x
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4
5

3
17

144
 

 
+

−
=

x
x

;

д) застосовую
чи правило диференцію

вання складної функції, логариф-
мічної функції та суми, маємо:

= ′  
  

+
+

= ′ 
 

+
+

= ′
)
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(

ln(
)1
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2
2

x
x

x
x
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⋅
+

+

+
+

=
−

x
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x

2
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(
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(

1
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2
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2
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+

+

+
+
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2
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2
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(
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(

1

x

x

x
x

1

1

)1
(
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2
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2
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=
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+
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;
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емо задану функцію

)2
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3(
−

=
x

x
x

y
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ln

3(
2 3

−
=

x
x

y
.
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П
риклад 6. Знайти похідну другого порядку від функції

)
1

ln(
x

y
−

=
.

 Знаходимо перш
у похідну
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)

x
x

y
− −

= ′
−

= ′
1

1
)

1
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.
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2)

1(
1

1
1

x
x

y
− −

= ′ 
 
− −
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. 

П
риклад 7. В

икористовую
чи формулу Л

ейбніца, знайти
)

15
(

y
 від функції 

x
x

x
y

sin
)1

(
2

+
+

=
.

 Ф
ормула Л
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∑=
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=

⋅
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k
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n
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C
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u

0
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(

)
(
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(
.
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x
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x
x

u
sin

,1
2
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+

+
=
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У
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ому випадку 
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=

n
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о

0
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= ′
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=
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.
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тж
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(

)0
(
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v

u
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+
′

)
14

(
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v
u

C
)

13
(

215
v

u
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′′
,

 де    
1

015
=

C
, 

15
115
=

C
, 

105
!2 14

15
215

=
⋅

=
C

,

 
 

π
+

=
=

2
sin

)
(sin

)
(

n
x

x
v

n
n

,

= 
 

π
+

=
2

15
sin

)
15

(
x

v
x

x
cos

2 3
sin

−
= 

 
π

+
,

= 
 

π
+

=
2

14
sin

)
14

(
x

v
x

x
sin

)
sin(

−
=

π
+

,

= 
 

π
+

=
2

13
sin

)
13

(
x

v
x

x
cos

2
sin

= 
 

π
+

.

П
родиференцію

ємо обидві частини останньої рівності по x
:′ 

 
−

−
+

−
+

+
−
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)

1
ln(

3 1
)4

5
ln(

2
)2

3
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2 1
)1

2
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3
)

(ln
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x
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.
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−
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+
⋅

+
⋅

−
⋅

= ′
3

2
3

1
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2
1

2
1

3
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x
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(

1
1

3 1
5

4
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−
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−
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−
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+
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x
x

.

y
y
= ′

 
−

+
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+
−

2
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1
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6
x

x
  

−
+

+
)

1(
3

1
4
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.

О
тж

е,

⋅
−

⋅
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+
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−
= ′

3
2 3

1
)4

5(
2

3
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x
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−

+
+

−
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3(
2

3
1

2
6

x
x

  
−

+
+

)
1(

3
1

4
5
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x

x
. 

П
риклад 4. Знайти диференціал dy

 функції 
x

y
3

sin
6

=
.

  Згідно з означенням
dx

y
dy

′
=

.
Знаходимо похідну заданої функції

)
3

(sin
6

′
= ′

x
y

3
3

cos
3

sin
6

5
⋅

⋅
=

x
x

.

О
тж

е,

dx
x

x
dy

3
cos

3
sin

18
5

⋅
=

. 

П
риклад 5. О

бчислити наближ
ене значення 3

1,
27

.

 Розглянемо функцію
 

3
x

y
=

. П
окладемо 

1,0
,

27
=

∆
=

x
x

 і засто-
суємо формулу

x
x

f
x

f
x

x
f

∆
′

+
≈

∆
+

)
(

)
(

)
(

.

У
 наш

ому випадку 
3

2
3 2

3

1
3 1

)
(

x
x

x
f

=
=

′
−

.

О
тж

е, маємо+
≈

3
3

27
1,

27
0037
,3

27 1,0
3

1,0
3

3
1

3
1,0

27
3

1
2

3
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=
+

=
⋅

⋅
+

=
⋅

. 
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М
аємо

0
1

2
= ′′

⋅
+

′
+

y
y

y
.

Звідси

y y
y

2
1

′
+

−
= ′′

.

В
раховую

чи вираз для 
y x

y
−

= ′
, отримуємо

3

2
2

2 2
1

y
x

y
y y x

y
+

−
=

+
−

= ′′
.

А
ле згідно з умовою

 
1

2
2

=
+

y
x

, отж
е остаточно маємо:

3 1y
y

−
= ′′

. 

П
риклад 10. Знайти диференціал другого порядку 

y
d

2
 від

функції 
)

1
ln(

2
x

y
+

=
.

 Згідно з означенням
2

2
dx

y
y

d
′′

=
.

Знаходимо y ′ та y ′′:

2
1

2
x x

y
+

= ′
;   

2
2 2

2
2

2

)
1( 1

2
)

1(
2

2
)

1(
2

x x
x

x
x

x
y

+ −
=

+
⋅

−
+

= ′′
.

О
тж

е,

2
2

2

2
2

)
1(

)
1(

2
dx

x x
y

d
+ −

=
. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах 8.1 – 8.14 знайти похідні вказаних функцій.

8.1. 
1

5
3

2
+

−
=

x
x

y
.

8.2. 
4

3 2
2

3
x

x
y

+
−

=
.
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3

2
1

1
1

x
x

x
y

−
−

=
.

8.4. 
3

1
2

+
−

=
x

x
y

.

8.5. 
3

2
4

3

3
4

x
x

y
−

=
.

8.6. 
)1

2
)(

3
3

(
2

2
−

+
+

−
=

x
x

x
x

y
.

О
тж

е, маємо

=
+

+
=

)
15

(
2

)
15

(
)

sin
)1

((
x

x
x

y
+

−
+

+
⋅

)
cos

)(
1

(
1

2
x

x
x

=
⋅

+
−

+
+

x
x

x
cos

2
105

)
sin

()
1

2(
15

x
x

x
x

x
sin

)1
2(

15
cos

)
209

(
2

+
−

−
−

. 

П
риклад 8. Знайти 

dx dy
y

x
=

′
 та 

2

2

dx y
d

y
xx
=

′′
 від функції, за-

даної параметрично   
+

+
= =

.1
2 ,

ln3
t

t
y

t
x

 
=

=
′

dx dy
y

x
=

+
+

)
(ln

)1
2

(
3

t
d

t
t

d
=

′
′

+
+

t

t

t t
t

)
(ln

)1
2

(
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t
t

t

t
2

3
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2
3

3
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+
=

+
.

=
′

=
=
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dx y

d
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d
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2 2

=
+
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3
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t
2

9
1

2
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+
=

+
. 

П
риклад 9. Знайти y ′ та y ′′від функції, заданої неявно

рівнянням 
1

2
2

=
+

y
x

.
 Д
иференцію

ємо ліву та праву частини рівняння

1
2

2
=

+
y

x
,

вваж
аю

чи, щ
о 

)
(x

y
y
=

. Згідно з правилом диф
еренцію

вання складної
функції, маємо:

0
2

2
= ′

⋅
+

y
y

x
або

0
= ′

⋅
+

y
y

x
.

Звідси

y x
y

−
= ′

.

Д
алі диференцію

ємо ліву та праву частини рівняння
0

= ′
⋅

+
y

y
x

,
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аю
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)
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(

x
y

y
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y
y

′
= ′

=
.
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________
8.23. а) 

x
y

3
sin

=
;

б) 
)5

3
sin(

3
+

=
x

y
.

8.24. а) 
3 2

cos
6

x
y
=

;
б) 

x
y

2
cos

=
.

8.25. а) 
x

y
4

cos 3
=

;
б) 

x
x

y
3

2
sin

sin
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−
=

.

8.26. а) 
3

cosx
y
=

.
б) 

2
2

sin
sin

x
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y
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.

8.27. а) 
2
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x
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=

;
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4
2
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.

8.28. 
 

 
−

π
=
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cos 2
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y
.

                                                        ________
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x
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y
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=

;
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x
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=

.
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=
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б) 

)1
arcsin(

−
=
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.
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2

x
y
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=

;
б) 

x
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2
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=
.

8.32. 
x

y
1

2
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=
.

________

8.33. а) 
x

x
y

3
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=
;

б) 
x

y
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=

.
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;
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−
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.
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=
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.
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.
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;
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y
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=
.

8.38. а) 
x

e
y
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=

;
б) 

x
x

y
3

3−
=

.

 8.7. 
)1
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2
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(

2
4

3
−

+
+

−
=

x
x

x
x

y
.

 8.8. 
 

 
−

+
=

1
1

)1
(

x
x

y
.

 8.9. 
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1

(
2

2
2

+
−

−
=

x
x

x
y

.

8.10. 
.

1 1
+ −

=
x x

y
8.11. 

x
x x

y
− +

=
3 2

1
.

8.12. 
x x

y
− +
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2 2

.
8.13. 

1
3 1

3
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+
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x
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.

8.14. 
dx

c
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=

.
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8.15. 
x
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3
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(
−

=
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(
f ′
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)4

(f
, 

)4
(

f ′
.

8.16. 
3

2
1

5
)

(
t

t
t

t
f

−
−

=
. Знайти: 

)1
( −

f
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( − ′

f
, 

)2
(

f ′
.

8.17. 
)3

)(
2

)(
1

(
)

(
−

−
−

=
x

x
x

x
f

. Знайти: 
)1

(
),

0(
f

f
′
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, 
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(
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.

8.18. 
1

3
2

1
)

(
2
+

+
+

=
x

x
x

f
. Знайти: 

)1
(

),
0(

− ′
′

f
f

.

У
 задачах 8.19 – 8.44 знайти похідні вказаних функцій.
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=
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.
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=
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=
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−
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4
x

y
x

=
−

.

8.63. а) 
1ln

x
y

e
=

;
б) 

tg
10

x
x

y
=

.

8.64. а) 
ln

2
xx

y
=

;
б) 

2
2

ln(
1)

1

x
y

x
x

x
=

+
−

−
−

.

8.65. а) 
3

sin
cos

x
y

e
x

x
=

;
б) 

2
1

sin
y

x
x

x
=

+
.

8.66. а) 
ctg2

(tg2
)

x

y
x

=
;

б) 
4

5
2(3

)
(

1)
x

x
y

x +
−

=
+

.

8.39. а) 
3

2
10

−
=

x
y

;
б) 

x
a

y
3

sin
=

.

8.40. 
x

y
3

sin
1

4
10

−
=

.
________

8.41. а) 
x

y
3

sh
=

;
б) 

x
y

ch
ln

=
.

8.42. а) 
)

1(
2

x
y

−
=

th
;

б) 
x

x
y

2
2

ch
sh

+
=

.

8.43. а) 
x

y
ch

=
;

б) 
x

e
y

2
ch

=
.

8.44. 
x

x
x

y
ch

sh
−

=
.

У
 задачах 8.45 – 8.48 продиференцію

вати задані функції,
використовую

чи логарифмічне диференцію
вання.

8.45. а) 
2x

x
y
=

;
б) 

x
x

y
cos

)
(sin

=
.

8.46. а) 
x

x
y

)
(ln

=
;

б) 
x

x
y

1

=
.

8.47. а) 
x

x
y

sin
2

)1
(

+
=

;
б) 

x
e

x
y

x
2

sin
2

3
=

.

8.48. а) 
3

3
2

)5
(

1
)2

(
−

+
⋅

−
=

x
x

x
y

;
б) 

x x
y

arcsin
1

arcsin
1+ −

=
.

У
 задачах 8.49 – 8.72 знайти похідні від різних функцій.

8.49. а) 
3

3
(1

)
y

x
=

+
;

б) 
3

5
6

8
y

x
x

=
−

.

8.50. а) 
1

arctg
1

x
y

x +
=

−
;

б) 
2

arctg(
3

2)
y

x
x

=
−

+
.

8.51. а) 
5tg

tg
5

8
x

y
π

=
+

;
б) 

2 1
tg

2
y

x
=

.

8.52. а) 
lg(

cos
)

y
x

x
=

−
;

б) 
2

3
3cos

cos
y

x
x

=
−

.
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8.88. О
бчислити наближ

ено:
а) 

05
,0

arcsin
; б) 

04
,1

arctg
; в) 

2,
1

ln
.

8.89. О
бчислити наближ

ено:
а) 

02
,1

arctg
; б) 

97
,0

arctg
.

8.90. О
бчислити наближ

ено:

а) 
17

,5
; б) 

3
3

70
,

10
; в) 417

.
8.91. О

бчислити наближ
ено:

а) 
o

31
sin

; б) 
o

61
cos

; в) 
o

tg44
.

8.92. Знайти наближ
ені значення функцій:

а) 
10

7
)

(
2

+
−

=
x

x
x

f
 при 

98
,0

=
x

;

б) 
x

x
f

+
=

1
)

(
   при 

2,
0

=
x

;
в) 

2
1

)
(

x
e

x
f

−
=

   при 
05
,1

=
x

.

У
 задачах 8.93 – 8.103 знайти похідну 

dx dy
y
= ′

 від функцій,

заданих параметрично.

8.93.   
=

−
=

.

,1
23t

y

t
x

  8.94.   

−
=

−
=

. ,
1

3 2t
t

y

t
x

8.95.     

−
=

+
=

. 1 , 1t t
y

t t
x

  8.96.   
ϕ

=
ϕ

=
.

sin
,

cos
b

y
a

x

  8.97.   

ϕ
=

ϕ
=

.
sin

,
cos3 3

b
y

a
x

  8.98.   
ϕ

−
=

ϕ
−

ϕ
=

).
cos

1(
),

sin
(a

y
a

x

  8.99.   
−

=
+

=
. ),

1
ln(

2

t
t

y
t

x
arctg

8.100.   

= =
−

. ,
2t t

e
y

e
x

8.67. а) 
2

1
arctg

1 x
x

y
x

+
=

+
;

б) 
1

cos(
cos

)
y

x
x

=
−

.

8.68. 
ln

tg
ctg

ln(1
sin

)
2 x

y
x

x
x

=
−

⋅
+

−
.

8.69. 
2

2
(arcsin

)
2

2
1

arcsin
y

x
x

x
x

x
=

−
+

−
.

8.70. 
2

2
3

3
1

ln
1

arctg
3 x

y
x

x
x −

=
+

+
+

.

8.71. 
2

2
2arcsin

2
4

6
x

y
x

x
−

=
−

+
−

.

8.72. 
5

arctg
ln x

xe
x

y
x

=
.

У
 задачах 8.73 – 8.82 знайти похідні від функцій y

, зада-
них неявно.

8.73. 
1

2 2

2 2
=

+
b y

a x
.

8.74. 
2 1

2 1
2 1

a
y

x
=

+
.

8.75. 
0

3
3

3
=

−
+

axy
y

x
.

8.76. 
0

2
3

3
=

+
−

ax
y

y
.

8.77. 
0

2
2

2
=

+
−

b
xy

y
.

8.78.
.0

)
cos(

)
sin(

=
+

xy
xy

8.79. 
y

x
y

x
+

=
+

2
2

2
.

8.80. 
)

cos(
y

x
y

+
=

.

8.81. 
2

2
ln

y
x

x y
+

=
arctg

.
8.82. 

y
xe

y
+

=
1

.

У
 задачах 8.83 – 8.87 знайти диференціал заданих функцій.

8.83. 
3

2)
1(

x
x

y
−

+
=

.
8.84. 

x
y

2
tg

=
.

8.85. 
x

y
cos 1

2
−

=
.

8.86. 
2

1 cosx x
y

−
=

.

8.87. 
x

x
y

x
4

3
3

3
12

−
+

=
−

.
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У
 задачах 8.125 – 8.129 знайти похідні вказаних порядків,

застосовую
чи формулу Л

ейбніца.

8.125. 
x

x
y

sin
)1

(
2+

=
.

Знайти 
)

15
(

y
.

8.126. 
x

e
x

x
y

)
(

2−
=

.
Знайти 

)
20

(
y

.

8.127. 
sin

x
y

x
e
−

=
⋅

.
Знайти 

)5
(

y
.

8.128. 
x

x
y

2
log

=
.

Знайти 
)

10
(

y
.

8.129. 
x

x
y

sh
=

.
Знайти 

)
100

(
y

.
У

 задачах 8.130 – 8.136 знайти похідні вказаних порядків
для функцій, заданих неявно.

8.130. 
px

y
2

2
=

.
Знайти y ′′.

8.131. 
2

2
2

2
2

2
b

a
y

a
x

b
=

+
.
Знайти y ′′.

8.132. 
2

2
2

r
y

x
=

+
.

Знайти y
′′′.

8.133. 
)

(
y

x
y

+
=

tg
.

Знайти y
′′′.

8.134. 
s

e
t

s
⋅

+
=

1
.

Знайти s ′′.

8.135. 
0

3
3

3
=

−
+

axy
x

y
.

Знайти y ′′.

8.136. 
xy

e
y

x
=

+
.

Знайти y ′′.
У

 задачах 8.137 – 8.143 знайти похідні вказаних порядків
від функцій, заданих параметрично.

8.137.   
= =

. ,
ln3t

y

t
x

Знайти 
2

2

dx y
d

.

8.138.   
= =

.
sin

,
cost

b
y

t
a

x
Знайти 

2

2

dx y
d

.

8.139.   
= =

.
sin

,
cost

b
y

t
a

x
Знайти 

3

3

dx y
d

.

8.101.   

= =

. ,
3t

y

t
x

8.102.   

= =

.
cos ,
sin

t
e

y

t
e

x
t t

8.103.   
−

=
+

=
).

cos
(sin

),
sin

(cos
t

t
t

a
y

t
t

t
a

x

У
 задачах 8.104 – 8.112 знайти похідні другого порядку від

заданих функцій.

8.104. 
2

3
2

+
−

=
x

x
y

.
8.105. 

3
2

)1
(

+
=

x
y

.

8.106. 
x

y
2

cos
=

.
8.107. 

2
x

y
arctg

=
.

8.108. 
2x

xe
y
=

.
8.109. 

3
1

1x
y

+
=

.

8.110. 
x

x
y

arctg
)

1(
2

+
=

.
8.111. 

2
2

x
a

y
−

=
.

8.112. 
x

x
y

arcsin
1

2
−

=
.

8.113. Знайти 
)1

(
f
′′

, якщ
о 

x
x

f
arctg

=)
(

.

8.114. Знайти 
)1

( )4
(

f
, якщ

о 
4

4
)

(
3

6
+

−
=

x
x

x
f

.

8.115. Знайти 
)0

(
f ′′

, якщ
о 

1
2

)
(

−
=

x
e

x
f

.

8.116. Знайти 
)0

(
),

0(
),

0(
y

y
y

′′′
′′

′
, якщ

о 
x

e
x

y
x

3
sin

)
(

2
=

.

8.117. Знайти 
)2

(
y
′′′

, якщ
о 

)1
(

ln
)

(
−

=
x

x
y

.

8.118. Знайти 
)1

( )4
(

y
, якщ

о 
x

x
x

y
ln

)
(

3
=

.
У

 задачах  8.119 – 8.124  знайти формулу для похідної n
-го

порядку від заданих функцій.

8.119. 
ax

e
y
=

.
8.120. 

x
e

y
−

=
.

8.121. 
x

xe
y
=

.
8.122. 

b
ax

y
+

=
1

.

8.123. 
)

ln(
b

ax
y

+
=

.
8.124. 

x
y

a
log

=
.
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Рівняння нормалі (перпендикуляра до дотичної в точці дотику) має вигляд

)
()

( 1
0

0
0

x
x

x
f

y
y

−
′

−
=

−
.

Д
отична та нормаль до кривої 

)
(x

f
y
=

 у точці M
 визначає такі чо-

тири відрізки (рис.8.2):  
TM

t=
 – відрізок дотичної,  

TK
st =

 – піддот
ична,

N
M

n
=

 – відрізок нормалі, 
K

N
sn

=
 – піднормаль.

 y

 x
O

 
t s

 M

 T
 K

 N

 n
 t

 
n

s

 y=
f (x)

Рис.8.2

Кут
ом між

 двома кривими 
)

(1 x
f

y
=

 та 
)

(2 x
f

y
=

 у точці їх перетину

)
,

(
0

0
0

y
x

M
 називається кут ϕ

 між
 дотичними до цих кривих у точці 

0
M

.
Кут між

 двома кривими знаходиться за формулою)
(

)
(

1
)

(
)

(

0
2

0
1

0
1

0
2

x
f

x
f

x
f

x
f

′
⋅

′
+

′
−

′
=

ϕ
tg

.

Я
кщ

о при прямолінійному русі точки задано закон руху 
)

(t
s

s
=

, то

ш
видкіст

ь руху в момент часу t  є похідна від ш
ляху по часу: 

)
(t

s
v

′
=

; при-
скорення цієї точки в момент часу t : 

)
(t

s
a

′′
=

.

Теорем
и про диф

еренційовні ф
ункції

Теорема 1 (Ф
ерма). Я

кщ
о функція 

)
(x

f
:

1) неперервна на 
]

,
[

b
a

;

2) диференційовна на 
)

,
(

b
a

;

3) приймає в точці 
)

,
(

b
a

c ∈
 найменш

е або найбільш
е значення,

то 
0

)
(

=
′c

f
.

8.140.   
ϕ

−
=

ϕ
−

ϕ
=

).
cos

1(
),

sin
(a

y
a

x
Знайти 

2

2

dx y
d

.

8.141.   

= =
−. ,
3t

y

e
x

t

Знайти 
3

3

dx y
d

.

8.142.   
−

= =

.1

,
ln2t

y

t
x

Знайти 
2

2

dx y
d

.

8.143.   

= =

.
sin

,
cos3 3t

a
y

t
a

x
Знайти 

3

3

dx y
d

.

У
 задачах 8.144 – 8.150 знайти диф

еренціали вказаних
порядків.

8.144. 
3

2
x

y
=

.
Знайти 

y
d

2
.

8.145. 
m

x
y
=

.
Знайти 

y
d

3
.

8.146. 
2

3
)1

(
)1

(
−

+
=

x
x

y
.

Знайти 
y

d
2

.

8.147. 
2

4
x

y
−

=
.

Знайти 
y

d
2

.

8.148. 
)1

(ln
−

=
x

x
y

.
Знайти dy

, 
y

d
2

, 
y

d
3

.

8.149. 
x

e
x

y
−

=
2

.
Знайти 

y
d

3
.

8.150. 
x

x
y

−
=

2

4
.

Знайти 
y

d
4

.

§2. Заст
осування диф

еренціального числення

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Г
еом

етр
и
ч
н
і та м

ехан
іч

н
і застосув

ан
н
я

 п
охідн

ої

Рівняння дот
ичної до кривої 

)
(x

f
y
=

 у точці 
)

,
(

0
0

y
x

 має вигляд

)
)(

(
0

0
0

x
x

x
f

y
y

−
′

=
−

.
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П
равило Лопіталя мож

е застосовуватись повторно. Н
а кож

ному етапі
застосування правила Лопіталя слід користуватись спрощ

ую
щ
ими тотож

ни-
ми перетвореннями, а також

 комбінувати це правило з будь-якими інш
ими

способами обчислення границь, зокрема, використовувати еквівалентні не-
скінченно малі та нескінченно великі.

С
лід також

 пам’ятати, щ
о 

)
(

)
(

lim
x

g
x

f
a

x→
 мож

е існувати, а 
)

(
)

(
lim

x
g

x
f

a
x

′ ′
→

 не

існує. Тоді правило Лопіталя не мож
е бути застосовано.

Розкрит
т
я невизначеност

ей т
ипу {

}∞
⋅0

 т
а {

}∞
−

∞
У

 цих випадках слід алгебраїчно перетворити дану функцію
 так, щ

об

привести її до невизначеностей типу 
  

  0 0
 або 

  
  ∞ ∞

, а далі використовувати

правило Лопіталя.

а) нехай 
∞

→
→

)
(

,0
)

(
x

g
x

f
 при 

a
x
→

. П
еретворимо 

)
(

)
(

x
g

x
f

⋅
таким чином:

g f
g

f
1

=
⋅

  або  

f g
g

f
1

=
⋅

.

Тоді маємо невизначеність типу 
  

  0 0
 або 

  
  ∞ ∞

 при 
a

x
→

.

б) нехай 
∞

+
→

∞
+

→
)

(
,

)
(

x
g

x
f

 при 
a

x
→

. П
еретворим

о вираз
)

(
)

(
x

g
x

f
−

 таким чином:

−
=

−

f

g
f

1 1

g
f

f
g

g
1

1

1
1

1 1

⋅ −
=

.

М
аємо невизначеність типу 

  
  0 0

 при 
a

x
→

.

Розкрит
т
я невизначеност

ей т
ипу {

} ∞1
, {

} 0
∞

, {
} 0

0
У

 всіх трьох випадках розглядаєм
о обчислення границі виразу

)
(

))
(

(
x

g
x

f
 при 

a
x
→

, причому:

якщ
о 

∞
→

→
g

f
,1

, маємо невизначеність типу {
} ∞1
;

якщ
о 

0
,

→
∞

→
g

f
,  маємо невизначеність типу {

} 0
∞

;

якщ
о 

0
,0

→
→

g
f

,  маємо невизначеність типу {
} 0

0
.

Теорема 2 (Ролля). Я
кщ

о функція 
)

(x
f

:
1) неперервна на 

]
,

[
b

a
;

2) диференційовна на 
)

,
(

b
a

;

3) 
)

(
)

(
b

f
a

f
=

,

то існує така точка 
)

,
(

b
a

c ∈
, щ

о 
0

)
(

=
′c

f
.

Теорема 3 (Кош
і). Я

кщ
о функції 

)
(x

f
 та 

)
(x

g
:

1) неперервні на 
]

,
[

b
a

;

2) диференційовні на 
)

,
(

b
a

;

3) 
0

)
(

≠
′x

g
 на 

)
,

(
b

a
,

то існує така точка 
)

,
(

b
a

c ∈
, щ

о

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

c
g

c
f

a
g

b
g

a
f

b
f

′ ′
=

− −
.

Теорема 4 (Л
агранж

а). Я
кщ

о функція 
)

(x
f

:

1) неперервна на 
]

,
[

b
a

;

2) диференційовна на 
)

,
(

b
a

,

то існує така точка 
)

,
(

b
a

c ∈
, щ

о

)
)(

(
)

(
)

(
a

b
c

f
a

f
b

f
−

′
=

−
.

Р
озк

р
и
ття

 н
ев

и
зн

ач
ен

остей
 за п

р
ав

и
л
ом

 Л
оп

італ
я

Розкрит
т
я невизначеност

ей т
ипу 

  
  0 0

 т
а 

  
  ∞ ∞

Теорема 5 (правило Л
опіт

аля). Я
кщ

о функції 
)

(x
f

 та 
)

(x
g

:
1) задовольняю

ть умовам теореми Кош
і в деякому околі точки 

a
x
=

;
2) прямую

ть до нуля (або 
∞

±
) при 

a
x
→

;

3) існує границя 
)

(
)

(
lim

x
g

x
f

a
x

′ ′
→

 (скінченна або нескінченна, рівна 
∞

+
 або −∞),

то існує і 
)

(
)

(
lim

x
g

x
f

a
x→

, причому

=
→

)
(

)
(

lim
x

g
x

f
a

x
)

(
)

(
lim

x
g

x
f

a
x

′ ′
→

.

П
равило Л

опіталя справедливе і при 
∞

±
=

a
.
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∑=
+

=
nk

n
k

k
x

R
x

k
f

x
f

0

)
(

)
(

!
)0

(
)

(
.

Д
ля цієї формули залиш

кові члени маю
ть вигляд:

у формі Л
агранж

а
1

)1
(

)!
1

(
)

(
)

(
+

++
θ

=
n

n

n
x

n
x

f
x

R
, 

1
0

<
θ

<
;

у формі П
еано

)
(

)
(

n
n

x
x

R
o

=
 при 

0
→

x
.

Н
аведемо основні розклади функцій за формулою

 М
аклорена з залиш

-
ковим членом у формі П

еано.

∑=
+

=
nk

n
k

x
x

k x
e

0
)

(
!

o
;

     
∑=

−
−

+
−

−
=

nk

n
k

k
x

k x
x

1

2
1

2
1

)
(

!)
1

2(
)1

(
sin

o
;

∑=

+
+

−
=

nk

n
k

k
x

k x
x

0

1
2

2
)

(
!)

2(
)1

(
cos

o
;

   
∑=

−
+

−
=

+
nk

n
k

k
x

k x
x

1

1
)

(
)1

(
)

1(
ln

o
;

   
∑=

+
+

−
−

+
=

+
nk

n
k

m
x

x
k

k
m

m
m

x
1

)
(

!
)1

(
)1

(
1

)
1(

o
…

.

У
 випадку залиш

кового члена у формі Л
агранж

а маємо

для функції 
x

e
:

x
n

n
e

n x
x

R
θ

++
=

)!
1

(
)

(
1

, 
1

0
<

θ
<

;

для функції 
x

sin
:

)!
1

2(

1
2

2
+

≤
+

n x
R

n

n
;

для функції 
x

cos
:

!)
2

2(

2
2

1
2

+
≤

+

+
n x

R
n

n
;

для функції 
)

1(
ln

x
+

: 
1

1
1 )1

(
)

(
+

 
 

θ
+

+ −
=

n
n

n
x

x
n

x
R

, 
1

0
<

θ
<

;

для функції 
m

x)
1(+

:  
,

)
1(

)!
1

(
)

(
)1

(
)

(
1

1
−

−
+

θ
+

+
−

−
=

n
m

n
n

x
x

n
n

m
m

m
x

R
…

1
0

<θ
<

.

П
еретворимо вираз 

)
(

))
(

(
x

g
x

f
 таким чином:

f
g

g
e

f
ln

=
.

Тоді
f

g
f

g
a

x
g

a
x

a
x

e
e

f
ln

lim
ln

lim
lim

→
=

=
→

→
.

В
 усіх трьох випадках вираз 

f
g

ln
 при 

a
x
→

 представляє невизна-
ченість типу {

}∞
⋅0

.
Д
о такого ж

 результату приходимо, якщ
о попередньо прологарифмує-

мо ліву та праву частину рівності
g

f
y
=

.
М
аємо

f
g

y
ln

ln
=

.
Звідси

f
g

e
y

ln
=

або
f

g
g

e
f

ln
=

.
Ф
ор

м
ул

а Т
ей

л
ор

а

Н
ехай функція 

)
(x

f
 диференційовна 

1
+

n
 раз у точці 

a
x
=

 та деяко-
му її околі 

)
,

(
ε

a
O

. Тоді для будь-якого 
)

,
(

ε
∈

a
O

x
 справедлива формула

∑=
+

−
=

nk
n

k
k

x
R

a
x

k
a

f
x

f
0

)
(

)
(

)
(

!
)

(
)

(
,

де 
)

(x
R

n
 – залиш

ковий член, 
)

(
)

( )0
(

a
f

a
f

=
, яка називається ф

ормулою
Тейлора для функції 

)
(x

f
 з центром у точці a

.
Ф
ормула Тейлора дає представлення функції у вигляді многочлена та

залиш
кового члена.
Залиш

ковий член у ф
ормі Л

агранж
а має вигляд:

1
)1

(
)

(
)!

1
(

)
(

)
(

+
+

−
+

ξ
=

n
n

n
a

x
n f

x
R

,

де ξ
 леж

ить між
 точками a

 і x
, тобто 

)
(

a
x

a
−

θ
+

=
ξ

, причому 
1

0
<

θ
<

.
Залиш

ковий член у ф
ормі П

еано має вигляд:

)
)

((
)

(
n

n
a

x
x

R
−

=
o

 при 
a

x
→

.
П
ри 

0
=

a
 з формули Тейлора, як частинний випадок, отримуємо ф

ор-
мулу М

аклорена:
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Дост
ат
ні умови екст

ремуму. Ц
і умови задаю

ться такими правилами:
1. Н

ехай функція 
)

(x
f

 диференційовна в деякому околі 
)

,
(

0
δ

x
O

 кри-

тичної точки 
0

x
, за виклю

ченням, мож
ливо, самої точки 

0
x

. Тоді, якщ
о:

а) 
0

)
(

>
′x

f
, 

)
,

(
0

0
x

x
x

δ
−

∈
 і  

0
)

(
<

′x
f

, 
)

,
(

0
0

δ
+

∈
x

x
x

, то 
0

x
 – точ-

ка локального максимуму функції 
)

(x
f

;

б) 
0

)
(

<
′x

f
, 

)
,

(
0

0
x

x
x

δ
−

∈
 і 

0
)

(
>

′x
f

, 
)

,
(

0
0

δ
+

∈
x

x
x

, то 
0

x
 – точ-

ка локального мінімуму функції 
)

(x
f

;

в) 
)

(x
f ′

 не зміню
є знака при 

)
,

(
0
δ

∈
x

O
x

, 
0

x
x
≠

, то точка 
0

x
 не є

точкою
 локального екстремуму.

2. Н
ехай функція 

)
(x

f
 двічі диференційовна в критичній точці 

0
x

 і в
деякому її околі. Тоді, якщ

о:

а) 
0

)
(

0
<

′′x
f

, то 
0

x
 – точка максимуму;

б) 
0

)
(

0
>

′′x
f

, то 
0

x
 – точка мінімуму;

в) 
0

)
(

0
=

′′x
f

, то потрібне додаткове дослідж
ення.

3. Н
ехай функція 

)
(x

f
 n

 раз диференційовна в критичній точці 
0

x
 і в дея-

кому її околі і 
0

)
(

)
(

)
(

0
)1

(
0

0
=

=
=

′′
=

′
−

x
f

x
f

x
f

n
…

, 
0

)
(

0
)

(
≠

x
f

n
. Тоді, якщ

о:

а) n
 – парне число, то 

0
x

 – точка локального екстремуму. П
ри цьому,

якщ
о

0
)

(
0

)
(

<
x

f
n

, то точка 
0

x
 – точка локального максимуму,

0
)

(
0

)
(

>
x

f
n

, то точка 
0

x
 – точка локального мінімуму;

б) n
 – непарне число, то точка 

0
x

 – не є точкою
 локального екстремуму.

О
пуклість, вгнутість. Точки перегину.  Н

ехай 
)

(x
f

 диференційов-
на функція на інтервалі 

)
,

(
b

a
. Графік функції 

)
(x

f
 називається опуклим

уверх або опуклим на інтервалі 
)

,
(

b
a

, якщ
о він розташ

ований ниж
че дотич-

ної, проведеної в будь-якій точці цього інтервалу. Графік функції 
)

(x
f

 на-
зивається вгнут

им униз або вгнут
им на інтервалі 

)
,

(
b

a
, якщ

о він розташ
о-

ваний вищ
е дотичної, проведеної в будь-якій точці цього інтервалу.

Точка 
))

(
,

(
0

0
x

f
x

 графіка функції, яка відділяє його опуклу частину
від вгнутої, називається т

очкою
 перегину.

Ф
орм

ула Тейлора ш
ироко застосовується при обчисленні значень

функції з заданою
 точністю

. Н
ехай, наприклад, треба обчислити значення

функції 
)

(x
f

 в точці 
0

x
 з абсолю

тною
 похибкою

, яка не перевищ
ує ε, якщ

о
відомо значення цієї функції та її похідних у точці a

. З формули Тейлора
випливає, щ

о

0
0

)
(

!
)

(
)

(
!1

)
(

)
(

)
(

0
0 )

(

0
0

n
n

a
x

n
a

f
a

x
a

f
a

f
x

f
−

+
+

−
′

+
≈

…
,

де 
0

n
 – мінімальний з номерів n

, для яких 
ε

<
+

)
(1 x

R
n

.

Д
осл

ідж
ен

н
я

 ф
ун

к
ц
ій

 та п
обудов

а гр
аф

ік
ів

Зростання та спадання ф
ункцій. Ф

ункція 
)

(x
f

 називається зрос-

т
аю
чою

 на інтервалі 
)

,
(

b
a

, якщ
о для 

)
,

(
,

2
1

b
a

x
x

∈
∀

 і таких, щ
о 

2
1

x
x
<

,

виконується нерівність 
)

(
)

(
2

1
x

f
x

f
<

. Я
кщ

о ж
 при 

2
1

x
x
<

 виконується

нерівність 
)

(
)

(
2

1
x

f
x

f
>

, то функція називається спадною
.

Я
кщ

о 
0

)
(

>
′x

f
 на 

)
,

(
b

a
, то функція 

)
(x

f
 зрост

ає на цьому інтервалі.

Я
кщ

о 
0

)
(

<
′x

f
 на 

)
,

(
b

a
, то функція 

)
(x

f
 спадає на цьому інтервалі.

Інтервали зростання та спадання функції називаю
ться інтервалами

монот
онност

і.
Е
кстрем

ум
и ф

ункцій. Точка 
0

x
x
=

 називається точкою
 локального

максимуму функції 
)

(x
f

, якщ
о існує такий окіл точки 

0
x

 
)

,
(

0
δ

x
O

, щ
о для

0
0

),
,

(
x

x
x

O
x

≠
δ

∈
∀

 виконується нерівність)
(

)
(

0
x

f
x

f
<

.
А
налогічно точка 

0
x

x
=

 – точка локального мінімуму функції 
)

(x
f

,
якщ

о для 
0

0
),

,
(

x
x

x
O

x
≠

δ
∈

∀
 виконується нерівність

)
(

)
(

0
x

f
x

f
>

.
Точки локального максимуму та локального мінімуму функції 

)
(x

f
називаю

ться точками локального екст
ремуму цієї функції.

Н
еобхідна умова екст

ремуму. Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 має в точці 
0

x

екстремум, то 
0

)
(

0
=

′x
f

 або 
0

(
)

f
x ′

 не існує.

Точка 
0

x
, в якій 

0
)

(
0
=

′x
f

, називається ст
аціонарною

. Точки, в яких

0
)

(
0
=

′x
f

 або 
0

(
)

f
x ′

 не існує, називаю
ться крит

ичними точками. У
 цих

точках дотична до кривої 
)

(x
f

y
=

 або горизонтальна, або вертикальна, або
немає двосторонньої дотичної.
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3) знайти точки перетину графіка функції з осями координат;
4) знайти точки розриву функції, якщ

о вони існую
ть, і встановити їх

характер;
5) знайти асимптоти графіка функції;
6) визначити інтервали зростання та спадання функції та екстремуми;
7) визначити інтервали опуклості та вгнутості функції та точки перегину;
8) провести необхідні додаткові дослідж

ення: сталість знаку функції,
розташ

ування графіка відносно осей координат (вищ
е, ниж

че), поведінка
функції на нескінченності, тощ

о.
П
обудову графіка рекомендується виконувати поступово, переходячи

від пункту до пункту схеми, з нанесенням знайдених у кож
ному пункті ха-

рактеристик.

З
н
аходж

ен
н
я

 н
ай

біл
ь
ш
ого та н

ай
м
ен

ш
ого зн

ач
ен

н
я

ф
ун

к
ц
ії н

а в
ідр

ізк
у

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 неперервна на відрізку 
]

,
[

b
a

, то вона досягає на
цьому відрізку своїх найбільш

ого та найменш
ого значень. Д

ля знаходж
ення

цих значень треба:

а) знайти всі критичні точки функції 
)

(x
f

 на відрізку 
]

,
[

b
a

;

б) обчислити значення функції 
)

(x
f

 у критичних точках;

в) обчислити значення функції 
)

(x
f

 у точках 
a

x
=

, 
b

x
=

;
г) серед обчислених значень вибрати найбільш

е та найменш
е.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Сформулю
йте теорему Ролля. Вкаж

іть її геометричний зміст.
2. С

формулю
йте теорему Л

агранж
а. В

каж
іть її геометрич-

ний зміст.
3. С

формулю
йте правило Лопіталя для розкриття невизна-

ченості типу 
  

  0 0
 та 

  
  ∞ ∞

.

4. Як розкриваю
ться невизначеності типів {

} ∞
⋅0

 та {
} ∞

−
∞

з використанням правила Лопіталя?
5. Я

к розкриваю
ться степеневі невизначеності з викорис-

танням правила Л
опіталя?

Дост
ат
ня умова опуклост

і (вгнут
ост

і) граф
іка ф

ункції.  Н
ехай функ-

ція 
)

(x
f

 двічі диференційовна на інтервалі 
)

,
(

b
a

. Тоді, якщ
о:

а) 
0

)
(

<
′′x

f
 на 

)
,

(
b

a
, то графік функції 

)
(x

f
 є опуклим на 

)
,

(
b

a
;

б) 
0

)
(

>
′′x

f
 на 

)
,

(
b

a
, то графік функції 

)
(x

f
 є вгнутим на 

)
,

(
b

a
.

Із означення точки перегину та достатніх умов опуклості (вгнутості)
випливає, щ

о, коли 
0

x
 – абсциса точки перегину графіка функції 

)
(x

f
y
=

,
то друга похідна дорівню

є нулю
, нескінченності або не існує.

Точки, в яких 
0

)
(

=
′′x

f
, нескінченності або не існує, називаю

ться кри-
т
ичними т

очками другого роду.
Дост

ат
ня умова т

очки перегину. Н
ехай функція 

)
(x

f
 двічі диференці-

йовна в деякому околі 
)

,
(

0
δ

x
O

 критичної точки другого роду 
0

x
, за виклю

-

ченням, мож
ливо, самої точки 

0
x

. Тоді, якщ
о 

)
(x

f
′′

 в інтервалах 
)

,
(

0
0

x
x

δ
−

,

)
,

(
0

0
δ

+
x

x
 має протилеж

ні знаки, то 
0

x
 – абсциса точки перегину. Я

кщ
о ж

)
(x

f
′′

 має однаковий знак у цих інтервалах, то точка з абсцисою
 

0
x

 не є
точкою

 перегину.

А
сим

птоти. П
ряма L

 називається асимпт
от
ою

 графіка функції 
)

(x
f

,
якщ

о відстань від точки M
 графіка функції до прямої L

 
0

)
,

(
→

ρ
L

M
 при

віддаленні точки M
 у нескінченність.

Верт
икальні асимпт

от
и. П

ряма 
a

x
=

 є верт
икальною

 асимптотою
графіка функції 

)
(x

f
, якщ

о 
∞

±
=

→
)

(
lim

x
f

a
x

. Н
еперервні функції не маю

ть

вертикальних асимптот.

П
охилі асимпт

от
и. П

ряма 
b

kx
y

+
=

 є похилою
 асимптотою

 графіка
функції 

)
(x

f
, якщ

о існую
ть скінченні границі

k
x x

f
x

=
∞

±
→

)
(

lim
,  

b
kx

x
f

x
=

−
∞

±
→

]
)

(
[

lim
.

Горизонт
альні асимпт

от
и. П

ряма 
b

y
=

 є горизонт
альною

 асимпто-
тою

 графіка  функції 
)

(x
f

.  Горизонтальна асимптота є частинним випад-
ком похилої асимптоти 

b
kx

y
+

=
 при 

0
=

k
.

С
хем

а повного дослідж
ення ф

ункції. Д
ля повного дослідж

ення
функції та побудови її графіка мож

на рекомендувати таку схему:
1) вказати область визначення функції;
2) дослідити функцію

 на парність, непарність (симетрію
 графіка), пе-

ріодичність;
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6. Знаходж
ення найбільш

ого та найм
енш

ого значення
функції: приклади 27, 28.

Г
еом

етр
и
ч
н
і та м

ехан
іч

н
і застосув

ан
н
я

 п
охідн

ої

П
риклад 1. Я

кі кути утворю
ю
ть з віссю

 O
x

 дотичні до
кривої 

2
x

x
y

−
=

 у точках з абсцисами:

а) 
0

=
x

;  б) 
2 1

=
x

;  в) 
1

=
x

?

 Знайдемо похідну від функції 
2

x
x

y
−

=
:  

x
y

2
1−

= ′
.

а) при 
0

=
x

 : 
1

= ′
y

,    тобто 
1

=
α 

tg
,   

o
45

=
α

;

б) при 
2 1

=
x

: 
0

= ′
y

,   тобто 
0

=
α 

tg
,   

o
0

=
α

;

в) при 
1

=
x

  : 
1−

= ′
y

, тобто 
1−

=
α 

tg
, 

o
135

=
α

.

Результати проілю
стровано на рис.8.3.

 y

 x
O

1
4 1

o
45

o
135

.2 1Рис.8.3 

П
риклад 2. Н

аписати рівняння дотичної і нормалі до па-
раболи 

x
y
=

 у точці з абсцисою
 

4
=

x
.

 Знаходимо похідну функції 
x

y
=

:

x
y

2
1

= ′
.

Звідси кутовий коефіцієнт дотичної 
4 1

)4
(

=
′

=
y

k
. О

скільки точка до-

тику має координати 
2

,4
=

=
y

x
, то рівняння дотичної є:

)4
(

4 1
2

−
=

−
x

y
   або   

0
4

4
=

+
−

y
x

.

6. Запиш
іть формулу Тейлора із залиш

ковим членом у формі
Л
агранж

а.
7. Я

кий вигляд має залиш
ковий член у формулі Тейлора у

формі П
еано?

8. Запиш
іть формулу М

аклорена.
9. Я

к знаходяться інтервали зростання та спадання функції?
10. Я

ка необхідна умова локального екстремуму?
11. Я

кі точки називаю
ться критичними?

12. С
формулю

йте достатню
 ознаку екстремуму функції, по-

в’язану з похідною
 перш

ого порядку?
13. С

формулю
йте достатню

 ознаку екстремуму функції, по-
в’язану з похідною

 другого порядку?
14. Як знаходити проміжки опуклості, вгнутості, точки перегину?
15. Які точки називаю

ться критичними точками другого роду?
16. Я

к знаходити вертикальні асимптоти графіка функції;
похилі асимптоти?

17. Я
к знаходиться найбільш

е та найменш
е значення функції

на відрізку?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті наведено 28 прикладів розв’язання задач,

які за своєю
 тематикою

 розподілились таким чином:
1. Геометричні та механічні застосування похідної:
приклади 1 – 6.
2. Теореми про диференційовні функції: приклади 7 – 11.
3. Розкриття невизначеностей за правилом Л

опіталя:
приклади 12 – 17.
4. Ф

ормула Тейлора: приклади 18 – 22.
5. Д

ослідж
ення функцій та побудова графіків:

приклади 23 – 26.
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 −

=
ϕ

15 8
1

arctg
.

А
налогічно, визначається кут між

 кривими в точці 
)4

,2
( −

B
:

4
)

2
(

2
1

=
−

=
−=

x
x

k
, 

4
)

2(
2

2
−

=
=

−=
x

x
k

.

15 8
16

1
4

4
2

=
− −

−
=

ϕ
tg

,

15 8
arctg

=
ϕ

2
. 

П
риклад 5. Залеж

ність ш
ляху від часу при прямолінійному

русі точки задана рівнянням 
8

sin
2

5 5
t

t
s

π
π

+
=

 (t – у секундах,
s – у метрах). Визначити ш

видкість руху в кінці другої секунди.
 Знаходимо похідну від ш

ляху по часу. О
тримуємо ш

видкість руху:

8
cos

4 1
4

t
t

dt ds
v

π
+

=
=

.

П
ри 

2
=t

 маємо   
18
,

16
2

8 1
16

2
≈

⋅
+

=
=t

v
.

О
тж

е, ш
видкість руху в кінці другої секунди 

18,
16

≈
v

м/с. 

П
риклад 6. В

здовж
 параболи 

)
8(

x
x

y
−

=
 рухається точка

так, щ
о її абсциса зміню

ється в залеж
ності від часу t за законом

t
t

x
=

 (t – у секундах, x – у метрах). Я
ка ш

видкість зміни орди-
нати у точці 

)7
,1

(
M

?

 Знайдемо закон зміни ординати, поклавш
и 

t
t

x
=

 у рівнянні пара-

боли 
)

8(
x

x
y

−
=

. О
тримаємо 

3
8

t
t

t
y

−
=

. Ш
видкість зміни ординати є

похідна від ординати по часу: 
2

3
12

t
t

y
−

= ′
. Д

ля точки 
)7

,1
(

M
 значення

1
=t

. О
тж

е, 
9

1
=

′
=t

y
,  тобто  ш

видкість  зміни ординати дорівню
є 9 м/с. 

Т
еор

ем
и

 п
р
о ди

ф
ер

ен
ц
ій

ов
н
і ф

ун
к
ц
ії

П
риклад 7. П

оказати, щ
о  задана  функція  

)
(x

f
  задо-

вольняє умовам теореми Ролля на 
]

,
[

b
a

. Знайти відповідне зна-
чення 

)
,

(
b

a
c∈

, таке, щ
о 

0
)

(
=

′c
f

.

В
 силу умови перпендикулярності кутовий коефіцієнт нормалі 

4
1

−
=

k
.

Звідси рівняння нормалі має вигляд:
)4

(4
2

−
−

=
−

x
y

   або   
0

18
4

=
−

+
y

x
. 

П
риклад 3. С

класти рівняння дотичної та нормалі до кри-
вої 

6
3

2
4

2
2

=
+

+
y

xy
x

 у точці 
)1

,1
(
−

M
.

 З рівняння кривої 
6

3
2

4
2

2
=

+
+

y
xy

x
 знаходимо похідну y ′:

0
12

4
2

2
3

2
= ′

+ ′
+

+
y

y
y

xy
y

x
,

3

26
2

y
xy

y
x

y
+ +

−
= ′

.

Звідси 
4 1

)1
(

6
)1

(
1

2
)1

(
1

3

2

)1
,1

(
=

−
⋅

+
−

⋅
⋅

−
+

−
=

′
−

y
.

Рівняння дотичної:

)1
(

4 1
1

−
=

+
x

y
   або   

0
5

4
=

−
−

y
x

.

Рівняння нормалі:
       

)1
(4

1
−

−
=

+
x

y
   або   

0
3

4
=

−
+

y
x

. 

П
риклад 4. Знайти кут м

іж
 параболам

и 
2

8
x

y
−

=
 та

2
x

y
=

. Розв’язуємо сумісно рівняння парабол:

2
4

8
2

8
8

2
2

2
2

2

2

±
=

⇒
=

⇒
=

⇒
=

−
⇒

  

=

−
=

x
x

x
x

x
x

y

x
y

.

Тоді 
4

=
y

.
О
тж

е, маємо дві точки перетину парабол 
)4

,2
(A

, 
)4

,2
(−

B
.

П
родиференцію

ємо рівняння парабол:
з рівняння 

2
8

x
y

−
=

 маємо 
x

y
2−

= ′
,   з рівняння 

2
x

y
=

 маємо 
x

y
2

= ′
.

Знайдемо кутові коефіцієнти дотичних до парабол у точці 
)4

,2
(A

:

4
)

2(
,4

)
2

(
2

2
2

1
=

=
−

=
−

=
=

=
x

x
x

k
x

k
.

О
тж

е,

15 8
16

1
4

4
1

−
=

− +
=

ϕ
tg

,
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Д
ійсно, 

3
8

3
2

)
(

−
⋅

=
′

x
x

f
 у точці 

)
16

,0
(

8∈
=

x
 не існує. 

П
риклад 

9. 
П
оказати, 

щ
о 

похідна 
м
ногочлена

1
)

(
2

3
+

−
−

=
x

x
x

x
f

 має дійсний корінь в інтервалі 
)1

,1
(−

.
 Ф
ункція 

)
(x

f
 задовольняє  умовам  теореми Ролля (вона неперерв-

на на 
]1

,1
[ −

, диференційовна на 
)1

,1
( −

, 
0

)1
(

)1
(

=
=

−
f

f
). О

тж
е, існує така

точка 
)1

,1
( −

∈c
, щ

о 
0

)
(

=
′c

f
, тобто існує хоча б один дійсний корінь рівнян-

ня 
0

)
(

=
′x

f
. Знайдемо цей корінь, розв’язавш

и рівняння:

0
1

2
3

)
(

2
=

−
−

=
′

x
x

x
f

.

Корені цього рівняння 
1

,3 1
2

1
=

−
=

x
x

; 
)1

,1
(

3 1
1

−
∈

−
=

=
c

x
. 

П
риклад 10. П

еревірити виконання умов теореми Л
агран-

ж
а для функції 

3
)

(
x

x
x

f
−

=
 на відрізку  

]1
,2

[ −
 і знайти відповід-

не проміж
не значення c .

 Ф
ункція 

3
)

(
x

x
x

f
−

=
 неперервна на відрізку 

]1
,2

[ −
; 

2
3

1
)

(
x

x
f

−
=

′
,

отж
е, функція диференційовна на iнтервалi  

)1
,2

( −
. Умови теореми Л

агран-
ж
а виконані, отж

е, існує таке 
)1

,2
( −

∈c
, щ

о

))
2

(
1(

)
(

)2
(

)1
(

−
−

′
=

−
−

c
f

f
f

;
3

)
(

6
0

⋅
′

=
−

c
f

;
2

)
(

−
=

′c
f

.

В
раховую

чи вираз для 
)

(x
f ′

, маємо:
⇒

−
=

−
2

3
1

2
c

⇒
=

3
3

2
c

 
1

1
2

±
=

⇒
=

c
c

.

Ш
укане 

1−
=

c
, бо 

)1
,2

(
1

−
∈

−
. 

П
риклад 11. Н

а дузі AB
 кривої 

2
2

)
(

x
x

x
f

−
=

 знайти точку
M

, в якій дотична паралельна хорді AB
, якщ

о 
)1

,1
(

A
, 

)3
,3

(
−

B
.

 Ф
ункція 

2
2

)
(

x
x

x
f

−
=

 неперервна та диференційовна при всіх зна-
ченнях x

, а значить і на відрізку 
]3

,1
[

. Згідно з теоремою
 Л
агранж

а існує
така точка 

)3
,1

(
∈c

, щ
о виконується рівність:

)1
3(

)
(

)1
(

)3
(

−
′

=
−

c
f

f
f

,

де 
x

x
f

2
2

)
(

−
=

′
.

а) 
100

6
)

(
2

+
−

=
x

x
x

f
; 

5
,1

=
=

b
a

;

б) 
3

2
8

)
(

x
x

x
f

−
=

; 
8

,0
=

=
b

a
.

 а) ф
ункція 

100
6

)
(

2
+

−
=

x
x

x
f

 неперервна на відрізку 
]5

,1
[

;
6

2
)

(
−

=
′

x
x

f
, отж

е, ф
ункція диф

еренційовна на інтервалі 
)5

,1
(

;
95

)5
(

)1
(

=
=

f
f

. Умови теореми Ролля виконані.

Д
ля знаходження 

)5
,1

(
∈c

, такого, щ
о 

0
)

(
=

′c
f

, розв’язуємо рівняння:

0
6

2
)

(
=

−
=

′
x

x
f

,

3
=

x
.

О
тж

е, 
3

=
=

x
c

.

б) функція 
3

2
8

)
(

x
x

x
f

−
=

 неперервна на відрізку 
]8

,0
[

; похідна

3
2

2)
8(

3

2
8

)
(

x
x

x
x

f
−

⋅

−
=

′
 існує для 

8
,0

≠
≠

x
x

, тобто на інтервалі 
)8

,0
(

;

0
)8

(
)0

(
=

=
f

f
. Умови теореми Ролля виконую

ться.
Д
ля знаходж

ення c , розв’язуємо рівняння:0
)

8(
3

2
8

)
(

3
2

2
=

−
⋅

−
=

′
x

x

x
x

f
,

0
2

8
=

−
x

,

4
=

x
.

О
тж

е, 
4

=
=

x
c

.

П
риклад 8. Чи виконую

ться умови теореми Ролля для та-
ких функцій:

а) 
4

2
5

)
(

x
x

x
f

−
=

 на відрізку 
]1

,1
[−

;

б) 
3

2)8
(

)
(

−
=

x
x

f
 на відрізку 

]
16

,0
[

?

 а) для функції 
4

2
5

)
(

x
x

x
f

−
=

 поруш
ена умова неперервності функції

на відрізку 
]1

,1
[ −

. Точка 
]1

,1
[

0
−

∈
=

x
 є точкою

 розриву функції.

б) для функції 
3

2)8
(

)
(

−
=

x
x

f
 поруш

ена умова диференційовності
функції на iнтервалi 

)
16

,0
(

.
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а) 
e

e
x

x
x

x
− +

−
→

ln
1

lim
2

1
;

б) 
3

0

sin
lim

x
x

x
x

−
→

;

в) 
3

0

sin
lim

x
x

x
x

−
→

tg
;

г) 
1

2
lim

3

−

−
π

∞
+

→
x

x
e

x
arctg

.

 а) 
=

  
  

=
− +

−
→

0 0
ln

1
lim

2

1
e

e
x

x
x

x
=

+

→
x

x
e

x
x

1
2

lim
1

e
xe x

x
x

3
1

2
lim

2

1
=

+
→

;

б) 
=

  
  

=
−

→
0 0

sin
lim

3
0

x
x

x
x

=
  

  
=

−
→

0 0
3 cos

1
lim

2
0

x
x

x
=

→
x x

x
6 sin

lim
0

x
x

x
0

~
sin

→
=

6 1
6

lim
0

=
=

→
x x

x
   (тут правило Лопіталя застосовано двічі);

в) 
=

  
  

=
−

→
0 0

sin
lim

3
0

x
x

x
x

tg
=

−

→
2

0
3

cos
lim

x

x
x

x

2
cos 1

=
−

→
x

x
x

x
2

2

3

0
cos
cos

lim
3 1

1

=
+

+
−

=
→

x
x

x
x

x
x

2
2

2

0
cos

)
cos

cos
1)(

cos
lim

3 1
(1

=
⋅

⋅
−

→
1

3
)

cos
lim

3 1
2

0
x

x
x

(1
=

−
→

2
0

cos
lim

x
x

x

1

=
  

  
=

0 0
=

→
x x

x
2 sin

lim
0

=
→

x
x

x
0

~
sin

2 1
2

lim
0

=
→

x x
x

;

г) 
=

−

−
π

∞
+

→
1

2
lim

3x
x

e

x
arctg

=
  

  0 0
=

 
 − +

−

∞
+

→

2

3

2

3
1

1
2

lim

x
e

x

x
x

=
+

∞
+

→
2

2

1
lim

3 2
x x

x

=
  

  ∞ ∞
=

3 2
2 2

lim
3 2

=
∞

+
→

x x
x

. 

П
риклад 14. Знайти границі, використовую

чи правило

Лопіталя (невизначеність типу 
  

  ∞ ∞
):

П
ідставивш

и відповідне значення, маємо:

2
)

2
2(

)
1

1
2(

)
3

3
2(

2
2

⋅
−

=
−

⋅
−

−
⋅

c
,

)
1(

4
4

c
−

=
−

,

1
1

−
=

−
c

,
2

=
c

.

Тоді 
0

)2
(

=
f

. О
тж

е, ш
укана точка 

)0
,2

(
M

. 

Р
озк

р
и
ття

 н
ев

и
зн

ач
ен

остей
 за п

р
ав

и
л
ом

 Л
оп

італ
я

П
риклад 12. П

оказати, щ
о правило Л

опіталя не мож
е бути

використане для обчислення вказаної границі:

x
x

x
x

x
cos
sin

lim
+ +

∞
→

.

О
бчислити цю

 границю
, не використовую

чи правила Л
опі-

таля.
 Чисельник і знаменник даного дробу неперервні, диференційовні та

прямую
ть до нескінченності. Знайдемо границю

 віднош
ення похідних:

=′
+

′
+

∞
→

)
cos

(
)

sin
(

lim
x

x
x

x
x

x x
x

sin
1

cos
1

lim
− +

∞
→

.

Ц
я границя не існує, бо, враховую

чи, щ
о 

1
cos

≤
x

, 
1

sin
≤

x
, чи-

сельник (знаменник) приймаю
ть значення, щ

о належ
ать відрізку 

]2
,0

[
, а саме

віднош
ення похідних приймає будь-які невід’ємні значення.
О
тж

е, правило Л
опіталя не мож

е бути використано згідно з теоре-
мою

 5 цього параграф
а, бо границя віднош

ення похідних не існує.
О
бчислю

єм
о границю

 безпосередньо, не використовую
чи цього

правила:

=
  

  ∞ ∞
=

+ +
∞

→
x

x
x

x
x

cos
sin

lim
1

cos
1

sin
1

lim
=

+ +

∞
→

x
x

x x

x
. 

П
риклад 13. Знайти границі, використовую

чи правило

Л
опіталя (невизначеність типу 

  
  0 0

):
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б) 
=

π
−

→
2

)1
sin(

lim
1

x
x

x
tg

{
}
=

∞⋅
0

=
−

−
→

1
~

)1
sin(

1 x
x

x
=

π
−

→
2

)1
(

lim
1

x
x

x
tg

=
π −

=
→

2 1
lim

1
x

x
x

ctg
  

  0 0
=

π⋅
π

−
=
→

2
2 1

lim1

x
x

2
sin 1

2
sin

lim
2

2

1

x
x

π
π

−
→

π
−

=
2

;

в) 
=

+
→

x
x

x
ln

lim
2

0
{

}
=

∞⋅
0

=
+

→
2

0
1 ln

lim

x

x
x

=
  

  ∞ ∞
=

−
+

→
3

0
2

1
lim

x x
x

=
=

+
→

2

0
lim

2 1
x

x
0. 

П
риклад 16. Знайти границі, використовую

чи правило
Лопіталя (невизначеність типу {

}∞
−

∞
):

а) 
 

 
−

→
2

3
0

1
sin 1

lim
x

x
x

;   б) 
  

  
π

−
π

→
x

x
x

x
cos

2
lim

2
ctg

.

 а) 
= 

 
−

→
2

2
0

1
sin 1

lim
x

x
x

{
}
=

∞
−

∞
=  

  
−

→
x

x
x

x
x

2
2

2
2

0
sin sin

lim
=

  
  0 0

=
=

→

4
0

2
2

~
sin

x
x

x
x

=
−

→
4

2
2

0

sin
lim

x
x

x
x

=
  

  0 0
=

−
→

3
0

4
2

sin
2

lim
x

x
x

x

=
⋅

−
=

→
2

0
3

2
2

cos
2

lim
4 1

x
x

x
=

−
=

→
2

0

2
cos

1
lim

6 1
x

x
x

=
  

  0 0
=

→
x

x
x

2
2

sin
2

lim
6 1

0

=
=

→
x

x
x

2
~

2
sin

0
3 1

2
lim

6 1
0

=
→

x x
x

;

б) 
= 

 
π

−
π

→
x

x
x

x
cos

2
lim

2
ctg

{
}
=

∞
−

∞
= 

 
π

−
⋅

π
→

x
x x

x

x
cos

2
cos sin

lim
2

=
π

−
=

π
→

x x
x

x
cos

2 sin
2

lim
2

=
  

  0 0
1

)
sin

(2
cos

2
sin

2
lim

2

−
=

− +
π

→
x

x
x

x

x
. 

а) 
x x

x
ctg ln

lim
0

→
;   б) 

3 2
ln

lim
x

x
x

∞
+

→
;   в) 

)
ln(

)5
ln(

lim
5

5
e

e
x

x
x

x
− −

→
.

 а) 
x x

x
ctg ln

lim
0

→
=

  
  ∞ ∞

=
=

−
→

x

x
x

2
sin 1 1

lim
0

=
−

→
x

x
x

2

0 sin
lim

=
  

  0 0

x
x

x
0

~
sin

→
=

=
−

=
→

x x
x

2

0
lim

0
lim

0
=

→
x

x
;

б) 
3 2

ln
lim

x
x

x
+∞

→
=

  
  ∞ ∞

=
=

⋅

+∞
→

2
3x

x
x

x

1
ln

2
lim

=
+∞

→
3

x
x

x

ln
lim

3 2
=

  
  ∞ ∞

=
=

+∞
→

2
x x

x
3 1

lim
3 2

0
3 1

lim
3 2

=
+∞

→
3

x
x

;

в) 
=

− −
→

)
ln(

)5
ln(

lim
5

5
e

e
x

x
x

x
=

  
  ∞ ∞

=
⋅

−

−
→

x
x

x
e

e
e

x

5
5

1
5

1

lim
5

=
− −

→
5 5

5
)5

(
lim

5
e

x
e

e
x

x

  
  

=
0 0

=
=

→
1

lim
5

5
5

x

x

e
e

5
5

5
5

=
e

e
. 

П
риклад 15. Знайти границі, використовую

чи правило
Л
опіталя (невизначеність типу {

}∞
⋅0

):

а) 
x

x
e

x
−

∞
+

→

3
lim

;   б) 
2

)1
sin(

lim
1

x
x

x

π
−

→
tg

;   в) 
x

x
x

ln
lim

2

0+
→

.

 а) 
{

}
=

∞⋅
=

−

∞
+

→
0

lim
3

x
x

e
x

=
∞

+
→

x
x

e x
3

lim
=

  
  ∞ ∞

=
∞

+
→

x
x

e x
2

3
lim

=
  

  ∞ ∞

=
=

∞
+

→
x

x
e x2

lim
3

=
  

  ∞ ∞
0

1
lim

6
=

∞
+

→
x

x
e

;
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де 
=

  
  ∞ ∞

=
=

π
→

x x
A

x
cos 1
ln

lim
2

tg
=

−
⋅

−

⋅

π
→

)
sin

(
cos 1

cos 1
1

lim

2

2

2
x

x

x
x

x

tg
=

⋅
π

→
x

x
x

cos
1

lim
2

tg

0
cos

lim
2

=
=

π
→

x
x

.

О
тж

е, 
1

)
(

lim
0

0
2

cos
2

2

=
=

=
⋅

π
→

e
e

x
x

x
tg

.

в) 
{

}
=

=
−

→

0
)1

ln(
1

0
0

lim
xe

x
x

=
⋅

−
→

x
e

x

x
e

ln
)1

ln(
1

0
lim

=
−

→
)1

ln( ln
lim

0
x

x
e

x

e
A

e
,

де 
=

−
=

→
)1

ln( ln
lim

0
x

x
e

x
A

=

−
→

x
x

x
e

e

x1
1 1

lim
0

=
−

→
x

x

x
ex

e
1

lim
0

=
−

→
x

e
x

x

1
lim

0
=

  
  0 0

1
1

lim
0

=
=

→

x

x

e
.

О
тж

е, 
e

x
xe

x
=

−
→

)1
ln(

1

0
lim

. 

Ф
ор

м
ул

а Т
ей

л
ор

а

П
риклад 18. Розкласти многочлен 

5
3

2
)

(
2

3
+

+
−

=
x

x
x

x
P

 за
степенями двочлена 

)2
(
−

x
.

 Знаходимо похідні многочлена та їх значення в точці 
2

=
x

:

3
4

3
)

(
2

+
−

=
′

x
x

x
P

; 
4

6
)

(
−

=
′′

x
x

P
; 

6
)

(
=

′′′x
P

; 
0

)
( )

(
=

x
P

n
 при 

4
≥

n
.

11
)2

(
=

P
; 

7
)2

(
=

′
P

; 
8

)2
(

=
′′

P
; 

6
)2

(
=

′′′
P

.
О
тж

е, за формулою
 Тейлора маємо:

5
3

2
2

3
+

+
−

x
x

x
3

2
)2

(!3 6
)2

(!2 8
)2

(7
11

−
+

−
+

−
+

=
x

x
x

або

5
3

2
2

3
+

+
−

x
x

x
3

2
)2

(
)2

(4
)2

(7
11

−
+

−
+

−
+

=
x

x
x

. 

П
риклад 17. Знайти границі, використовую

чи правило
Л
опіталя (невизначеності типу {

} ∞
1

, {
} 0

∞
, {

} 0
0

):

а) 
2 3

0
)

2
(cos

lim
x

x
x

→
;   б) 

x

x
x

cos
2

2

)
(

lim
tg

π
→

;   в) 
)1

ln(

1

0
lim

−

→

x
e

x
x

.

 а) 
2 3

0
)

2
(cos

lim
x

x
x

→
.

С
користаємось співвіднош

енням:

=
=

2 3

2
)

2
ln(cos

3

)
2

(cos
x

x
x

e
x

x
x

e
2

cos
ln

32
.

Тоді

{
}=

=
∞

→
1

)
2

(cos
lim

2 3

0
x

x
x

=
  

  
=

→
0 0

2
cos

ln
3

0

2
lim

e
e

x
x

x
=

→
2

0

2
cos

ln
lim

3
x

x
x

e
A

e
3

.

Тут позначено 
2

0

2
cos

ln
lim

x
x

A
x→

=
. Знайдемо цю

 границю
, застосовую

-

чи правило Л
опіталя:

=
=

→
2

0

2
cos

ln
lim

x
x

A
x

=
  

  0 0
=

⋅
−

⋅

→
x

x
x

x
2

2
)

2
sin

(
2

cos 1

lim
0

=
→→ →

,1
2

cos

,
2

~
2

sin

.0 ;0

x xx

x
x

2
2 2

lim
2

0
−

=
−

=
→

x x
x

.

О
тж

е, 
=

→

2 3

0
)

2
(cos

lim
x

x
x

6
)2

(
3

−
−

⋅
=

e
e

.

б) 
x

x
x

cos
2

2

)
(

lim
tg

π
→

.

В
раховую

чи, щ
о 

x
x

x
e

x
tg

tg
ln

cos
2

cos
2)

(
⋅

=
, маємо

{
}=

∞
=

π
→

0
cos

2

2

)
(

lim
x

x
x

tg
{

}=
=

∞⋅
⋅

π
→

0
ln

cos
2

2

lim
e

e
x

x

x

tg
A

x x

e
e

x
⋅

=
π

→
2

cos 1
ln

lim
2

2

tg

,
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П
риклад 21. О

бчислити з точністю
 до 

3
10

−
 наближ

ене зна-
чення 3

29
.

 П
редставимо заданий корінь у вигляді:

=
3

29
3 1

3

27 2
1

3
2

27
 

 
+

=
+

.

С
користаємось біноміальним розкладом:

n
n

m
R

x
n

n
m

m
m

x
m

m
x

m
x

+
+

−
−

+
+

−
+

+
=

+
!

)1
(

)1
(

!2
)1

(
!1

1
)

1(
2

…
…

.

Звідси маємо наближ
ену рівність

n
m

x
n

n
m

m
m

x
m

m
x

m
x

!
)1

(
)1

(
!2

)1
(

!1
1

)
1(

2
+

−
−

+
+

−
+

+
≈

+
…

…
,

похибка якої

1
1

)
1(

!)
1

(
)

(
)1

(
−

−
+

θ
+

+
−

−
=

n
m

n
n

x
x

n
n

m
m

m
R

…

м
ож

е  бути зроблена як завгодно м
алою

 при 
1

<
x

 та  достатньо  ве-
ликом

у n
.

П
оклавш

и 
27 2

=
x

 і 
3 1

=
m

, отримаємо

=
3

29
=

 
 
+

3 1

27 2
1

3
  

  
+

+
⋅
⋅

−
⋅
⋅

+
−

+
n

R
4

5

3

3

2 2

81
3

5
2

81
3

5
2

81 2
81 2

1
3

.

О
ціню

ю
чи величини послідовних похибок обчислення 

n
R

3
, знаходимо

002
,0

81 2
3

3
2 2

1
<

<
R

;   
00007
,0

81
5

2
3

3

3

2
<

⋅
<

R
.

О
тж

е, для обчислення з заданою
 точністю

 достатньо взяти три члени,
які передую

ть залиш
ку 

2
R

, тобто

072
,3

)
0006
,0

024
,0

1(
3

29
3

=
−

+
≈

. 

П
риклад 22. В

икористовую
чи розклади  функцій  за  фор-

мулою
 Тейлора (М

аклорена), обчислити задані границі:

П
риклад 19. Розкласти функцію

 
x

x
f
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=)

(
 за формулою

М
аклорена до члена, щ

о містить 
3

x
 вклю

чно.
 Знаходимо похідні функції 

x
x

f
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=)
(
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но, а також
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=
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−

=
′′

−3
cos

x
x

sin
2

⋅
=
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=
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.
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)
(

3
3

3
x

x
x

x
o
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+

+
=

.

А
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+
⋅

⋅
+

⋅
=

−
−
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(

4
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3
x

x
−
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−

−
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,

0
)0
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(

=
f
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ковий член мож
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)

(
4

x
o

, тобто маємо

)
(

3
4

3
x

x
x

x
o
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+

+
=

. 

П
риклад 20. Розкласти функцію

 
3

)
(

x
x

f
=

 за формулою
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1
=

a
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)1
(
−

x
)

до члена з 
3)1

(
−

x
 вклю

чно.
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бчислимо значення функції 

3 1

)
(

x
x

f
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порядку вклю
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1

=
=

a
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3 1

)
(

x
x

f
=
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3 1
)

(
−
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9 2
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−
=
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x
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=
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=
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(
=

′f
; 

9 2
)1

(
−
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f
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)1

(
=

′′′
f
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О
тж

е, за формулою
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=
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27 10
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9

2
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(
3 1

1
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3
2

−
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−
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+
−

⋅
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−
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x
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x
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Д
осл

ідж
ен

н
я

 ф
ун

к
ц
ій

 та п
обудов

а гр
аф

ік
ів

П
риклад 23. Д

ослідити функцію
 

2 )1
(

)
(

2

− +
=

x x
x

f
 та побу-

дувати її графік.

 1. О
бласть визначення функції 

)
,2

(
)2

,
(

)
(

∞
+

∞
−

=
∪

f
D

. Н
а інтер-

валі 
)2

,
(
∞

−
 

0
)

(
<

x
f

, на інтервалі 
)
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(

∞
+
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)
(

>
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f
.

2. Ф
ункція не є парною
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, бо
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)
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−
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−

x x
x

f
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(
2

+ +
−
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=

x x
,
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)

(
)

(
x

f
x

f
≠

−
, 

)
(

)
(

x
f

x
f

−
≠

−
.

Ф
ункція неперіодична, бо не існує такого числа 

0
,

>
T

T
, щ

об

)
(

)
(

x
f

T
x

f
=

+
, 

)
(f

D
x∈

∀
.

О
тж

е, маємо функцію
 загального вигляду.

3. Точки перетину з осями координат   
)0

,1
( −

 та 
 

 
−

2 1
,0

.

4. Точка розриву функції 
2

=
x

. М
аємо розрив другого роду, бо

∞
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=
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→
)

(
lim

0
2

x
f

x
,   

∞
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=
+
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.

5. В
ертикальна асимптота 
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∞
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→
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(
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2
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f
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П
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∞
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∞

±
→

x
x x

x
;

=
b

=
−

∞
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∞
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∞
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2

2

)2
(

)1
(

)2
()

1
(2

)
(

−
+

−
−
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=
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=
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−
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=

x
x

x
x

x
x

.

а) 
3

2

3

0
7

5
cos

1
lim

x
x

x
x

+
−

→
;     б) 

)1
(3

sin
)1

(
)1

(2
sin

)1
(

lim
1

−
+

−
−

−
−

→
x

x
x

x
x

;

в) 
4

0

3
sin

2
lim

x
x

x
x

x

−
+

→

tg
.

 а) 
3

2

3

0
7

5
cos

1
lim

x
x

x
x

+
−

→
=

+
=

→

2

0

3
2

5
~

7
5

x
x

x
x

=
+

+
−

=
→

2

2

0
5

)
cos

cos
1(

)
cos

1(
lim

x
x

x
x

x
=

−
→

2
0

5
)

cos
1(

3
lim

x
x

x

=
+

−
=

=
)

(
!2

1
cos

3
2

x
x

x
o

=
−

+
−

→
2

3
2

0

)
(

!2
1

1
lim

5 3
x

x
x

x

o
=

−

→
2

3
2

0

)
(

!2
lim

5 3
x

x
x

x

o

=
−

=
→

!2
~

)
(

!2

2

0

3
2

x
x

x
x

o
=

→
2 2

0

!2
lim

5 3
x x

x
10 3

2 1
5 3

=
⋅

;

б) 
=

−
+

−
−

−
−

→
)1

(3
sin

)1
(

)1
(2

sin
)1

(
lim

1
x

x
x

x
x

=
−

+
−

=
−

−
+

−
=

−

)1
(

!1
)1

(3
)1

(3
sin

)1
(

!1
)1

(2
)1

(2
sin

x
x

x

x
x

x

o o

=
−

+
−

+
−

−
−

−
−

−
=

→
)1

(
)1

(3
)1

(
)1

(
)1

(2
)1

(
lim

1
x

x
x

x
x

x
x

o o
4 1

)1
(4

)1
(

lim
1

−
=

− −
−

→
x x

x
;

в) 
=

−
+

→
4

0

3
sin

2
lim

x
x

x
x

x

tg
=

+
−

=

+
+

=

)
(

6
sin

)
(

3

4
3

4
3

x
x

x
x

x
x

x
x

o o
tg

=
−  

  
+

−
+

+
+

=
→

4

4
3

4
3

0

3
)

(
6

2
)

(
3

lim
x

x
x

x
x

x
x

x

x

o
o

0
)

(
lim

4 4

0
=

→
x x

x

o
. 

Глава 8. Д
иференціальне числення функцій однієї змінної

§2. Застосування диференціального числення



379
378

8. П
роводимо додаткові дослідж

ення:
а) на інтервалі 

)2
,

(
∞

−
 

0
)

(
<

x
f

 (графік ниж
че осі O

x
), на інтервалі

)
,2

(
∞

+
 

0
)

(
>

x
f

 (графік вищ
е осі O

x );
б) дослідимо поведінку функції на нескінченності:

=
∞

±
→

)
(

lim
x

f
x

∞
±

=
− +

∞
±

→
2 )1

(
lim

2

x x
x

.

Н
а основі дослідж

ення поступово будуєм
о граф

ік ф
ункції

2 )1
(

)
(

2

− +
=

x x
x

f
, який наведено на рис.8.4.

 x
O

 y

–1 12 4

– 4
 5

 2
2 1

−Рис.8.4 

П
риклад 24. Д

ослідити функцію
 

2 2

)
(

x

xe
x

f
−

=
 та побуду-

вати її графік.
 1. О

бласть визначення функції 
)

,
(

)
(

∞
+

∞
−

=
f

D
.

2. Ф
ункція є непарною

, бо 
)

(
)

(
2

2 )
(

2
2

x
f

xe
xe

x
f

x
x

−
=

−
=

−
=

−
−

−
−

, отж
е,

її графік симетричний відносно початку координат.

Ф
ункція неперіодична, бо не існує такого числа T

,
0

>
T

, щ
об

)
(

)
(

x
f

T
x

f
=

+
, 

)
(f

D
x∈

∀
.

О
тж

е, маємо функцію
 загального вигляду.

Д
ля знаходж

ення критичних точок розв’язуємо рівняння 
0

)
(

=
′x

f
,

тобто 
0

)5
()

1
(

=
−

+
x

x
, 

0
)2

(
2
≠

−
x

, звідки 
1

1
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=
x

, 
5

2
=

x
.

Критичні точки 
1

1
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=
x

, 
5

2
=

x
 та точка 

2
=

x
 (це точка розриву функції)

поділяю
ть область визначення функції на інтервали, які вказані на наведеній ниж

-
че схемі. Н

а цій схемі над віссю
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x  вказано знак похідної функції 
)

(x
f

y
′

= ′
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віссю
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)

(x
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y
=
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стрілками 

 , 
 вказується відповідно, щ

о функція зростає чи спадає. Слова
m

ax, m
in вказую

ть відповідно точки, де функція досягає максимуму чи мінімуму.
 знак y ′             +                 –                    –                    +         
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ф
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               m
ax             т
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m
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y
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(
m
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.

Н
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ках (
,
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−∞

−
, (5,

)
+
∞

 функція зростає;

на проміж
ках (

1,2)
−

, (2,5)  функція спадає.
7. Знаходимо точки перегину графіка кривої та визначаємо інтервали

опуклості та вгнутості.
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(
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f

 на проміж
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+
, тобто крива вгнута на цьому проміж

ку.

Точок перегину немає, бо точка 
2

=
x

, в околі якої зміню
ється знак

другої похідної, є точкою
 розриву функції. Результати цього дослідж

ення
наведено на схемі.

 знак y ′′                            –                              +         
поведінка                          0            2                                       х 
ф
ункції y

                    ∩
        т

очка            ∪
 

                                                   розриву                                

Тут знак ∩
 означає опуклість, знак ∪

 – вгнутість.
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7. Д
ослідж

уємо функцію
 на опуклість, вгнутість та знаходимо точки

перегину.
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О
тримали критичні точки другого роду, які розбиваю

ть числову вісь
на п’ять інтервалів.
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 y ′′ зміню
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8. П

роводимо додаткові дослідж
ення:

а) на інтервалі 
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=
∞

±
→

)
(

lim
x

f
x

=
−

∞
±

→
2 2

lim
x

x
xe

=
  

  ∞ ∞
=

∞
±

→
2

2
lim

x
x

e

x
0

1
lim

2
2

=
⋅

∞
±

→
x

e
x

x
.

Н
а основі дослідж
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,

який наведено на рис.8.5.

3. Точка перетину графіка функції з осями координат  
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(

.
4. Точок розриву функція не має.
5. В
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щ
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.
6. Д
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уємо функцію

 на екстремум та знаходимо інтервали моно-
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1
−

=
x

, 
1

2
=

x
.

О
тримали критичні точки, які розбиваю

ть числову вісь на три інтер-
вали. Д

ослідж
ення знаку перш

ої похідної на цих інтервалах та висновки
відносно поведінки функції на них наведено на схемі.

 знак y ′             –                 +                  –       
поведінка                –1         0         1                          х 
ф
ункції y

               m
in              m

ax              

Н
а проміж

ках (
,

1)
−∞

−
, (1,

)
+
∞

 функція спадає;

на проміж
ку (

1,1)
−

 функція зростає.

6,
0

1
)1

(
2

1
2 1

m
in

−
≈

−
=

−
=

−
=

−

e
e

y
y

;  
6,

0
1

)1
(

2
1

2 1

m
ax

≈
=

=
=

−

e
e

y
y

.
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Знаходимо 
x

y ′:   
=

′ ′
=

′
=

t t
x

x y
y

dx dy
t

t
t

a
t

t
a

tg
−

=
⋅

−
⋅

sin
cos

3
cos

sin
3

2

2
.

Д
алі складаєм

о таблицю
, враховую

чи отримані точки та значення
похідних.

О
бласть
зміни t

В
ідповідна
область
зміни x

В
ідповідна
область
зміни 

y

Знак

dx dy
Х
арактер зміни 

y
як функції від x

))
(

(
x

f
y
=

2
0

π
<

<
t

0>
>x

a
a

y<
<0

−
спадає

π
<

<
π

t
2

a
x

−>
>0

0
>

>
y

a
+

зростає

2 3π
<

<
π

t
0

<
<

−
x

a
a

y
−

>
>0

−
спадає

π
<

<
π

2
2 3

t
a

x
<

<0
0

<
<

−
y

a
+

зростає

З таблиці видно, щ
о задані параметричні рівняння визначаю

ть дві не-
перервні функції вигляду 

)
(x

f
y
=

:

при 
π

≤
≤

t
0

    маємо 
0

≥
y

 (два перш
і рядки таблиці);

при 
π

≤
≤

π
2

t
  маємо 

0
≤

y
 (два останні рядки таблиці).

З виразу для похідної 
t

dx dy
tg

−
=

 випливає, щ
о

∞
−

=
π

→
dx dy

t
2

lim
;   

∞
+

=
π

→
dx dy

t
2 3

lim
.

У
 цих точках дотична до кривої вертикальна.

П
ри 

a
y

x
t

=
=

π
=

,0
,

2
.

   О
тж
е, 

a
y

y
= 

  π
=

2
m

ax
.

П
ри 

a
y

x
t

−
=

=
π

=
,0

,
2 3

.   О
тж

е, 
a

y
y

−
= 

 
π

=
2 3

m
in

.

В
раховую

чи, щ
о

0
0
=

=t
dt dy

,   
0

=
π=

t
dt dy

,   
0

2
=

π
=t

dt dy
,

маємо, щ
о дотична до кривої в цих точках горизонтальна.

 x
O

 y

–1

3
 1

 0,4
 0,6

– 0,6
– 0,4

3
−

Рис.8.5 

П
риклад 25. Д

ослідити та побудувати графік функції, за-

даної параметрично рівняннями   

>
= =

.0
,

sin

,
cos3 3

a
t

a
y

t
a

x

 1. О
бласть визначення.

П
араметр 

)
,

(
∞

+
∞

−
∈t

,  але оскільки  функції 
t

t
3

3
sin

,
cos

 періодичні
з періодом 

π2
, будемо вваж

ати, щ
о 

]
2,

0[
π

∈t
. Змінна 

]
,

[
a

a
x

−
∈

.

О
бласть значень функції 

]
,

[
)

(
a

a
y

D
−

=
.

2. С
иметрія кривої. В

раховую
чи, щ

о 
)

(
)

(
),

(
)

(
t

y
t

y
t

x
t

x
−

=
−

=
, маємо,

щ
о крива симетрична відносно осі O

x
.

3. Знаходимо нулі функцій 
)

(
),

(
t

y
y

t
x

x
=

=
 та області знакосталості

цих функцій.

2 3,
2

0
cos 3

π
π

=
⇒

=
=

t
t

a
x

,

функція 
)

(t
x

 знакододатна на проміж
ку 

 
 

π
π

 
 

π
2,

2 3
2 ,0
∪

.

π
π

=
⇒

=
=

2,
,0

0
sin

3
t

t
a

y
,

функція 
)

(t
y

 знакододатна на проміж
ку [

]π
,0

.

4. К
рива не має похилих асимптот, бо 

]
,

[
a

a
y

−
∈

.

5. Знаходимо точки 
k t, в яких хоча б одна з похідних 

t
t

y
x

′
′,

 дорівню
є

нулю
 або розривна.t

t
a

x
t

sin
cos

3
2
⋅

−
= ′

; 
0

sin
cos

3
2

=
⋅

−
= ′

t
t

a
x

t
, 

π
π

π
=

2,
2 3,

2 ,0
t

.

t
t

a
y

t
cos

sin
3

2
⋅

= ′
; 

0
cos

sin
3

2
=

⋅
= ′

t
t

a
y

t
, 

π
π

π
=

2,
2 3,

2 ,0
t

.
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Д
алі, з урахуванням періоду, маємо 

3 5
3 4

,
3 2

π
≤

ϕ
≤

π
π

≤
ϕ

≤
π

.

3. П
ромені симетрії (такі півпрямі, щ

о виходять з полю
са, відносно

яких графік функції симетричний).

В
раховую

чи, щ
о для функції 

ϕ
=

sin
y

 промінь симетрії 
2 π

=
ϕ

, то для

функції 
ϕ

=
ρ

3
sin

a
 маємо 

2
3

π
=

ϕ
, звідки 

6 π
=

ϕ
 – промінь симетрії. В

ра-

ховую
чи періодичність, отримуємо щ

е два промені:

6 5
3 2

6
π

=
π

+
π

=
ϕ

;   
2 3

6 9
3 2

6 5
π

=
π

=
π

+
π

=
ϕ

.

4. Знаходимо точки екстремуму.

ϕ
=

ρ ′
3

cos
3a

;   
0

3
cos

3
=

ϕ
=

ρ ′
a

, 
0

3
cos

=
ϕ

, 
6 π

=
ϕ

.

0
3

sin
9

<
ϕ

−
=

ρ
′′

a
 на 

 
 

π3 ,0
, отж

е, 
a

a
=

π
= 

  π
ρ

=
ρ

2
sin

6
m

ax
.

0
>

ρ ′
 при 

 
 

π
∈

ϕ
6 ,0

 – функція зростає на цьому проміж
ку;

0
<

ρ ′
 при 

 
 

π
π

∈
ϕ

3 ,
6

 – функція спадає на цьому проміж
ку.

5. С
кладаємо таблицю

 значень функції на проміж
ку 

 
 

π6 ,0
.

ϕ
 

0
 

18 π
 

12 π
 

6 π
 

ϕ3
 

0
 

6 π
 

4 π
 

2 π
 

ϕ3
sin

 
0

 
2 1

 
2 2

 
1

 

ρ
 

0
 

a
2 1

 
a

2 2
 

a
 

Н
а основі дослідж

ення будуємо графік т
рипелю

ст
кової т

роянди.

7. Знаходимо точки, в яких 
0

2 2
=

dx y
d

.

t
t

a
t

t
a

t
t

a
d

t
d

dx y
d

dx y
d

x

sin
cos

3
1

)
sin

(
cos

3
cos 1

)
cos

(
)

(
)

(
4

2

2

3
2 2

⋅
=

−
⋅

−
=

−
=

′
=

tg
.

М
аємо, щ

о 
0

2 2
>

dx y
d

 при 
π

<
<

t
0

 – крива вгнута,

       
0

2 2
<

dx y
d

 при 
π

<
<

π
2

t
 – крива опукла.

Н
а основі дослідж

ення будуємо криву. Ц
я крива називається аст

роїдою
.

 y

 x
О

 а

 а

 -а

 -а

Рис.8.6 

П
риклад 26. Д

ослідити та побудувати графік функції, за-
даної в полярних координатах рівнянням 

ϕ
=

ρ
3

sin
a

 (трипе-
лю

сткова троянда).
 1. П

еріодичність (знаходж
ення такого значення 

T
, щ

о
)

(
)

(
ϕ

=
+

ϕ
f

T
f

).

ϕ
=

+
ϕ

3
sin

)]
(3

sin[
T

,
π

+
ϕ

=
+

ϕ
2

3
)

(3
T

,

π
=

2
3T

,

3 2π
=

T
.

2. О
бласть визначення (ті значення ϕ

, при яких 
0

≥
ρ

).

0
3

sin
≥

ϕ
,π

≤
ϕ

≤
3

0
,

3
0

π
≤

ϕ
≤

.
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О
тж

е, об’єм циліндра представиться так:

=
⋅

=
=

H
S

x
V

V
осн

)
(

x x
S

x
π π

−
⋅

π
2 2

2
2

3

2
x

x
S

π
−

=
.

Задача зводиться до дослідж
ення функції 

)
(x

V
 на максимум при 

0
>

x
.

2
3

2
)

(
x

S
x

V
π

−
=

′
;  

0
3

2
2
=

π
−

x
S

;  
π

=
6 S

x
.

Ц
е критична точка. Д

ослідимо її на екстремум.

x
x

V
π

−
=

′′
6

)
(

;  
0

6
6

6
6

<
π

−
=

π
π

−
=  

  
π

′′
S

S
S

V
.

О
тж
е, в точці 

π
=

6 S
x

 функція має максимум, тобто об’єм має найбіль-

ш
е значення. В

исота циліндра при цьому така:

R
x

S
S S

S
y

H
2

2
6

2

6
2

6
2

=
=

π
=

π
π

π
π

−
=

=
.

О
тж

е, висота H
 циліндра дорівню

є 
R2

 – діаметру основи циліндра.
За цієї умови циліндр має найбільш

ий об’єм. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

Г
еом

етр
и
ч
н
і та м

ехан
іч

н
і застосув

ан
н
я

 п
охідн

ої

8.151. Знайти кутовий коеф
іцієнт дотичної, яка проведе-

на до параболи 
2

x
y
=

: 1) у початку координат; 2) у точці 
)9

,3
(

;
3) у точці 

)4
,2

( −
; 4) у точках перетину її з прямою

 
2

3
−

=
x

y
.

8.152. В
 яких точках кутовий коеф

іцієнт дотичної до ку-

бічної параболи 
3

x
y
=

 дорівню
є 3?

8.153. В
 якій точці дотична до параболи 

2
x

y
=

:

1) паралельна осі O
x

; 2) утворю
є з віссю

 O
x

 кут у 
o

45
?

O

 a

 a

 ρ

 a

 
18 π

=
ϕ  

12 π
=

ϕ

 
6 π

=
ϕ

 
3 π

=
ϕ

 
3 2π

=
ϕ

 
6 5π

=
ϕ 

π
=

ϕ

 
3 4π

=
ϕ

 
3 5π

=
ϕ

 
2 3π

=
ϕ

Рис.8.7 

В
ідш

ук
ан

н
я

 н
ай

біл
ь
ш
и
х та н

ай
м
ен

ш
и
х

зн
ач

ен
ь

 ф
ун

к
ц
ії

П
риклад 27. Знайти найбільш

е M
 та найменш

е m
 зна-

чення функції 
35

9
3

)
(

2
3

+
−

−
=

x
x

x
x

f
 на відрізку 

]4
,4

[−
.

  Знаходимо критичні точки даної функції, щ
о леж

ать всередині
відрізка 

]4
,4

[−
 і обчислю

ємо значення функції в цих точках:

9
6

3
)

(
2

−
−

=
′

x
x

x
f

;  
0

9
6

3
2

=
−

−
x

x
;

1−
=

x
, 

3
=

x
 – критичні точки функції, щ

о належ
ать заданому відрізку;

40
)1

(
=

−
f

, 
8

)3
(

=
f

.

О
бчислю

ємо значення даної функції в точках 
4−

=
x

, 
4

=
x

 – меж
ах

відрізка 
]4

,4
[−

:   
41

)4
(

−
=

−
f

, 
15

)4
(

=
f

.
З отриманих чотирьох значень вибираємо найбільш

е та найменш
е.

О
тж

е, 
40

)1
(

=
−

=
f

M
,  

41
)4

(
−

=
−

=
f

m
. 

П
риклад 28. Знайти  такий  циліндр, який  мав  би  найбіль-

ш
ий об’єм при заданій повній поверхні S

.
  Н

ехай радіус основи циліндра 
x

R
=

, а висота 
y

H
=

.
Тоді

xy
x

S
S

S
π

+
π

=
+

=
2

2
2

2
бічн

осн
.

Звідси

x x
S

y
π π

−
=

2 2
2

.
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8.165. Н
аписати рівняння дотичної і норм

алі в точці
)2

,2
(0

M
 до кривої, заданої параметрично

    

+
=

+
=

.
2 1

2 3

,
1

2 3

t
t

y

t
t

x

8.166. Н
аписати рівняння дотичної до кривої

  
= =

t
t

y
t

t
x

sin
,

cos

у початку координат і в точці 
4 π

=t
.

8.167. Н
аписати рівняння дотичної та нормалі до кривої

0
6

2
2

3
=

−
+

+
x

y
x

 в точці з ординатою
 

3
0
=

y
.

8.168. Н
аписати рівняння дотичної у точці 

)1
,1

(0
M

 до кри-

вої 
0

2
5

5
=

−
+

xy
y

x
.

8.169. Д
овести, щ

о дотична до еліпса 
1

2 2

2 2
=

+
b y

a x
 в точці

)
,

(
0

0
y

x
M

 має рівняння 
1

2 0
2 0

=
+

b yy
a xx

.

8.170. Д
овести, щ

о дотична до гіперболи 
1

2 2

2 2
=

−
b y

a x
 в

точці 
)

,
(

0
0

y
x

M
 має рівняння 

1
2 0

2 0
=

−
b yy

a xx
.

8.171. П
ід яким кутом перетинається парабола 

2
x

y
=

 з пря-
мою

 
0

2
3

=
−

−
y

x
?

У
 задачах 8.172 – 8.177 знайти кути, під якими перетина-

ю
ться задані криві.

8.172. П
араболи 

2
x

y
=

 та 
x

y
=

2
.

8.154. В
 яких точках дотична до параболи 

2
x

y
=

:

1) паралельна прямій 
5

4
−

=
x

y
; 2) перпендикулярна до пря-

мої 
0

5
6

2
=

+
−

y
x

; 3) утворю
є з прямою

 
0

1
3

=
+

−
y

x
 кут  у 

o
45

?

8.155. Н
а  лінії 

2
2

)2
(
−

=
x

x
y

 знайти точки, в яких  дотич-
на паралельна осі абсцис.

8.156. Н
а лінії 

2)2
(

1+
=

x
y

 знайти точку, в якій дотична

паралельна осі абсцис.

8.157. Н
а параболі 

2
x

y
=

 зафіксовано дві точки з абсциса-
ми 

1
1
=

x
, 

3
2
=

x
. Через ці точки проведено січну. В

 якій точці
параболи дотична до неї паралельна проведеній січній?

8.158. Н
аписати рівняння дотичної і нормалі, проведених

до кривої 
3

x
y
=

 у точці з абсцисою
 2. Знайти піддотичну 

t s і

піднормаль 
n s.

8.159. С
класти рівняння дотичної та нормалі до гіперболи

x
y

1
=

 у точці з абсцисою
 

2 1
−

=
x

. Знайти піддотичну 
t s та

піднормаль 
n s.

У
 задачах 8.160 – 8.164 скласти рівняння дотичної та нор-

малі до даних ліній в даній точці.

8.160. 
4

5
2

+
−

=
x

x
y

, 
1

0
−

=
x

.

8.161. 
3

4
2

2
3

−
−

+
=

x
x

x
y

, 
2

0
−

=
x

.

8.162. 
x

y
=

, 
4

0
=

x
.

8.163. 
x

y
2

tg
=

, 
0

0
=

x
.

8.164. 
x

y
ln

=
, 

1
0
=

x
.
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8.183. Вздовж
 кубічної параболи 

3
x

y
=

 рухається точка так,
щ
о її ордината зміню

ється в залеж
ності від часу t за законом

3
at

y
=

. Я
ка ш

видкість зміни абсциси в залеж
ності від часу?

Т
еор

ем
и

 п
р
о ди

ф
ер

ен
ц
ій

ов
н
і ф

ун
к
ц
ії

У
 задачах 8.184 – 8.187 перевірити справедливість теоре-

ми Ролля для заданої функції 
)

(x
f

 на даному відрізку 
]

,
[

b
a

.
8.184. 

10
7

4
)

(
2

3
−

−
+

=
x

x
x

x
f

, 
]2

,1
[ −

.

8.185. 
x

x
f

sin
ln

)
(

=
, 

 
 

π
π

6 5,
6

.

8.186. 
x

x
f

sin
4

)
(

=
, 

]
,0

[
π

.

8.187. 
3

2
2

3
)

(
+

−
=

x
x

x
f

, 
]2

,1
[

.

8.188. Ф
ункція 

3
2)2

(
)

(
−

=
x

x
f

 на кінцях відрізка 
]4

,0
[

приймає рівні значення 
3

4
)4

(
)0

(
=

=
f

f
. Чи справедлива для

цієї функції теорема Ролля на відрізку 
]4

,0
[

?
8.189. Ч

и виконані ум
ови теорем

и Ролля для функції
x

x
f

tg
=)

(
 на відрізку 

]
,0

[
π

?
8.190. Ч

и виконані ум
ови теорем

и Ролля для функції

4

2
2

)
(

x
x

x
f

−
=

 на відрізку 
]1

,1
[ −

?

8.191. П
еревірити виконання умов теореми Лагранж

а і знайти

відповідну проміжну точку c  для функції 
3 4

)
(

x
x

f
=

 на відрізку 
]1

,1
[ −

.
8.192. Записавш

и формулу Л
агранж

а на відрізку 
]1

,0
[

 для

функції 
x

x
x

f
3

3
)

(
3+

=
, знайти на інтервалі 

)1
,0

(
 відповідне

значення c.

8.193. Д
ля дуги параболи 

2
x

y
=

, щ
о міститься між

 точками
)1

,1
(A

 та 
)9

,3
(B

, знайти точку, дотична  до  якої  паралельна
хорді AB

.

8.173. Гіпербола 
x

y
1

=
 з параболою

 
x

y
=

.

8.174. Кола 
1

4
2

2
=

−
+

x
y

x
 та 

9
2

2
2

=
+

+
y

y
x

.

8.175. П
араболи 

2)2
(
−

=
x

y
 та 

4
4

2
+

−
=

x
x

y
.

8.176. Коло 
8

2
2

=
+

y
x

 та парабола 
x

y
2

2
=

.

8.177. Гіпербола 
5

2
2

=
−

y
x

 та еліпс 
1

8
18

2
2

=
+

y
x

.

8.178. В
ідстань, пройдена матеріальною

 точкою
 за час t, є

1
2

3 1
4 1

3
4

+
+

−
=

t
t

t
s

 (t – у секундах, s  – у метрах). Знайти

ш
видкість руху даної точки у моменти часу 

=t
0; 1; 2 с.

8.179. Задано рівняння руху точки вздовж
 осі O

x
3

001
,0

5
100

t
t

x
−

+
=

 (t – у секундах, x – у метрах). Знайти
ш
видкість v та прискорення a

 цієї точки у моменти часу 
0

0
=

t
,

1
1
=

t
, 

10
2
=

t
с.

8.180. Точка рухається прям
олінійно, закон її руху

0
2

sin
9 2

s
t

s
+

π
=

. Знайти прискорення  в  кінці перш
ої секунди

(t – у секундах, s – у сантиметрах).
8.181. Закон руху матеріальної точки по прямій має вигляд

2
3

4
16

4
4 1

t
t

t
x

+
−

=
. В

изначити:

а) в які моменти часу точка знаходиться у початку координат?
б) в які моменти часу її ш

видкість дорівню
є нулю

?
в) в які моменти часу напрямок  її  руху співпадає з додат-

ним напрямом осі O
x

?
г) в які моменти часу її прискорення дорівню

є нулю
?

8.182. Залеж
ність ш

ляху від часу задана рівнянням
)1

ln(
+

=
t

t
s

 (t – у секундах, s – у метрах). Знайти ш
видкість

руху в кінці другої секунди.
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У
 задачах 8.208 – 8.215 знайти границі, використовую

чи

правило Лопіталя (невизначеність типу 
  

  ∞ ∞
).

8.208. 
x x

x
5

lim
2 tg tg

π
→

.
8.209. 

5
lim

x e
x

x
+∞

→
.

8.210. 
x

x
x

sin
ln

2
1

ln
+

+
→

0
lim

.
8.211. 

m
x

x
x

ln
lim+∞
→

, 
0

>
m

.

8.212. 
)

1(
2

lim
0

1
x x

x
− π

−
→

ln tg
.

8.213. 
)

(
ln

)3
(

ln
cos

lim
3

0
3

e
e

x
x

x
x

−
−

⋅
+

→
.

8.214. 
x

x
x

π −
+

→
ctg

ln
)1

(
lim

0
1

.
8.215. 

x x
x

sin
ln

2
sin

ln
lim

0+
→

.

У
 задачах 8.216 – 8.221 знайти границі, використовую

чи
правило Лопіталя (невизначеність типу {

}∞
⋅0

).

8.216. 
)1

(
lim

1
−

+∞
→

x
x

e
x

.
8.217. 

x
n

x
e

x
−

+∞
→ lim

.

8.218. 
x a

x
x

sin
lim∞
→

.
8.219. 

2 1
2

0
lim

x
x

e
x

→
.

8.220. 
x

x
x

3

0
ln

lim+
→

.
8.221. 

2
)

(
lim

x
x

x
tg

−
π

π
→

.

У
 задачах 8.222 – 8.227 знайти границі, використовую

чи
правило Лопіталя (невизначеність типу {

}∞
−

∞
).

8.222. 
 

 
−

+
→

x x
x

x
ln

ln 1
lim

0
1

.
8.223. 

 
 

−
→

x
x

x

1
lim

0
ctg

.

8.224. 
 

 
−

−
→

x
x x

x
ln 1

1
lim

1
.

8.225. 
 

 
−

→
x

x
x

1
lim

0
arctg 1

.

8.226. 
 

 
π

−
π

→
x

x
x

x
cos

2
lim

2
ctg

.8.227. 
 

 
−

→
x

x
x

2
2

0
lim

ctg
1

.

8.194. Записавш
и ф

ормулу Кош
і на відрізку 

]2
,0

[
 для

функцій 
1

5
2

)
(

3
+

+
=

x
x

x
f

 та 
4

)
(

2+
=

x
x

g
, знайти відповідне

значення c.

8.195. Д
ля заданих функцій 

)
(x

f
 та 

)
(x

g
 перевірити ви-

конання умов теореми Кош
і на заданому відрізку 

]
,

[
b

a
 та знай-

ти відповідне значення c:

а) 
2

)
(

2
+

=
x

x
f

, 
1

)
(

3−
=

x
x

g
, 

]2
,1

[
]

,
[

=
b

a
;

б) 
x

x
f

sin
)

(
=

, 
x

x
g

cos
)

(
=

, 
 

 
π

=
2 ,0

]
,

[
b

a
.

Р
озк

р
и
ття

 н
ев

и
зн

ач
ен

остей
 за п

р
ав

и
л
ом

 Л
оп

італ
я

У
 задачах 8.196 – 8.207 знайти границі, використовую

чи

правило Л
опіталя (невизначеність типу 

  
  0 0

).

8.196. 
a

x
a

x
a

x
− −

→

3
3

lim
.

8.197. 
x

x
x

cos
ln

lim
0

→
.

8.198. 
x

e
x

x
sin

1
lim

0

−
→

.
8.199. 

x
e

x
e

x x

x
β

−
α

−
β α

→
cos
cos

lim
0

.

8.200. 
3

0
lim

x
x

x
x

arctg
−

→
.

8.201. 
n

n

m
m

a
x

a
x

a
x

− −
→ lim

.

8.202. 
)

1(
ln

lim
0

x e
e

x
x

x
+ −
−

→
.

8.203. 
3

4
2

3
lim

2
3

2
3

1
+

−
+

−
→

x
x

x
x

x
.

8.204. 
x

e
x

x
3

arcsin
1

lim
2

0

−
→

.
8.205. 

x
x

x
4

sin
1

lim
4

−
π

→

ctg
.

8.206. 
1

2
lim

3
−

−
π

+∞
→

x
x

e
x

arctg
.

8.207. 
2

0
1

lim
x

x

b
a

x
x

x
− −

→
.
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г) 
2arctg

lim
1

ln(1
)

x

x

x
→
∞

π
−

+
.

8.236. а) 
2

2
lim

(
)tg

2
x

a

x
a

x
a

→

π



−







;
б) 

[
]

lim
(

2arctg
)ln

x
x

x
→
∞

π
−

.

8.237. а) 
1 ln(1

)
tg

2
lim

ctg
x

x
x

x
→

π
−

+π
;

б) 
1

1
lim

cos
ln

(1
)

2
x

x
x

→
π

−
.

8.238. а) 
0

1
1

lim
1

x
x

x
e

→




−



−




;
б) 

2
0

1
1

lim
ln

ln(
1

)
x

x
x

x
→







−



+

+


 .

8.239. а) 
2

lim
arctg

x

x
x

→
+∞ 





π


;

б) 
1

lim
tg

2
1

x

x

xx
→
∞

π






+




.

8.240. Д
овести, щ

о задані границі не мож
уть бути знайдені

за правилом Л
опіталя. Знайти ці границі безпосередньо.

а) 
x x

x

x
sin

1
sin

lim
2

0
→

;
б) 

sin
lim

sin
x

x
x

x
x

→
∞

−+
.

Ф
ор

м
ул

а Т
ей

л
ор

а

8.241. Розкласти многочлен 
4

3
5

)
(

2
3

4
+

−
+

−
=

x
x

x
x

x
P

 за
степенями двочлена 

4
−

x
.

8.242. Розкласти многочлен 
4

2
3

)
(

2
3

+
−

+
=

x
x

x
x

P
 за сте-

пенями двочлена 
1

+
x

.

8.243. Н
ехай 

)
(x

P
 – многочлен четвертого степеня. О

бчис-
лити 

)1
( −

P
, 

)0
(

P ′
, 

)1
(

P
′′

, якщ
о відомо, щ

о 
1

)2
(

−
=

P
, 

0
)2

(
=

′P
,

2
)2

(
=

′′
P

, 
12

)2
(

−
=

′′′
P

, 
26

)2
(

=
IV

P
.

У
 задачах 8.228 – 8.239 знайти границі, використовую

чи
правило Л

опіталя (невизначеності типу {
} ∞

1
, {

} 0
∞

, {
} 0

0
).

8.228. а) 
2 3

0
)

2
(cos

lim
x

x
x

→
;

б) 
x

x

x
x

e
1

0
)

(
lim

+
→

.

8.229. а) 
a x

a
x

a x
2

2
lim

π

→
 

 
−

tg

;
б) 

x

x
x

 
 
+

∞
→

2 1
1

lim
.

8.230. а) 
2 1

0

sin
lim

x

x
x x 

 
→

;
б) 

x
x

x
−

→
1 1

1
lim

.

8.231. а) 
x

x
x

sin

0
lim→

;
б) 

π−
π

→

x

x
x

2

2
)

(
lim

tg
.

8.232. а) 
)1

(
ln

1

0
lim

−

→

xe

x
x

;
б) 

x

x
x

tg

 
 

→

1
lim

0
.

8.233. а) 
x

x
x

x
1

)
2

(
lim

+
∞

→
;

б) 
x

x
x

cos

2
)

2
(

lim
−

π
π

→
.

У
 задачах 8.234 – 8.239 знайти границі різних функцій, ви-

користовую
чи правило Л

опіталя.

8.234. а) 
0

lim
sin

cos

x
x

x

e
e

x
x

−

→

−⋅
;

б) 
tg

0
lim

tg

x
x

x

e
e

x
x

→

−−
;

в) 
3

3

6
0

1
lim

sin
2

x

x

e
xx

→

−
−

;
г) 

0

1
lim

sin

a
x

x

e
bx

→

−
.

8.235. а) 
0

2
lim

sin

x
x

x

e
e

x
x

x

−

→

−
−

−
;

б) 

3
22

0

1
6

2
lim

cos
1

2

x

x

x
x

e
x

x
x

→

−
−

−
−

+
−

;

в) 
4

2
3

4

3
0

4
ln(1

)
4

2
3

lim
6sin

6
x

x
x

x
x

x

x
x

x
→

+
−

+
−

+

−
+

;
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8.248. В
икористовую

чи розклади функцій за ф
ормулою

М
аклорена, обчислити задані границі:

а) 
3

2
0

cos
1

lim
x

x
x

x
+

−
→

;
б) 

4
3

0

sin
lim

x
x

x
x

x
+ −

→

tg
;

в) 
x

x
x

x

−
−

+
→

1
1

lim
0

;
г) 

4

2

0

2

cos
lim

x
e

x
x

x

−

→

−
;

д) 
)

1(
ln

2
2

sin
lim

3
0

x
x

x
x

+ −
→

tg
;

е) 
2

0
2

2
lim

x e
e

x
x

x

−
+

−

→
.

Д
ослідж

ення ф
ункцій та побудова граф

іків

У
 задачах 8.249 – 8.269 провести  повне  дослідж

ення
функцій та побудувати їх графіки.

8.249. 
2

1
x x

y
+

=
.

8.250. 
2

1
1x

y
−

=
.

8.251. 
1

2
−

=
x

x
y

.
8.252. 

1
2

2−
=

x x
y

.

8.253. 
125

)5
(

3
2−

=
x

y
.

8.254. 
2

3

)1
(2
−

=
x x

y
.

8.255. 
3

2

3−
=

x
x

y
.

8.256. 
x

e x
y
=

.

8.257. 
2

2
x

x
e

y
−

=
.

8.258. 
x

xe
y

1

=
.

8.259. 
x

e
x

y
2

)1
2(

−
=

.
8.260. 

x
x

y
ln 1

=
.

8.261. 
)1

(
ln

+
−

=
x

x
y

.
8.262. 

)1
(

ln
2
+

=
x

y
.

8.244. Розкласти задану функцію
 

)
(x

f
 за формулою

 М
ак-

лорена до члена вказаного порядку вклю
чно.

а) 
x

e
x

f
−

=)
(

, до члена з 
n

x
;

б) 
2

2
)

(
x

x
e

x
f

−
=

, до члена з 
5

x
;

в) 
2

2
1

)
(

x
x

x
f

+
−

=
, до члена з 

3
x

;

г) 
x

xe
x

f
=)

(
, до члена з 

n
x

.

8.245. Розкласти задану функцію
 

)
(x

f
 за формулою

 Тей-
лора з центром розкладу у точці 

a
x
=

 (за степенями 
)

(
a

x
−

) до
члена вказаного порядку вклю

чно.

а) 
x

x
f

1
)

(
=

, 
1−

=
a

, до члена з 
n

x
)1

(
+

;

б) 
x

x
f

=)
(

, 
4

=
a

, до члена з 
2)4

(
−

x
;

в) 
x

x
x

f
ln

)
(

3
=

, 
1

=
a

, до члена з 
4)1

(
−

x
;

г) 
2

sin
)

(
x

x
f

π
=

, 
1

=
a

, до члена з 
4)1

(
−

x
.

8.246. Н
аписати формулу Тейлора для заданої функції 

)
(x

f
з центром у точці 

a
x
=

 до члена вказаного порядку вклю
чно.

П
обудувати графік даної функції і її многочлена Тейлора.

а) 
x

x
f

tg
=)

(
, 

0
=

a
, до члена з x;

б) 
x

x
f

arcsin
)

(
=

, 
0

=
a

, до члена з 
3

x
;

в) 
x

x
f

ln
)

(
=

, 
1

=
a

, до члена з 
2)1

(
−

x
.

8.247. За допомогою
 формули Тейлора обчислити набли-

ж
ені значення чисел з точністю

 до 
3

10
−

.

а) 
1

sin
;   б) 

e
;   в) 

05
,1

ln
;   г) 5

33
.
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8.263. 
3

2
2x

x
y

−
=

.
8.264. 

3
3

1
x

y
−

=
.

8.265. 
1

4 3+
=

x x
y

.
8.266. 

1
2
+

=
x x

y
.

8.267. 
1

3
2

+
=

x
y

.
8.268. 

2
2

)1
(
−

=
x

x
y

.

8.269. 
x

x
y

3
2

3
2

−
=

.

У
 задачах 8.270 – 8.273 дослідити функції, задані парамет-

рично, та побудувати їх графіки.

8.270. 
t

t
x

2
2
−

=
, 

t
t

y
2

2+
=

.

8.271. 
t

e
t

x
−

+
=

, 
t

e
t

y
2

2
−

+
=

.

8.272. 
π

−
=

3
3t

x
, 

t
t

y
arctg

6
3−

=
.

8.273. 
3

1
3t t

x
+

=
, 

3

2

1 3
t t

y
+

=
.

У
 задачах 8.274 – 8.278 дослідити лінії, рівняння яких за-

дані у полярних координатах, та побудувати їх.
8.274. а) 

ϕ
=

ρ
3

sin
a

 (трипелю
сткова троянда);

           б) 
ϕ

=
ρ

3
cos

a
 (трипелю

сткова троянда).

8.275. а) 
3|sin

2
|

ρ
=

ϕ
 (чотирипелю

сткова троянда);
           б) 

3|cos2
|

ρ
=

ϕ
 (чотирипелю

сткова троянда).

8.276. 
ϕ

=
ρ

2
cos

a
 (лемніската Бернуллі).

8.277. 
)

cos
1(

ϕ
+

=
ρ

a
 (кардіоїда).

8.278. 
ϕ π

=
ρ

 (ж
езл).

У
 задачах 8.279 – 8.280 дослідити та побудувати лінії, по-

передньо привівш
и їх рівняння до полярних координат.

8.279. 
)

(
)

(
2

2
2

2
2

2
y

x
a

y
x

−
=

+
.

8.280. 
2

2
2

3
2

2
4

)
(

y
x

a
y

x
=

+
.

З
адач

і н
а в

ідш
ук

ан
н
я

 н
ай

біл
ь
ш
и
х та н

ай
м
ен

ш
и
х

зн
ач

ен
ь

 ф
ун

к
ц
ії

У
 задачах 8.281 – 8.286 знайти найбільш

е M
 та найменш

е
m

 значення функцій на вказаних відрізках.

8.281. 
5

2
2

4
+

−
=

x
x

y
; 

]2
,2

[ −
.

8.282. 
2

100
x

y
−

=
; 

]8
,6

[−
.

8.283. 
1 1

+ −
=

x x
y

; 
]4

,0
[

.

8.284. 
2 2

1 1
x

x
x

x
y

−
+

+
−

=
; 

]1
,0

[
.

8.285. 
x

x
y

−
=

2
sin

; 
 

 
π

π
−

2 ,
2

.

8.286. 
x x

y
+ −

=
1 1

arctg
; 

]1
,0

[
.

8.287. Число 8 розбити на два таких доданки, щ
об сума їх

кубів була найменш
ою

.
8.288. Я

ке додатне число, складене з оберненим йому чис-
лом, дає найменш

у суму?
8.289. Число 36 розкласти на два таких множ

ники, щ
об сума

їх квадратів була найменш
ою

.
8.290. О

б’єм правильної трикутної призми дорівню
є V

. Яка
повинна  бути  сторона  основи, щ

об  повна  поверхня призми
була найменш

ою
?
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8.291. П
ериметр осьового перерізу циліндра дорівню

є 
a6

.
Знайти найбільш

ий об’єм такого циліндра.
8.292. Ц

иліндр вписаний в конус з висотою
 h

 і радіусом
основи r . Знайти найбільш

ий об’єм вписаного циліндра.
8.293. Знайти  найменш

ий  об’єм  конуса,  описаного  на-
вколо кулі радіуса r.

8.294. Знайти найбільш
ий об’єм конуса при заданій дов-

ж
ині l  його твірної.

8.295. В
изначити найбільш

у площ
у прямокутника, вписа-

ного в круг радіуса r.

8.296. Н
а параболі 

2
x

y=
 знайти точку N

, яка найменш
віддалена від прямої 

4
2

−
=

x
y

.

8.297. У
 півколо радіуса R

 вписано прямокутник з най-
більш

ою
 площ

ею
. В

изначити його основу x та висоту y
.

8.298. В
ідрізок довж

ини a
 розділити на дві частини так,

щ
об сума площ

 квадратів, побудованих на цих частинах, була
найменш

ою
. Глава 8. Д

иференціальне числення функцій однієї змінної



ГЛ
АВА 9.  ТИ

П
О
В
І РО

ЗРА
ХУН

КО
В
І ЗА

В
Д
А
Н
Н
Я

§1.  Індивідуальне завдання 1.

В
ект

орна алгебра т
а аналіт

ична геом
ет

рія

Задача 1. [ гл. 1, §2, приклади 9, 7, 5 ].
Задані вектори 

)
,

,
(

3
2

1
a

a
a

a
=

, 
)

,
,

(
3

2
1

b
b

b
b

=
, 

)
,

,
(

3
2

1
c

c
c

c
=

.
В
изначити:

1) довж
ину вектора a

:   
a

;

2) скалярний добуток векторів a
  та  b

:   
)

,
(

b
a

;

3) косинус кута між
 векторами  a

  та  b
;

4) векторний добуток векторів a
  та  b

:   
b

a
×

;
5) площ

у паралелограма 
1 S  та площ

у трикутника 
2 S

, побудованих на
векторах a

 та b
;

6) міш
аний добуток векторів  a

, b
, c

:   
)

,
,

(
c

b
a

;
7) об’єм паралелепіпеда 

1
V

 та об’єм трикутної піраміди 
2

V
, побудо-

ваних на векторах a
, b

, c
;

8) чи колінеарні вектори  a
  та  b

;

9) чи компланарні вектори  a
, b

, c
.

В
аріанти  завдань

  1. 
)1

,3
,2

(
=

a
,

)1
,0

,1
(

−
−

=
b

,
)2

,2
,2

(
=

c
.

  2. 
)1

,3
,2

(
=

a
,

)4
,3

,2
(

=
b

,
)1

,1
,3

(
−

=
c

.

  3. 
)2

,5
,1

(
=

a
,

)1
,1

,1
(

−
−

=
b

,
)1

,1
,1

(
=

c
.

  4. 
)3

,1
,1

(
−

−
=

a
,

)1
,3

,2
(

=
b

,
)4

,3
,2

(
=

c
.

  5. 
)1

,3
,3

(
=

a
,

)1
,2

,1
(

−
=

b
,

)1
,1

,1
(

=
c

.

  6. 
)1

,1
,3

(
−

=
a

,
)0

,1
,2

(
−

−
=

b
,

)1
,2

,5
(

−
=

c
.

  7. 
)1

,3
,4

(
=

a
,

)1
,2

,1
(

−
=

b
,

)2
,2

,2
(

=
c

.

  8. 
)1

,3
,4

(
=

a
,

)4
,7

,6
(

=
b

,
)1

,0
,2

(
−

=
c

.

  9. 
)1

,2
,3

(
=

a
,

)7
,3

,1
(

−
−

=
b

,
)3

,2
,1

(
=

c
.

10. 
)2

,7
,3

(
=

a
,

)1
,0

,2
(

−
−

=
b

,
)1

,2
,2

(
=

c
.



403
402

  4. 
)5

,5
,9

(−
=

x
,

)1
,1

,4
(

=
p

,
)3

,0
,2

(
=

q
,

)1
,2

,1
(−

=
r

.

  5. 
)5

,5
,5

(
−

−
=

x
,

)1
,0

,2
(−

=
p

,
)1

,3
,1

(
−

=
q

,
)1

,4
,0

(
=

r
.

  6. 
)7

,2
,

13
(

=
x

,
)0

,1
,5

(
=

p
,

)3
,1

,2
(

−
=

q
,

)1
,0

,1
(

−
=

r
.

  7. 
)7

,1
,

19
(−

=
x

,
)1

,1
,0

(
=

p
,

)1
,0

,2
(−

=
q

,
)0

,1
,3

(
=

r
.

  8. 
)4

,3
,3

(
−

=
x

 ,
)2

,0
,1

(
=

p
,

)1
,1

,0
(

=
q

,
)4

,1
,2

(
−

=
r

.

  9. 
)1

,3
,3

(
−

=
x

 ,
)0

,1
,3

(
=

p
,

)1
,2

,1
(−

=
q

,
)2

,0
,1

(−
=

r
.

10. 
)4

,7
,1

(
−

−
=

x
,

)1
,2

,1
(−

=
p

,
)3

,0
,2

(
=

q
,

)1
,1

,1
(

−
=

r
.

11. 
)

14
,5

,6
(

−
=

x
,

)4
,1

,1
(

=
p

,
)2

,3
,0

(
−

=
q

,
)1

,1
,2

(
−

=
r

.

12. 
)7

,1
,6

(
−

=
x

,
)0

,2
,1

(
−

=
p

,
)3

,1
,1

(−
=

q
,

)4
,0

,1
(

=
r

.

13. 
)0

,
15

,5
(

=
x

,
)5

,0
,1

(
=

p
,

)2
,3

,1
(−

=
q

,
)1

,1
,0

(
−

=
r

.

14. 
)

11
,1

,2
(

−
=

x
,

)0
,1

,1
(

=
p

,
)2

,1
,0

(
−

=
q

,
)3

,0
,1

(
=

r
.

15. 
)3

,5
,

11
(

−
=

x
,

)2
,0

,1
(

=
p

,
)1

,0
,1

(−
=

q
,

)3
,5

,2
(

−
=

r
.

16. 
)5

,0
,8

(
=

x
,

)1
,0

,2
(

=
p

,
)0

,1
,1

(
=

q
,

)2
,1

,4
(

=
r

.

17. 
)8

,1
,3

(
=

x
,

)3
,1

,0
(

=
p

,
)1

,2
,1

(
−

=
q

,
)1

,0
,2

(
−

=
r

.

18. 
)

12
,1

,8
(

=
x

,
)1

,2
,1

(
−

=
p

,
)2

,0
,3

(
=

q
,

)1
,1

,1
(−

=
r

.

19. 
)3

,9
,8

(
−

−
=

x
,

)1
,4

,1
(

=
p

,
)0

,2
,3

(−
=

q
,

)2
,1

,1
(

−
=

r
.

20. 
)

13
,9

,5
(

−
−

=
x

, 
)2

,1
,0

(
−

=
p

,
)1

,1
,3

(
−

=
q

,
)0

,1
,4

(
=

r
.

21. 
)6

,5
,

15
(−

=
x

,
)1

,5
,0

(
=

p
,

)1
,2

,3
(

−
=

q
,

)0
,1

,1
(−

=
r

.

22. 
)4

,9
,8

(
=

x
,

)1
,0

,1
(

=
p

,
)1

,2
,0

(
−

=
q

,
)0

,3
,1

(
=

r
.

23. 
)3

,4
,2

(
−

−
=

x
,

)0
,1

,2
(

=
p

,
)0

,1
,1

(
−

=
q

,    
)5

,2
,3

(−
=

r
.

24. 
)3

,1
,3

(
=

x
,

)0
,1

,2
(

=
p

,
)1

,0
,1

(
=

q
,

)1
,2

,4
(

=
r

.

25. 
)0

,7
,1

(−
=

x
,

)1
,3

,0
(

=
p

,
)2

,1
,1

(
−

=
q

,
)0

,1
,2

(
−

=
r

.

26. 
)4

,1
,

11
(

−
=

x
,

)2
,1

,1
(

−
=

p
,

)0
,2

,3
(

=
q

,
)1

,1
,1

(−
=

r
.

27. 
)

18
,2

,
13

(−
=

x
, 

)4
,1

,1
(

=
p

,
)2

,0
,3

(−
=

q
,

)1
,2

,1
(

−
=

r
.

28. 
)9

,8
,0

(
−

=
x

,
)1

,2
,0

(
−

=
p

,
)1

,1
,3

(
−

=
q

,
)1

,0
,4

(
=

r
.

29. 
)

13
,7

,8
(

−
−

=
x

, 
)5

,1
,0

(
=

p
 ,

)2
,1

,3
(

−
=

q
,

)1
,0

,1
(−

=
r

.

30. 
)5

,7
,2

(
=

x
,

)1
,0

,1
(

=
p

,
)0

,2
,1

(
−

=
q

,
)1

,3
,0

(
=

r
.

11. 
)6

,2
,1

(
−

=
a

,
)1

,0
,1

(
=

b
,

)7
,6

,2
(

−
=

c
.

12. 
)4

,3
,6

(
=

a
,

)1
,2

,1
(

−
−

−
=

b
,

)1
,1

,2
(

=
c

.

13. 
)4

,3
,7

(
=

a
,

)1
,2

,1
(

−
−

−
=

b
,

)4
,2

,4
(

=
c

.

14. 
)2

,3
,2

(
=

a
,

)5
,7

,4
(

=
b

,
)1

,1
,1

(
−

=
c

.

15. 
)4

,3
,5

(
=

a
,

)1
,0

,1
(

−
−

=
b

,
)4

,2
,4

(
=

c
.

16. 
)5

,
10

,3
(

=
a

,
)3

,2
,2

(
−

−
−

=
b

,
)3

,4
,2

(
=

c
.

17. 
)3

,4
,2

(
−

−
−

=
a

,
)1

,3
,4

(
=

b
,

)4
,7

,6
(

=
c

.

18. 
)1

,1
,3

(
−

=
a

,
)1

,0
,1

(
−

=
b

,
)2

,3
,8

(
−

=
c

.

19. 
)3

,2
,1

(
=

a
,

)0
,3

,2
(−

=
b

,
)6

,1
,2

(
−

=
c

.

20. 
)3

,2
,3

(
−

=
a

,
)1

,2
,1

(−
=

b
,

)0
,2

,4
(

=
c

.

21. 
(

2,3,2)
a

=
−

,
)4

,6
,4

(
=

b
,

)3
,1

,2
(

−
=

c
.

22. 
)3

,0
,4

(
=

a
,

)4
,2

,1
(

−
=

b
,

)2
,1

,1
(

−
=

c
.

23. 
)2

,3
,5

(
−

=
a

,
)5

,1
,4

(−
=

b
,

)4
,2

,0
(

=
c

.

24. 
)0

,3
,2

(
=

a
,

)1
,1

,2
(

−
=

b
,

)1
,2

,2
(

−
−

=
c

.

25. 
)2

,1
,1

(
−

=
a

,
)3

,5
,2

(
−

−
=

b
,

)2
,0

,1
( −

=
c

.

26. 
)0

,1
,3

(−
=

a
,

)5
,6

,1
(

=
b

,
)0

,1
,1

(
=

c
.

27. 
)7

,3
,1

(
=

a
,

)5
,3

,1
(−

=
b

,
)2

,0
,6

(−
=

c
.

28. 
)0

,3
,4

(
−

−
=

a
,

)1
,2

,3
(

−
=

b
,

)2
,2

,3
(−

=
c

.

29. 
)3

,6
,0

(
−

=
a

,
)0

,6
,1

(−
=

b
,

)2
,4

,4
(

=
c

.

30. 
)4

,5
,0

(
−

=
a

,
)2

,1
,4

(
−

−
=

b
,

)4
,0

,5
(

=
c

.

31. 
)1

,3
,3

(−
=

a
,

)3
,0

,1
(

−
=

b
,

)6
,1

,2
(

=
c

.

Задача 2. [ гл. 1, §2, приклад 8;  §1, приклад 2 ].
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Задача  5. [ гл. 2, §1, приклад 4 ].
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 .

Знайти:
1) кутовий коефіцієнт прямої 

1 l  і відрізок, який відтинає ця пряма на
осі ординат;

2) рівняння прямих 
1 l та 

2 l у відрізках;

3) точку N
 перетину прямих  

1 l  і 
2 l ;

4) рівняння прямої 
3 l , щ

о проходить через точку М
 паралельно прямій 

2 l ;

5) рівняння прямої 
4 l , щ

о проходить через точку М
 перпендикулярно

до прямої 
2 l ;

6) відстань від точки  М
  до прямої 

2 l : 
)

,
(

2 l
M

ρ
.

Усі результати ілю
струвати графічно.

В
аріанти  завдань

1. 
0

8
3

5
:

1
=

+
+

y
x

l
,

0
20

4
:

2
=

+
−

y
x

l
;

)2
,7

(
−

M
.

2. 
0

2
2

3
:

1
=

+
+

y
x

l
,

0
31

3
4

:
2

=
+

−
y

x
l

;
)0

,6
(

M
.

3. 
0

9
5

:
1

=
+

−
y

x
l

,
0

10
2

3
:

2
=

+
+

y
x

l
;

)3
,7

(
M

.

4. 
0

13
2

5
:

1
=

+
+

y
x

l
,

0
11

5
2

:
2

=
+

−
y

x
l

;
)4

,6
(

M
.

5. 
0

10
4

:
1

=
+

+
y

x
l

,
0

5
7

3
:

2
=

−
+

y
x

l
;

)4
,5

(
−

M
.

6. 
0

17
2

5
:

1
=

+
+

y
x

l
,

0
3

3
2

:
2

=
+

−
y

x
l

;
)2

,5
(

M
.

7. 
0

17
5

9
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
14

4
:

2
=

+
+

y
x

l
;

)4
,8

(
M

.

8. 
0

16
2

3
:

1
=

−
−

y
x

l
,

0
10

7
:

2
=

+
+

y
x

l
;

)3
,

10
(−

M
.

9. 
0

15
3

2
:

1
=

−
+

y
x

l
,

0
11

7
3

:
2

=
−

−
y

x
l

;
)4

,5
(

−
−

M
.

10. 
0

8
7

:
1

=
+

−
y

x
l

,
0

22
5

2
:

2
=

−
+

y
x

l
;

)7
,4

(
−

−
M

.

11. 
0

6
8

3
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
12

2
:

2
=

−
+

y
x

l
;

)3
,8

(
−

−
M

.

12. 
0

17
3

2
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
9

4
:

2
=

+
−

y
x

l
;

)2
,6

(
−

M
.

13. 
0

10
3

:
1

=
+

−
y

x
l

,
0

2
2

5
:

2
=

+
+

y
x

l
;

)
10

,3
(

M
.

11. 
q

p
a

2
3

+
=

,
q

p
b

−
=

;
10

=
p

,
1

=
q

,
2

)
,

(
π

=
∧q

p
.

12. 
q

p
a

−
=

4
,

q
p

b
2

+
=

;
5

=
p

,
4

=
q

,
4

)
,

(
π

=
∧q

p
.

13. 
q

p
a

3
2

+
=

,
q

p
b

2
−

=
;

6
=

p
,

7
=

q
,

3
)

,
(

π
=

∧q
p

.

14. 
q

p
a

−
=

3
,

q
p

b
2

+
=

;
3

=
p

,
4

=
q

,
3

)
,

(
π

=
∧q

p
.

15. 
q

p
a

3
2

+
=

,
q

p
b

2
−

=
;

2
=

p
,

3
=

q
,

4
)

,
(

π
=

∧q
p

.

16. 
q

p
a

3
2

−
=

,
q

p
b

+
=

3
;

4
=

p
,

1
=

q
,

6
)

,
(

π
=

∧q
p

.

17. 
q

p
a

+
=

5
,

q
p

b
3

−
=

;
1

=
p

,
2

=
q

,
3

)
,

(
π

=
∧q

p
.

18. 
q

p
a

2
7

−
=

,
q

p
b

3
+

=
;

2 1
=

p
,

2
=

q
,

2
)

,
(

π
=

∧q
p

.

19. 
q

p
a

−
=

6
,

q
p

b
+

=
;

3
=

p
,

4
=

q
,

4
)

,
(

π
=

∧q
p

.

20. 
q

p
a

+
=

10
,

q
p

b
2

3
−

=
;

4
=

p
,

1
=

q
,

6
)

,
(

π
=

∧q
p

.

21. 
q

p
a

−
=

6
,

q
p

b
2

+
=

;
8

=
p

,
2 1

=
q

,
3

)
,

(
π

=
∧q

p
.

22. 
q

p
a

4
3

+
=

,
p

q
b

−
=

;
2 5

=
p

,
2

=
q

,
2

)
,

(
π

=
∧q

p
.

23. 
q

p
a

+
=

7
,

q
p

b
3

−
=

;
3

=
p

,
1

=
q

,
4 3

)
,

(
π

=
∧q

p
.

24. 
q

p
a

3
+

=
,

q
p

b
−

=
3

;
3

=
p

,
5

=
q

,
3 2

)
,

(
π

=
∧q

p
.

25. 
q

p
a

+
=

3
,

q
p

b
3

−
=

;
7

=
p

,
2

=
q

,
4

)
,

(
π

=
∧q

p
.

26. 
q

p
a

−
=

5
,

q
p

b
+

=
;

5
=

p
,

3
=

q
,

6 5
)

,
(

π
=

∧q
p

.

27. 
q

p
a

4
3

−
=

,
q

p
b

3
+

=
;

2
=

p
,

3
=

q
,

4
)

,
(

π
=

∧q
p

.

28. 
q

p
a

−
=

6
,

p
q

b
+

=
5

;
2 1

=
p

,
4

=
q

,
6 5

)
,

(
π

=
∧q

p
.

29. 
q

p
a

3
2

+
=

,
q

p
b

2
−

=
;

2
=

p
,

1
=

q
,

3
)

,
(

π
=

∧q
p

.

Глава 9.  Типові розрахункові завдання
§1.  Індивідуальне завдання 1.



409
408

7) відстань від точки  М
  до прямої 

)
,

(
:

1
1

L
M

L
ρ

.

8) проекцію
 точки  М

  на площ
ину 

1 P ;

9) проекцію
 точки  М

  на пряму  
1 L.

В
аріанти  завдань

  1. 
0

2
3

5
:

1
=

+
−

z
x

P
,

1
1

3
2

:1
z

y
x

L
=

−
=

−
,

)3
,2

,0
(

M
.

  2. 
0

4
2

3
:

1
=

+
+

−
z

y
x

P
,

3 2
2

1
0

 :
1

− +
=

−
=

z
y

x
L

,
)3

,0
,1

(
−

M
.

  3. 
0

7
3

2
:

1
=

+
−

z
y

x
P

,
4

1 2
3

 :
1

z
y

x
L

=
− +

=
,

)0
,5

,4
(−

M
.

  4. 
0

2
3

:
1

=
−

+
z

y
x

P
,

1
4

2
2

1
 :

1
+

=
=

−
z

y
x

L
,

)0
,1

,2
(

−
M

.

  5. 
0

2
4

:
1

=
+

−
z

y
x

P
,

3
2

1
4

 :
1

−
=

=
−

z
y

x
L

,
)2

,0
,3

(
−

M
.

  6. 
0

6
3

5
:

1
=

−
+

y
x

P
,

5
2

1
3

 :
1

z
y

x
L

=
+

=
−

,
)1

,1
,2

(−
M

.

  7. 
0

3
:

1
=

−
+

z
y

x
P

,
2

1
1

3
2

 :
1

−
=

−
=

+
z

y
x

L
,

)4
,0

,0
(

M
.

  8. 
0

3
5

2
:

1
=

+
−

z
x

P
,

3
2

1
4

1
 :

1
z

y
x

L
=

−
=

+
,

)0
,1

,1
(

−
M

.

  9. 
0

4
4

3
:

1
=

−
−

z
y

x
P

,
1

1
3

2
 :

1
−

=
=

z
y

x
L

,
)5

,5
,0

(
M

.

10. 
0

5
2

2
:

1
=

−
+

+
z

y
x

P
,

2
1

1
3

1
 

:1
z

y
x

L
=

+
=

−
,

)4
,0

,0
(

M
.

11. 
0

1
3

4
:

1
=

+
−

y
x

P
,

1
1

2
2

 :
1

z
y

x
L

=
−

=
+

,
)1

,2
,1

(
−

M
.

12. 
0

4
3

2
:

1
=

+
−

+
z

y
x

P
,

1 4
3

2
1

 :
1

− +
=

=
−

z
y

x
L

,
)3

,0
,1

(−
M

.

13. 
0

3
2

2
:

1
=

−
+

−
z

y
x

P
,

2
1

1 2
1

 :
1

−
=

− +
=

z
y

x
L

,
)1

,2
,0

(
−

M
.

14. 
0

1
4

:
1

=
+

+
−

z
y

x
P

,
1

2
4

3
 :

1
z

y
x

L
=

−
=

+
,

)2
,1

,1
(

−
M

.

14. 
0

9
6

11
:

1
=

+
+

y
x

l
,

0
16

3
:

2
=

+
−

y
x

l
;

)4
,5

(
−

M
.

15. 
0

5
3

2
:

1
=

−
+

y
x

l
,

0
4

3
:

2
=

−
+

y
x

l
;

)3
,2

(
M

.

16. 
0

7
2

3
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
3

5
:

2
=

+
+

y
x

l
;

)4
,1

(
M

.

17. 
0

5
3

2
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
12

5
2

:
2

=
−

+
y

x
l

;
)4

,3
(

−
M

.

18. 
0

5
3

4
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
13

4
:

2
=

−
+

y
x

l
;

)3
,2

(
−

−
M

.

19. 
0

7
3

:
1

=
−

+
y

x
l

,
0

1
3

2
:

2
=

−
−

y
x

l
;

)8
,5

(
−

−
M

.

20. 
0

14
5

2
:

1
=

−
+

y
x

l
,

0
4

3
:

2
=

+
−

y
x

l
;

)4
,4

(
−

−
M

.

21. 
0

12
2

5
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
5

3
4

:
2

=
+

+
y

x
l

;
)8

,7
(

−
−

M
.

22. 
0

13
4

:
1

=
−

+
y

x
l

,
0

8
5

:
2

=
−

−
y

x
l

;
)7

,4
(−

M
.

23. 
0

13
2

3
:

1
=

−
−

y
x

l
,

0
8

7
2

:
2

=
+

+
y

x
l

;
)9

,1
(−

M
.

24. 
0

3
3

2
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
12

3
:

2
=

−
+

y
x

l
;

)6
,5

(
−

−
M

.

25. 
0

5
4

:
1

=
+

+
y

x
l

,
0

16
2

5
:

2
=

+
−

y
x

l
;

)5
,4

(
−

M
.

26. 
0

7
5

:
1

=
−

+
y

x
l

,
0

12
2

3
:

2
=

−
−

y
x

l
;

)8
,6

(−
M

.

27. 
0

5
3

2
:

1
=

−
−

y
x

l
,

0
17

4
:

2
=

−
+

y
x

l
;

)2
,5

(
−

−
M

.

28. 
0

4
3

8
:

1
=

−
+

y
x

l
,

0
18

5
2

:
2

=
−

+
y

x
l

;
)3

,8
(

M
.

29. 
0

13
3

2
:

1
=

+
−

y
x

l
,

0
8

7
2

:
2

=
−

+
y

x
l

;
)4

,7
(

M
.

30. 
0

7
5

:
1

=
+

+
y

x
l

,
0

20
2

7
:

2
=

+
−

y
x

l
;

)6
,5

(
−

M
.

31. 
0

3
2

:
1

=
−

+
y

x
l

,
0

11
4

3
:

2
=

+
−

y
x

l
;

)9
,2

(
M

.

Задача  6. [ гл. 2, §1, приклади 9, 12, 13 ].
Задано рівняння площ

ини 
1 P , прямої 

1 L  і точка M
.

Знайти:
1) рівняння площ

ини 
2 P  , щ

о проходить через точку M
 паралельно

площ
ині 

1 P ;
2) рівняння площ

ини 
3 P , щ

о проходить через точку M
 перпендику-

лярно до прямої 
1 L ;

3) рівняння прямої 
2 L , щ

о проходить через точку M
 перпендикулярно

до площ
ини 

1 P ;
4) рівняння прямої 

3 L , щ
о проходить через точку М

 паралельно прямій 
1 L ;

5) точку  N
  перетину прямої 

1 L і площ
ини 

1 P ;

6) відстань від точки  М
  до площ

ини 
)

,
(

:
1

1
P

M
P

ρ
;
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Задача 8. [ гл. 2, §1, приклад 8 ].
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аписати канонічні рівняння прямої  L
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Задача 9. [ гл. 2, §1, приклад 12 ].
Знайти точку M

′, симетричну точці  М
  відносно прямої L
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Задача 11. [ гл. 2, §2, приклади 1,2,4 ].
В
становити тип кривої другого порядку L

 та знайти всі її характерис-
тики: для кола – координати центра та радіус; для еліпса – координати центра,
півосі, ексцентриситет, рівняння директрис; для гіперболи – координати цен-
тра, дійсну та уявну півосі, координати фокусів, ексцентриситет, рівняння ди-
ректрис, рівняння асимптот; для параболи – параметр параболи, координати
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Задача 10. [ гл. 2, §1, приклад 13 ].
Знайти точку M

′, симетричну точці M
 відносно площ

ини P
.
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)0
,3

,2−
−

M
,

0
7

5
3

2
:

=
−

−
−

z
y

x
P

.

24.  
(

)1
,0

,1
−

−
M

,
0

8
4

2
3

:
=

−
−

−
z

y
x

P
.
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  9. 
2

2
2

:
z

y
x

P
=

−
.

   10. 
0

1
1

9
4

:
2

2
2

=
−

+
−

z
y

x
P

.

11. 
z

x
P

6
:

2
=

.
12. 

)
(

:
2

2
y

x
z

P
+

−
=

.

13. 
2

2
2

:
y

x
z

P
+

+
=

.
14. 

0
9

4
:

2
2

2
=

+
+

−
z

y
x

P
.

15. 
25

:
2

2
=

+
z

x
P

.
16. 

2
2

1
:

y
x

z
P

−
−

=
.

17. 
1

16
25

:
2

2
=

+
z

y
P

.
18. 

4
6

:
2

−
=

x
y

P
.

19. 
1

9
16

:
2

2
=

−
y

x
P

.
20. 

y
z

x
P

12
3

2
:

2
2

=
−

.

21. 
y

z
x

P
12

3
2

:
2

2
−

=
−

.
22. 

12
6

2
:

2
2

2
=

+
−

z
y

x
P

.

23. 
0

4
4

:
2

2
=

−
+

y
x

P
.

24. 
0

6
3

2
:

2
2

2
=

+
−

+
z

z
y

x
P

.

25. 
z

z
y

P
−

=
+

2
2

:
.

26. 
0

1
2

2
:

2
2

=
+

+
+

z
y

x
P

.

27. 
x

a
y

P
=

2
:

.
28. 

0
1

2
2

:
2

2
=

+
+

−
z

y
x

P
.

29. 
4

:
=

zx
P

.
30. 

0
2

2
:

2
2

=
+

+
+

z
x

z
x

P
.

31. 
x

a
y

x
P

=
+

2
2

:
.

§2. Індивідуальне завдання 2.

В
изначники. М

ат
риці. С

ист
ем

и лінійних алгебраїчних
рівнянь

Задача  1. [ гл. 3, §1, приклади 4 – 6 ].
О
бчислити визначник четвертого порядку.

В
аріанти  завдань

  1. 

4
0

3
1

2
1

1
2

1
2

3
0

0
4

1
1−

−
−

 .
2. 

2
5

3
1

1
6

5
2

4
0

2
1

0
3

2
1

−
−

 .
3. 

3
3

4
2

1
1

2
1

0
2

1
3

2
1

0
4

− −
−

 .

14. 
0

367
90

32
9

16
:

2
2

=
−

+
+

+
−

y
x

y
x

L
.

15. 
y

y
x

L
+

−
=

2
4 1

:
.

16. 
0

32
8

12
4

3
:

2
2

=
−

−
+

+
y

x
y

x
L

.

17. 
0

199
64

18
16

9
:

2
2

=
+

−
−

+
−

y
x

y
x

L
.

18. 
14

12
2

:
2

+
−

=
x

x
y

L
.

19. 
0

3
4

2
:

2
2

=
−

+
−

y
x

x
L

.

20. 
0

3
2

4
:

2
2

=
−

+
−

y
y

x
L

.

21. 
6

8
4

:
2

+
−

=
x

x
y

L
.

22. 
0

4
4

2
:

2
2

=
−

+
+

y
x

y
x

L
.

23. 
0

2
9

6
3

2
:

2
2

=
−

+
−

−
y

x
y

x
L

.

24. 
0

1
2

4
4

:
2

=
−

+
+

y
x

x
L

.

25. 
0

25
,1

5
3

:
2

2
=

+
−

−
+

y
x

y
x

L
.

26. 
0

6
3

6
2

:
2

=
+

+
+

y
x

x
L

.

27. 
0

8
6

8
4

:
2

2
=

−
−

+
+

−
y

x
y

x
L

.

28. 
0

2
4

6
4

9
:

2
2

=
−

−
+

+
y

x
y

x
L

.

29. 
0

4
3

2
:

2
=

+
−

+
y

y
x

L
.

30. 
0

5
8

4
:

2
2

=
−

+
−

y
y

x
L

.

31. 
0

8
4

:
2

2
=

+
−

y
x

x
L

.

Задача 12. [ гл. 2, §2, приклади 5 – 9 ].
В
становити тип заданої поверхні P

 та побудувати її.

В
аріанти завдань

  1. 
z

a
z

y
x

P
2

:
2

2
2

=
+

+
.

  2. 
2

4
:

x
z

P
−

=
.

  3. 
z

a
y

x
P

2
:

2
2

=
+

.
  4. 

z
z

y
P

4
:

2
2

=
+

.

  5. 
z

a
z

x
P

2
:

2
2

=
+

.
  6. 

0
:

2
2

2
=

−
+

z
y

x
P

.

  7. 
z

a
y

x
P

2
:

2
2

=
−

.
  8. 

0
4

:
2

2
2

=
−

+
x

z
y

P
.
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25. 

4
1

1
1

4
0

1
2

1
3

2
1

3
1

1
1

−
− −

−

 .
 26. 

2
1

3
2

0
1

2
1

1
0

1
2

1
2

1
3

−
−

− −

 .
 27. 

4
0

3
1

0
2

2
1

3
1

2
1

3
0

2
1−

−
−

−

 .

28. 

3
2

4
2

3
1

0
4

4
1

7
4

2
1

3
2

−
−

−

 .
 29. 

0
1

2
6

1
2

3
6

4
1

2
3

5
0

1
3

−
−

−
−

 .
 30. 

11
2

10
3

4
5

7
2

3
2

3
1

5
4

3
2

−
−

 .

31. 

1
3

1
4

2
0

1
1

4
1

5
0

5
1

3
2

− − −

 .

Задача 2. [ гл. 3, §2, приклади 1,3 ].
Знайти матрицю

 С, виконавш
и вказані операції над матрицями  А  та  В.

В
аріанти завдань

  1. 
(

)B
B

A
C

+
=

2
;

   

   −
=

0
3

0
4

2
1

1
3

2
A

,
   

   −
=

2
1

5
1

0
1

1
7

2
B

.

  2. 
(

)B
A

A
C

+
=

2
;

   

   
−

=
2

1
0

0
1

4
1

3
2

A
,

   

   
=

5
3

4
3

7
2

7
8

0
B

.

  3. 
(

)B
A

A
C

+
=

2
;

   

   

− −
=

0
2

3
2

1
1

0
2

4
A

,
   

   
−

=
4

3
0

3
4

2
6

2
0

B
.

  4. 
(

)A
B

B
C

2
3

−
=

;
   

   
−

=
1

1
1

1
0

2
0

1
1

A
,

   

   − −
−

=
0

0
3

0
2

1
1

3
5

B
.

  4. 

8
1

5
3

0
2

4
2

2
1

3
1

3
0

2
1

−
− − −

−

 .
5. 

3
10

1
6

1
9

3
4

3
8

1
2

0
4

0
2

−
−

 .     6. 

1
1

2
3

2
0

1
1

1
3

0
2

1
1

1
1

−
−

−
−

 .

  7. 

2
1

3
0

0
2

2
1

2
1

1
1

4
3

1
3−

− −

 .
8. 

3
7

1
3

2
5

3
2

1
2

3
1

0
3

2
1

− −
−

−
−

−

 .
9. 

6
5

3
2

4
3

2
1

8
7

4
3

2
2

1
1

−
−

−
−

−
−

−

 .

10. 

1
2

4
9

5
1

2
6

3
1

1
3

0
1

0
3

−
−

 .
 11. 

3
3

3
4

2
0

8
3

9
8

5
2

4
3

2
1

 .
 12. 

15
5

7
3

12
3

1
2

4
1

2
1

5
1

3
1

−
−

− −
−

 .

13. 

3
5

4
2

4
3

2
3

1
2

2
4

2
3

4
5

 .
 14. 

3
2

1
1

8
6

4
2

7
0

4
3

1
2

3
4

 .
 15. 

0
1

3
3

1
3

1
2

4
0

2
1

3
2

1
0−

− −
 .

16. 

1
1

3
2

0
3

2
2

1
1

0
4

3
1

1
2

−
−

−

 .
 17. 

1
2

1
3

5
0

2
3

0
1

4
6

3
2

1
3

−
−

−
 .

 18. 

0
6

1
2

1
1

3
1

2
1

0
1

4
3

2
1

−
−

−
 .

19. 

4
3

2
1

1
0

1
1

2
2

1
0

1
1

0
2−

−

−

 .
 20. 

1
0

3
1

1
1

1
2

0
3

2
1

4
0

1
1

−
−

−
−

 .
 21. 

1
1

0
2

2
2

1
3

1
1

1
2

1
0

1
3

−
−

−
−

 .

22. 

1
2

4
0

2
3

1
1

4
0

2
1

0
7

1
3

−
−

−
−

 .
 23. 

1
2

3
2

4
0

1
2

1
3

2
0

3
2

1
1

−
−

−

 .
 24. 

3
0

1
2

0
1

1
2

1
1

3
0

2
1

1
4

−

−

 .
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14. 
(

)
A

B
A

C
2

−
=

;
   

   

−
−

−
−

=
0

1
2

1
2

0
3

1
5

A
,

   

   
− −

=
3

1
0

2
1

1
2

0
3

B
.

15. 
(

)B
B

A
C

2
−

=
;

   

   
−

=
2

1
1

0
2

4
5

2
3

A
,

   

   

−
− −

=
4

3
1

2
3

0
4

2
1

B
.

16. 
(

)A
B

A
C

−
=

2
;

   

   

− −
=

1
5

3
4

0
2

1
3

0
A

,
   

   
−

−
=

2
0

5
0

2
3

1
4

1
B

.

17. 
(

)B
A

A
C

+
=

2
;

   

   
−

=
1

1
0

2
1

2
2

4
1

A
,

   

   

− −
=

5
4

2
1

1
4

2
0

4
B

.

18. 
(

)B
B

A
C

−
=

3
;

   

   

− −
=

2
1

0
0

2
3

1
2

4
A

,
   

   

− −
−

=
1

0
1

2
1

5
2

0
2

B
.

19. 
(

)A
B

A
C

−
=

2
;

   

   

− −
=

1
3

1
1

0
2

3
0

1
A

,
   

   

−
−

−
=

1
1

3
2

1
0

2
5

7
B

.

20. 
(

)B
A

B
C

2
+

=
;

   

   
− −

=
3

0
2

0
1

1
0

3
7

A
,

   

    −
=

1
2

3
1

0
1

1
2

4
B

.

21. 
(

)A
A

B
C

−
=

2
;

   

   
− −

=
0

1
0

5
1

5
3

5
2

A
,

   

   
− −

=
1

0
0

1
2

1
0

2
1

B
.

22. 
(

)B
B

A
C

+
=

3
;

   

   −
=

1
1

2
1

2
1

0
1

1
A

,
   

   
=

1
0

0
1

1
0

1
1

4
B

.

 5. 
(

)A
B

B
C

−
=

2
;

   

   
−

−
=

1
0

5
2

1
0

1
2

3
A

,
   

   −
−

−
=

4
1

3
2

1
2

1
3

0
B

.

  6. 
(

)B
A

A
C

−
=

2
;

   

   

−
− −

=
0

1
2

2
0

1
5

4
3

A
,

   

   

−
−

−
=

0
1

3
2

1
1

2
1

0
B

.

  7. 
(

)B
A

B
C

3
−

=
;

   

   

−
− −

=
1

2
1

3
0

1
6

5
4

A
,

   

   
−

−
=

2
1

3
2

0
1

2
1

0
B

.

  8. 
(

)B
A

B
C

2
+

=
;

   

   
− −

=
3

0
2

0
1

1
0

3
7

A
,

   

    −
=

1
2

3
1

0
1

1
2

4
B

.

  9. 
(

)A
B

A
C

−
=

2
2

;
   

   −

−
=

7
0

1
2

0
4

1
3

2
A

,
   

   

−

−
=

4
2

2
3

1
0

5
0

1
B

.

10. 
(

)B
B

A
C

2
+

=
;

   

   
−

−
=

0
2

4
0

1
3

2
5

4
A

,
   

   
−

=
3

0
5

3
1

0
1

1
2

B
.

11. 
(

)A
B

A
C

−
=

2
;

   

   
−

−
=

2
1

0
1

2
1

7
1

5
A

,
   

   
=

1
2

0
0

1
3

1
4

2
B

.

12. 
(

)B
A

B
C

3
−

=
;

   

   
−

−
=

1
1

1
1

2
7

0
2

7
A

,
   

   
−

=
1

1
3

2
0

1
3

2
0

B
.

13. 
(

)B
A

A
C

+
=

2
;

   

   
=

2
3

7
1

4
0

0
2

5
A

,
   

   
−

−
−

=
3

1
2

0
2

1
1

0
3

B
.
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Задача 3. [ гл. 3, §2, приклад 4 ].
Знайти значення многочлена  

)
(x

f
 при  

A
x

=
, де A

 − задана матриця.

В
аріанти завдань

  1.
1

4
)

(
2

+
+

=
x

x
x

f
,

  2.
5

3
2

)
(

2
+

−
=

x
x

x
f

,

   

   −
−

=
1

0
1

2
0

0
3

2
1

A
.

   

   

−
−

=
4

0
2

3
2

0
0

1
5

A
.

  3.
1

3
)

(
2

−
−

=
x

x
x

f
,

  4.
3

2
)

(
2

+
−

=
x

x
x

f
,

   

   
−

=
0

1
0

3
0

2
2

2
1

A
.

   

   
−

=
1

3
0

2
0

1
0

2
0

A
.

  5.
1

2
3

)
(

2
+

+
=

x
x

x
f

,
  6. 

5
2

2
)

(
2

+
−

−
=

x
x

x
f

,

   

   

− −
−

=
1

0
4

3
2

0
0

1
1

A
.

   

   
−

=
1

0
3

0
3

0
1

1
2

A
.

  7.
7

6
)

(
2

−
+

=
x

x
x

f
,

  8.
3

2
3

)
(

2
−

+
=

x
x

x
f

,

   

   

− −
=

0
2

4
2

1
0

3
2

0
A

.
   

   
−

=
4

0
0

1
5

0
1

3
2

A
.

  9.
6

5
)

(
2

−
+

=
x

x
x

f
,

10.
5

4
)

(
2

+
−

−
=

x
x

x
f

,

   

   

− −
−

=
1

5
0

4
0

3
1

2
1

A
.

   

   

−
−

=
1

2
0

3
0

1
0

6
5

A
.

11.
1

5
4

)
(

2
+

−
=

x
x

x
f

,
12.

3
5

)
(

2
+

−
=

x
x

x
f

,

   

   
−

−
=

4
2

0
1

1
2

3
2

1
A

.
   

   

− − −
=

2
5

3
1

4
2

3
2

1
A

.

23. 
(

)B
A

A
C

+
=

2
;

   

   

−
−

−
=

1
1

3
0

1
2

6
2

1
A

,
   

   
− −

=
1

0
0

1
1

2
1

1
2

B
.

24. 
(

)A
B

B
C

3
2

−
=

;
   

   
=

1
0

0
0

1
1

0
0

1
A

,
   

   

− − −
=

0
1

2
5

2
4

3
1

2
B

.

25. 
(

)A
B

A
C

+
=

2
;

   

   
−

=
1

1
1

1
1

2
2

1
1

A
,

   

   
−

=
1

0
2

1
0

0
6

1
1

B
.

26. 
(

)B
A

B
C

−
=

2
;

   

   
−

−
=

3
0

3
2

1
2

0
1

4
A

,
   

   −
−

=
2

0
3

3
1

1
1

0
2

B
.

27. 
(

)B
B

A
C
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Задача 4. [ гл. 3, §3, приклад 2 ].
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Задача 5. [ гл. 3, §3, приклад 3 ].
Д
ослідити сумісність системи і у випадку сумісності знайти загаль-

ний розв’язок та один частинний розв’язок системи. В
иконати перевірку пра-
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Задача 6. [ гл. 3, §3, приклади 5, 4 ].
Д
ослідити, чи має нетривіальні розв’язки однорідна система рівнянь.

У
 випадку позитивної відповіді, знайти її загальний розв’язок. Записати та-

кож
 фундаментальну систему розв’язків. В

иконати перевірку правильності
фундаментальної системи розв’язків.
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Лінійна алгебра

Задача 1. [ гл. 4, §1, приклад 8 ].
Знайти який-небудь базис та визначити вимірність лінійного простору

розв’язків системи.
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−
= ′

,

3
2

1
2

2e
e

e
e

−
+

−
= ′

, 
3

2
1

3
2

e
e

e
e

+
+

−
= ′

, якщ
о ця матриця задана в базисі

)
,

,
(

3
2

1
e

e
e

.

В
аріанти завдань

  1. 
   

   

−
−

=
2

1
1

0
1

3
2

0
1

A
.

  2. 
   

   

−
=

2
1

1
0

0
3

3
1

2
A

.
  3. 

   

   

−
−

=
2

1
2

0
1

4
3

2
0

A
.
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17. О
ператор дзеркального відображення відносно площ

ини 
0

=
+

y
x

.

18. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини 

0
=

−
z

y
.

19. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
+

y
x

.

20. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
−

z
x

.

21. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини 

0
=

+
z

x
.

22. О
ператор повороту відносно осі O

z  в додатному напрямку на кут 2 π
.

23. О
ператор проектування на площ

ину  
0

3
=

+
z

y
.

24. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини O

xz .

25. О
ператор повороту в додатному напрямку відносно осі O

y  на кут 2 π
.

26. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
+

z
x

.

27. О
ператор проектування на площ

ину  
0

3
=

+
z

y
.

28. О
ператор проектування на площ

ину  
0

3
=

+
z

x
.

29. О
ператор проектування на площ

ину  
0

3
=

+
y

x
.

30. О
ператор повороту відносно осі O

z  в додатному напрямку на кут 2 π
.

31. О
ператор проектування на площ

ину  
0

3
=

−
z

x
.

Задача 7. [ гл. 5, §2, приклади 1 – 7 ].
Знайти власні значення та власні вектори лінійного оператора A

, щ
о

заданий матрицею
 A

. Чи зводиться ця матриця до діагонального вигляду?
У

 випадку позитивної відповіді навести цю
 діагональну матрицю

 та базис, в
якому матриця має діагональний вигляд.

В
аріанти завдань

  1. 
   

   
−

=
0

3
1

3
0

1
2

2
1

A
.

  2. 
   

   

−
−

−
=

1
1

1
0

2
1

0
1

2
A

.
  3. 

   

   

−
−

−
=

2
1

0
1

2
0

1
1

3
A

.

28. 
   

   

−
=

1
1

1
1

0
1

0
1

2
A

.
29. 

   

   −
−

=
1

1
1

1
1

0
0

1
2

A
.

30. 
   

   

−
−

−
=

1
1

1
1

0
1

0
1

2
A

.

31. 
   

   

−
−

=
1

1
1

1
0

1
1

1
0

A
.

Задача 6. [ гл. 5, §1, приклади 1 – 12, 21, 22 ].
Д
овести лінійність заданого оператора, знайти його матрицю

, ядро та
образ, базиси ядра та образу, а також

 ранг і дефект.

В
аріанти завдань

  1. О
ператор проектування на вісь  O

x .

  2. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
z

.

  3. О
ператор проектування на вісь  O

z .

  4. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини O

yz .

  5. О
ператор проектування на вісь  O

y
.

  6. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
y

.

  7. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини 

0
=

−
y

x
.

  8. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини 

0
=

+
z

y
.

  9. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
−

z
y

.

10. О
ператор проектування на площ

ину  
x

y
3

=
.

11. О
ператор проектування на площ

ину  O
yz .

12. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини 

0
=

−
z

x
.

13. О
ператор дзеркального відображ

ення відносно площ
ини O

xy
.

14. О
ператор повороту відносно осі O

x  на кут 2 π
 в додатному напрямку.

15. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
−

y
x

.

16. О
ператор проектування на площ

ину  
0

=
+

z
y

.
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28. 
   

   
−

−
−

−
=

9
0

0
2

5
2

2
4

7
A

.
29. 

   

   

−
−

−
−

−
−

=
3

13
3

2
3

2
3

2
3

5
3

2
2

2
3

A
.

30. 
   

   

−
− −

=
3

11
3

2
3

2
2

5
2

3
2

3
2

3
19

A
.

31. 
   

   −

−
−

=
3

7
3

2
3

2
0

1
0

3
4

3
2

3
5

A
.

Задача 8. [ гл. 6, §1, приклади 5, 6 ].
Звести квадратичну форму 

)
,

,
(

3
2

1
x

x
x

L
 до канонічного вигляду ме-

тодом Л
агранж

а. В
иписати матрицю

 переходу T
 до канонічного базису та

лінійне перетворення, щ
о зводить до канонічного вигляду.

В
аріанти завдань

1. 
(

)
23

3
2

3
1

2
1

21
3

2
1

4
4

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

=
.

2. 
(

)
23

22
3

1
2

1
21

3
2

1
4

3
8

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
+

+
=

.

3. 
(

)
23

3
2

2
1

21
3

2
1

4
8

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

=
.

4. 
(

)
23

22
3

1
2

1
21

3
2

1
2

3
4

8
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

+
+

+
=

.

5. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
4

3
4

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

.

6. 
(

)
23

3
2

2
1

21
3

2
1

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
=

.

7. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
2

6
3

2
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

−
−

+
+

=
.

8. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
2

3
2

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

.

9. 
(

)
23

3
2

22
3

1
21

3
2

1
4

2
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
−

+
=

.

10. 
(

)
23

3
1

2
1

21
3

2
1

2
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
=

.

11. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
4

12
8

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

+
+

=
.

12. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
4

8
5

8
4

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

.

13. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
8

8
4

8
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

+
+

=
.

  4. 
   

   

−
− −

−
=

4
1

0
1

4
0

1
1

5
A

.
  5. 

   

   

−
−

−
−

−
=

4
2

1
1

5
1

1
2

6
A

.
  6. 

   

   −
− −

=
4

1
2

1
2

2
1

1
3

A
.

  7. 
   

   −
− −

=
2

0
1

1
1

1
1

0
2

A
.

  8. 
   

   −
=

3
1

1
0

2
1

0
1

2
A

.
  9. 

   

   −
=

5
1

1
0

4
1

0
1

4
A

.

10. 
   

   −
−

−
−

=
6

1
2

1
4

2
1

1
5

A
.

11. 
   

   
−

=
3

0
2

2
1

2
4

4
5

A
.

12. 
   

   

− − −
=

3
2

2
2

1
2

2
2

3
A

.

13. 
   

   
−

=
1

2
0

0
3

0
2

2
3

A
.

14. 
   

   
−

=
3

2
0

0
5

0
2

2
5

A
.

15. 
   

   
−

=
5

0
2

2
3

2
4

4
7

A
.

16. 
   

   

− − −
=

5
2

4
4

1
4

6
6

7
A

.
17. 

   

   
−

=
3

2
2

2
3

2
6

6
7

A
.

18. 
   

   

−
− −

=
5

2
2

6
9

6
2

2
13

A
.

19. 
   

   −
−

−
−

−
=

1
3

3
1

5
3

1
3

1
A

.
20. 

   

   
=

3
5

3
2

3
2

3
4

3
7

3
2

0
0

3
A

.     21. 
   

   
=

1
0

0
3

2
3

5
3

4
3

2
3

2
3

7
A

.

22. 
   

   
− −

=
1

0
0

1
2

1
1

1
2

A
.

23. 
   

   

−
−

− −
=

9
3

6
3

1
2

6
2

4
A

.
24. 

   

   

−
−

=
2

1
1

1
2

1
0

0
3

A
.

25. 
   

   

−
− −

=
4

1
1

2
5

2
1

1
6

A
.

26. 
   

   

−
−

=
4

1
1

1
4

1
0

0
5

A
.

27. 
   

   
−

−
=

2
1

1
1

2
1

3
3

4
A

.
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В
аріанти завдань

  1. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
3

2
1

8
4

4
3

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
+

−
=

.

  2. 
(

)
2

1
23

22
21

3
2

1
2

5
2

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
−

+
=

.

  3. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
8

8
8

2
2

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

+
+

+
=

.

  4. 
(

)
3

2
2

1
23

22
21

3
2

1
4

4
2

9
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
+

+
=

.

  5. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
8

8
4

2
4

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

−
+

−
−

=
.

  6. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
6

5
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

−
+

+
=

.

  7. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
4

4
2

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
+

+
+

=
.

  8. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
3

3
2

2 3
3

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
+

−
+

=
.

  9. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
6

6
2

3
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
−

−
−

−
−

=
.

10. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
4

2
4

7
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
−

−
+

−
=

.

11. 
(

)
3

2
23

22
21

3
2

1
2

4
3

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
+

+
=

.

12. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
8

8
8

3
7

3
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

−
−

+
+

−
=

.

13. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
5

4
5

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
−

+
+

=
.

14. 
(

)
3

2
2

1
23

22
21

3
2

1
3 2

8
3 4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

−
+

+
=

.

15. 
(

)
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
6

12
9

9
5

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
−

−
+

+
=

.

16. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
2

2
5

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
−

+
+

=
.

17. 
(

)
3

2
3

1
23

22
21

3
2

1
4

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
−

−
+

=
.

18. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
4

6
4

2
2

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
−

+
−

+
−

=
.

19. 
(

)
3

2
3

1
2

1
23

22
21

3
2

1
2

2
2

4
8

2
3

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
−

−
+

+
=

.

14. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
4

8
5

4
8

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

.

15. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
7

12
5

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

+
+

=
.

16. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
7

16
8

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

+
+

=
.

17. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
4

10
5

2
2

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

+
+

=
.

18. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
6

5
2

4
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

.

19. 
(

)
23

3
2

22
2

1
21

3
2

1
4

2
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

+
+

+
=

.

20. 
(

)
23

3
2

22
3

1
2

1
21

3
2

1
4

2
2

2
,

,
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

+
=

.

21. 
(

)
23

3
2

3
1

2
1

21
3

2
1

2
4

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
L

+
+

+
+

=
.

22. 
(

)
23

22
3

1
2

1
21

3
2

1
2

3
4

4
4

,
,

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

L
+

−
+

+
=

.

23. 
(

)
23

3
1

2
1
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Задача 2. [ гл.8, § 2, приклади 1 – 4 ]
Розв’язати вказані задачі.
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аріанти завдань
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y
−

=
, яка перпендику-

лярна прямій 
0

4
2

=
−

+
y

x
.

13. Н
аписати рівняння дотичної і нормалі до кривої 

)
1

ln(
2

x
x

y
+

=
 в

точці з абсцисою
 

1
0

=
x

.
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14. В
ияснити, в якій точці кривої 

5
7

4 2
+

−
=

x
x

y
 дотична паралельна

прямій 
0

5
2

=
−

−
x

y
, і написати рівняння цієї дотичної.

15. В
ияснити, в якій точці кривої 

4
5

7
2

+
−

=
x

x
y

 дотична перпенди-
кулярна прямій 

0
1

23
=

−
+

x
y

, і написати рівняння цієї дотичної.

16. Знайти точку на кривій 
16

7
2

+
+

−
=

x
x

y
, дотична до якої пара-

лельна прямій 
0

4
3

=
−

−
x

y
, і написати рівняння цієї дотичної.

17. В
ияснити, в яких точках кривої 

4
7

2 5
3

2
3

+
+

−
=

x
x

x
y

 дотична

складає з віссю
 O

x  кут 
4 π

=
ϕ

.

18. В
ияснити, в яких точках кривої 

1
2

3−
=

x
y

 дотична складає з віссю

O
x

 кут 
3 π

=
ϕ

.

19. Н
аписати рівняння дотичної і нормалі до кривої 

x
x

y
cos

sin
+

=
 в

точці з абсцисою
 

4
0

π
=

x
.

20. Н
аписати рівняння дотичної до кривої 

x
e

y
cos

=
, паралельної

прямій 
0

3
=

+
+

x
y

.

21. Н
аписати рівняння дотичної і нормалі до кривої 

3
3

x
x

y
+

=
 в точці

з абсцисою
 

1
0

−
=

x
.

22. Н
аписати рівняння дотичної до кривої 

2 1
1

x
y

−
=

, паралельної

прямій 
0

7
32

2
=

+
+

x
y

.

23. В
 якій точці кривої 

3
2

4x
y

=
 дотична перпендикулярна до прямої

0
1

3
=

−
+

y
x

? Н
аписати рівняння цієї дотичної.

24. В
ияснити, в яких точках кривої 

x
y

2
sin

=
 дотична складає з віссю

O
x

 кут 
4 π

=
ϕ

.

25. Н
аписати рівняння нормалі до кривої 

x
x

y
−

=
, перпендикуляр-

ної до прямої 
0

5
3

4
=

+
−

x
y

.

26. Н
аписати рівняння дотичної і нормалі до кривої 

4 2
2 3

− −
=

x x
y

 в точці

з абсцисою
 

3
0

=
x

.

27. Н
аписати рівняння дотичної і нормалі до кривої 

3
2

1
−

=
x

y
 в точці

з абсцисою
 

1
0

=
x

.

28. Н
аписати рівняння дотичної до кривої 

5
3

2
3

−
−

=
x

x
y

, яка пер-
пендикулярна прямій 

0
1

6
2

=
+

−
y

x
.

29. Н
аписати рівняння дотичної і нормалі до кривої 

4 1
2 3+ +

=
x x

y
 в точці

з абсцисою
 

1
0

−
=

x
.

30. Знайти кути, під якими перетинаю
ться лінії, задані рівняннями

2
x

y
=

 і 
3

2
2

2
=

+
y

x
.

31. Н
а дузі параболи 

2
x

y
=

, щ
о обмеж

ена точками 
)1

,1
(A

, 
)9

,3
(B

,
знайти точку, дотична в якій паралельна хорді AB

.

Задача 3. [ гл.8, § 2, приклади 12 – 17 ]
Знайти границі, використовую

чи правило Л
опіталя.

В
аріанти завдань

  1. а) 
x

x
x

x
x

sin
lim

0
−

−
→

tg
;

б) 
x

x
x

sin

0
lim→

.

  2. а) 
3

lim
x e

x

x
∞

+
→

;
б) 

x
x

x
ln

4
3

0
0

lim
+

+
→

.

  3. а) 
x

x
x

x
3

0
sin arcsin

lim
−

→
;

б) 
x

x
x

−
→

1 1

1
lim

.
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  4. а) 
a

x
a

x
a

x
− −

→

sin
lim

sin
;

б) 
2

1
4

lim
x

x

x
π

→
 

 
π

tg

tg
.

  5. а) 
)

1(
ln

1
lim

0
x x

e
x

x
+

−
+

→

sin
;

б) 
(

)
x

x
x

ln
1

0
0

lim
ctg

+
→

.

  6. а) 
x

x

x
x

x
e

e
e

e
− −

∞
+

→
− +

lim
;

б) 
x

x
x

tg

 
 

→

1
lim

0
.

  7. а) 
x x

x
sin

ln
3

sin
ln

lim
0

0+
→

;
б) 

(
)

x

x
x

sin
ctg

0
lim→

.

  8. а) 
x x

x
2

tg tg
ln

7
ln

lim
0

0+
→

;
б) 

x
x

x
1

lim
∞

→
.

  9. а) 
3

0

sin
lim

x
x

x
x

−
→

;
б) 

π−
π

→

x

x
x

2

2

)
(

lim
tg

.

10. а) 
3

0
lim

x
x

x
x

arctg
−

→
;

б) 
)1

(
ln

1

0
lim

−

→

x
e

x
x

.

11. а) 
x

x
e

x
−

∞
+

→

2
lim

;
б) 

x
x

x
tg

)
(sin

lim
0

→
.

12. а) 
x e

e
x

x

x
sin

lim
0

−

→

−
;

б) 
x

x
x

tg
)

(arcsin
lim

0
→

.

13. а) 
x

x
x

x

7
3

lim
0

−
→

;
б) 

x
x

x
x

e
1

0
)

(
lim

+
→

.

14. а) 
x x

x
arctg

)
1(

ln
lim

0

+
→

;
б) 

x

x
x

−
π

π
→

2

2

)
(cos

lim
.

15. а) 
)

1(
ln

lim
0

x e
e

x
x

x
+ −

−

→
;

б) 
2

sin
lim

0

x

x
x x

1 
 

→
.

16. а) 
3

ln
lim

x
x

x
∞

→
;

б) 
2

3

0
)

2
(cos

lim
x

x
x

→
.

17. а) 
x x

e
x

x
5

sin
1

3
lim

2

3

0

−
−

→
;

б) 
2

4

0
)

5
(cos

lim
x

x
x

→
.

18. а) 
x

x
x

sin
ln

2
1

ln
lim

0
0

+
+

→
;

б) 
x

x
x

1)
(ln

lim
∞

+
→

.

19. а) 
x

e
x

x
7

sin
1

lim
2

0

−
→

;
б) 

2
1

)
2(

lim
x

x
x

π

→
−

tg
.

20. а) 
bx ax

x
cos

1
cos

1
lim

0
− −

→
;

б) 
1 7

1
lim

−
→

x
x

x
.

21. а) 
x x

x
sin

ln ln
lim

0+
→

;
б) 

1
9

1

2
lim

−
→

x
x

x
.

22. а) 
1

2
lim

3
−

−
π

∞
→

x
x

e
x

arctg
;

б) 
2 1

0
lim

x

x
x x

 
 

→

tg
.

23. а) 
x

x
x

π −
+

→
ctg

)1
(

ln
lim

0
1

;
б) 

x

x
x

2

4

)
(

lim
tg

tg
π

→
.

24. а) 
x

x
x

2

)1
(

ln
lim

0
1

π −
+

→
tg

;
б) 

x

x
x

 
 ∞

→

7
cos

lim
.

25. а) 
)

(
ln

)
(

ln
lim

0
a

x
a

x
e

e
a

x
− −

+
→

;
б) 

x
x

x
ln

2
1

6

0
lim

+

+
→

.

26. а) 
x x

x
ctg ln

lim
0+

→
;

б) 
x

x
x

ln 1

0
)

(
lim

2
ctg

+
→

.

27. а) 
x x

x
3

lim
2

tg tg
π

→
;

б) 
x

x
x x

cos
1

1

0
lim

−

→
 

  sin
.

28. а) 
3 ln

lim
x x

x
∞

+
→

;
б) 

2
1/

0
lim

(
)

x
x

x
e

x
→

+
.

29. а) 
x x

x
π −

→
sin 1

lim
1

;
б) 

x

x
x

cos

2

)
2

(
lim

−
π

π
→

.
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30. а) 
3

0

sin
cos

lim
x

x
x

x
x

−
→

;
б) 

x
x

x
x

1)
2

(
lim

+
∞

→
.

31. а) 
x

x
e

e
x

x

x
− −

→
tg tg

0
lim

;
б) 

x

x
x x

  
  

+ +
∞

→
5 1

lim
2 2

.

Задача 4. [ гл.8, § 2, приклади 23 – 26 ]
Д
ослідити функції методами диференціального числення та побуду-

вати їх графіки.

В
аріанти завдань

  1. а) 
x

x
y

2
2

+
=

;
б) 

x
e

y
1−

=
.

  2. а) 
4

2
−

=
x

x
y

;
б) 

)1
(

ln
+

−
=

x
x

y
.

  3. а) 
9

6
4

2
x

x
y

−
=

;
б) 

)1
(

ln
2

+
=

x
y

.

  4. а) 
1

2
2

2

−
+

−
=

x
x

x
y

;
б) 

x
e

x
y

2
)1

(
+

=
.

  5. а) 
3

12
+

=
x

y
;

б) 
1

3
)1

(
+

−
=

x
e

x
y

.

  6. а) 
3 4

1
3

x x
y

+
=

;
б) 

x x
y

ln
=

.

  7. а) 
x

x
y

3
4

−
=

;
б) 

2
2

x
e

x
y

−
=

.

  8. а) 
4

82
−

=
x

y
;

б) 
x

ex
y

−
=

.

  9. а) 
)4

( 16
2

−
=

x
x

y
;

б) 
x x

x
y

ln
+

=
.

10. а) 
2

5
x x

y
+

=
;

б) 
x

e
x

y
−

=
2

.

11. а) 
2

2
1x

x
y

+
=

;
б) 

x
e

x
y

−
=

3
.

12. а) 
2

3

3
x

x
y

−
=

;
б) 

1
1−

=
x

e
y

.

13. а) 
2

1
2

4
x x

y
− −

=
;

б) 
2

2
2x

e
x

y
−

=
.

14. а) 
2

4
1

x
x

y
+

=
;

б) 
x

e
x

y
−

+
=

.

15. а) 
2

4+
+

=
x

x
y

;
б) 

x
e

y
x

=
.

16. а) 
1

3

4−
=

x x
y

;
б) 

2
2

x
x

e
y

−
=

.

17. а) 
4 1

4
x

x
y

+
=

;
б) 

x
x

y
ln

2

2
=

.

18. а) 
3 1

3
x

x
y

−
=

;
б) 

x
x

y
ln

2 1
2

−
=

.

19. а) 
4

12
2

2
−

+
=

x
y

;
б) 

x
x

y
ln

=
.

20. а) 
3

2
)1

(
−

=
x

y
;

б) 
x

x
y

ln
2

=
.

21. а) 
2

4
5

x x
y

−
=

;
б) 

x
x

y
ln

2
=

.

22. а) 
2)1

(
−

=
x

x
y

;
б) 

x
e

y
−

=
2 1

.

23. а) 
2)1

( 2+ +
=

x
x

y
;

б) 
x

e
y

1
=

.

24. а) 
3 2

x x
y

+
=

;
б) 

3
2

2
4

+
−

=
x

x
y

.

25. а) 
2

3
1

x x
y

−
=

;
б) 

5
3

2
2

3
−

+
=

x
x

y
.
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26. а) 
2

4x
x

y
+

=
;

б) 
x

x
x

y
12

9
2

2
3

+
+

=
.

27. а) 
1

22

3+
=

x
x

y
;

б) 
4 7

2
4 1

3
4

+
−

=
x

x
y

.

28. а) 
1 2−

=
x x

y
;

б) 
1

2 1
3 2

2
3

−
+

=
x

x
y

.

29. а) 
1

3
−

+
=

x x
x

y
;

б) 
4

2
2

1
x

x
y

−
+

=
.

30. а) 
2

4+
+

=
x

x
y

;
б) 

4
3

3
2

x
x

y
+

−
=

.

31. а) 
)4

( 16−
=

2
x

x
y

;
б) 

1
3

2
2

3
+

−
=

x
x

y
.

Задача 5. [ гл.8, § 2, приклад 27]
Знайти найменш

е та найбільш
е значення функції на відрізку 

]
,

[
b

a
.

В
аріанти завдань

  1. 
16

16
2

−
+

=
x

x
y

,
]4

,1
[

.
  2. 

5
4

+
−

=
x

x
y

,
]4

,0
[

.

  3. 
2)2

(
4

3
+

−
−

=
x

x
y

,
]2

,1
[ −

.
  4. 

)2
2

(
ln

2
+

−
=

x
x

y
,

]3
,0

[
.

  5. 
x

x
y

ln
=

,
[1,2].

  6. 
1

3
+

=
x

e
x

y
,

]0
,4

[ −
.

  7. 
1

32
+

=
x

x
y

,
]5

,0
[

.
  8. 

2)1
(

1
2

− −
=

x x
y

,
]0

;5
,0

[ −
.

  9. 
4

5
8

x
x

y
−

=
,

]1
,3

[
−

−
.

10. 
1

5
5

3
4

5
+

+
−

=
x

x
x

y
,

]2
,1

[ −
.

11. 
x

e
x

y
−

−
=

)
3(

,
]5

,0
[

.
12. 

4
108

x
x

y
−

=
,

]4
,1

[ −
.

13. 
2

4
4

x x
y

+
=

,
]2

,4
[ −

.
14. 

5
2

)3
(22

2

+
+

+
−

=
x

x
x

y
,

]1
,5

[ −
.

15. 
15

8
42

−
−

=
x

x
y

,
]5

,0
;2

[
−

−
.

16. 
15

4
8

2
−

+
=

x
x

y
,

]2
;5

,0
[

.

17. 
5

2
)3

(22

2

+
−

+
=

x
x

x
y

,
]3

,3
[ −

.
18. 

2
2

)1
(

102
+

+
+

=
x

x
x

y
,

]2
,1

[ −
.

19. 
59

108
2

2
−

+
=

x
x

y
,

]4
,2

[
.

20. 
2

1 10x x
y

+
=

,
]3

,0
[

.

21. 
2 4

4
x

x
y

−
−

=
,

]4
,1

[
.

22. 
2)2

(
4

3
+

−
−

=
x

x
y

,
]2

,1
[−

.

23. 
x

e
x

y
−

+
=

1
)2

(
,

]2
,2

[ −
.

24. 
)4

2
(

ln
2

+
−

=
x

x
y

,
]5

,1
;1

[ −
.

25. 
1

2

3

+
−

=
x

x
x

y
,

]1
,1

[ −
.

26. 
3

x
x

y
−

=
,

]2
,2

[ −
.

27. 
2

3
4

x
x

y
+

=
,

]2
,1

[
.

28. 
2

9
x x

y
−

=
,

]2
,2

[ −
.

29. 
2

4
x

x
e

y
−

=
,

]3
,1

[
.

30. 
4

5
8

x
x

y
−

=
,

]1
,3

[
−

−
.

31. 
1

2
2

2

−
+

−
=

x
x

x
y

,
]3

,1
[ −

.
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П
родовж

ення т
аблиці 1.1

1
2

Координати точки, щ
о

ділить відрізок у даному
віднош

енні λ

1
2

1 r
r

r
+

λ
=

+
λ

;

1
2

1
2

1
2

,
,

1
1

1
x

x
y

y
z

z
x

y
z

+
λ

+
λ

+
λ

=
=

=
+

λ
+

λ
+

λ
.

П
лощ

а паралелограма та
трикутника,
побудованих на векторах
a

 та b

|
|

пар
S

a
b

=
×

;  
1

|
|

2
т
р

S
a

b
=

×
.

О
б’єм паралелепіпеда та

піраміди, побудованих
на векторах 

,
,

a
b

c
|(

,
,

)|
парал

V
a

b
c

=
;  

1
|(

,
,

)|
6

пір
V

a
b

c
=

.

Колінеарність та
ортогональність двох
векторів

||
0,

y
x

z

x
y

z

a
a

a
a

b
a

b
b

b
b

⇔
×

=
=

=
;

(
,

)
0,

0
x

x
y

y
z

z
a

b
a

b
a

b
a

b
a

b
⊥

⇔
=

+
+

=
.

Компланарність трьох
векторів

(
,

,
)

0;
0

x
y

z

x
y

z

x
y

z

a
a

a
a

b
c

b
b

b
c

c
c

=
=

.

Ф
ормули перетворення координат на площ

ині
П
аралельний перенос

початку системи
координат у точку (

,
)

a
b

1
1

1
1

,
.

x
x

a
x

x
a

y
y

b
y

y
b

=
−

=
+







=
−

=
+




П
оворот системи

координат на кут α
1

1
1

1
1

1

cos
sin

cos
sin

sin
cos

,
sin

cos
.

x
x

y
x

x
y

y
x

y
y

x
y

=
α

+
α

=
α

−
α







=
−

α
+

α
=

α
+

α




Загальні формули
(паралельний перенос та
поворот)

11

(
)cos

(
)sin

(
)sin

(
)cos

,
x

x
a

y
b

y
x

a
y

b
=

−
α

+
−

α


=
−

−
α

+
−

α


1
1

1
1

cos
sin

sin
cos

.
x

a
x

y
y

b
x

y
=

+
α

−
α


=

+
α

+
β
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§1. О
сновні ф

орм
ули вект

орної алгебри

Таблиця  1.1
Величина

або співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

С
ума векторів

k
b

a
j

b
a

i
b

a
b

a
z

z
y

y
x

x
)

(
)

(
)

(
+

+
+

+
+

=
+

.

Д
обуток вектора на

число
k

a
j

a
i

a
a

z
y

x
α

+
α

+
α

=
α

.

Скалярний добуток
векторів

.
)

,
(

cos
|

||
|

)
,

(

z
z

y
y

x
x

b
a

b
a

b
a

b
a

b
a

b
a

b
a

+
+

=

ϕ
=

=

Векторний добуток
векторів

z
y

x

z
y

x
b

b
b

a
a

a
k

j
i

b
a

b
a

=
×

= ]
,

[
.

М
іш
аний добуток

векторів
z

y
x

z
y

x

z
y

x

c
c

c
b

b
b

a
a

a
c

b
a

=)
,

,
(

.

П
одвійний векторний

добуток
)

(
)

(
)

(
b

a
c

c
a

b
c

b
a

−
=

×
×

;)
(

)
(

)
(

c
b

a
c

a
b

c
b

a
−

=
×

×
.

Д
овж

ина вектора
2

2
2

)
,

(
z

y
x

a
a

a
a

a
a

+
+

=
=

.

Відстань між
 точками
)

,
,

(
1

1
1

1
z

y
x

M
 та
)

,
,

(
2

2
2

2
z

y
x

M
2

1
2

2
1

2
2

1
2

2
1

)
(

)
(

)
(

)
,

(
z

z
y

y
x

x
M

M
−

+
−

+
−

=
ρ

.

К
ут між векторами

|
||

|
)

,
(

cos
b

a
b

a
=

ϕ
;

2
2

2
2

2
2

cos
z

y
x

z
y

x

z
z

y
y

x
x

b
b

b
a

a
a

b
a

b
a

b
a

+
+

+
+

+
+

=
ϕ

.

§1. О
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П
родовж

ення т
аблиці 2.1

К
ут між прямими 

2
1
та

l
l

 на площ
ині

1
1

1 :
b

x
k

y
l

+
=

2
2

2
:

b
x

k
y

l
+

=
1

2

1
2

1
tg

k
k

k
k+

−
=

ϕ
.

0
:

1
1

1
1

=
+

+
C

y
B

x
A

l
0

:
2

2
2

2
=

+
+

C
y

B
x

A
l

22
22

21
21

2
1

2
1

2
1

2
1

|
||

|
)

,
(

cos
B

A
B

A

B
B

A
A

n
n

n
n

+
+

+
=

=
ϕ

.

П
аралельність та перпендикулярність прямих 

2
1
та

l
l

 на площ
ині

1 l||  
2 l

2
1

l
l

⊥

1
1

1 :
b

x
k

y
l

+
=

2
2

2
:

b
x

k
y

l
+

=
2

1
k

k
=

.
1

2
1

−
=

k
k

.

0
:

1
1

1
1

=
+

+
C

y
B

x
A

l
0

2
1

=
×

n
n

;
0

)
,

(
2

1
=

n
n

;

0
:

2
2

2
2

=
+

+
C

y
B

x
A

l
2 1

2 1
B B

A A
=

.
0

2
1

2
1

=
+

B
B

A
A

.

1

1

1

1
1 :

n
y

y
m

x
x

l
−

=
−

0
2

1
=

×
s

s
;

0
)

,
(

2
1

=
s

s
;

2

2

2

2
2

:
n

y
y

m
x

x
l

−
=

−

2 1

2 1
n n

m m
=

.
0

2
1

2
1

=
+

n
n

m
m

.

Таблиця  2.2 – П
лощ

ина у просторі
Вигляд рівняння
площ

ини P
Н
азва рівняння

П
ояснення

1.
+

−
+

−
)

(
)

(
0

0
y

y
B

x
x

A
0

)
(

0
=

−
+

z
z

C

Рівняння площ
ини, щ

о
проходить через точку

0
M

 перпендикулярно
n

вектора
до

P
z

y
x

M
∈)

,
,

(
0

0
0

0
,

P
n

⊥
, 

)
,

,
(

C
B

A
n

=
.

2.
0

=
+

+
+

D
z

C
y

B
x

A
Загальне рівняння

P
n

⊥
, 

)
,

,
(

C
B

A
n

=
.

3.
1

=
+

+
c z

b y
a x

Рівняння площ
ини у

відрізках
Точки 

)0
,0

,
(a

,
)0

,
,0

(
b

,
P

c
∈)

,0
,0

(
.

4.
0

1
3

1
3

1
3

1
2

1
2

1
2

1
1

1
=

−
−

−
−

−
−

−
−

−

z
z

y
y

x
x

z
z

y
y

x
x

z
z

y
y

x
x

Рівняння площ
ини, щ

о
проходить через задані

3
2

1
,

,
точки

M
M

M

P
z

y
x

M
∈)

,
,

(
1

1
1

1
,P

z
y

x
M

∈)
,

,
(

2
2

2
2

,
P

z
y

x
M

∈)
,

,
(

3
3

3
3

.

§2. О
сновні ф

орм
ули аналіт

ичної геом
ет

рії

Таблиця  2.1 – П
ряма на площ

ині
Вигляд рівняння

прямої l
Н
азва рівняння

П
ояснення

1.
0

)
(

)
(

0
0

=
−

+
−

y
y

B
x

x
A

Рівняння прямої, щ
о

проходить через
точку 

)
,

(
0

0
0

y
x

M
перпендикулярно до
вектора  n

l
n

⊥
; 

)
,

(
B

A
n

=
,

l
M

∈0
.

2.
0

=
+

+
C

y
B

x
A

Загальне рівняння
l

n
⊥

, 
)

,
(

B
A

n
=

3.
b

kx
y

+
=

Рівняння прямої з
кутовим
коефіцієнтом

α
=

tg
k

 – кутовий кое-

фіцієнт, 
)

,
(

O
x

l
∧

=
α

;
точка 

l
b

∈)
,0

(
.

4.
(

)0
0

x
x

k
y

y
−

=
−

Рівняння прямої, щ
о

має кутовий
коефіцієнт  k  та
проходить через
задану точку

l
y

x
M

∈)
,

(
0

0
0

,

α
=

tg
k

, 
)

,
(

O
x

l
∧

=
α

.

5.
n y

y
m x

x
0

0
−

=
−

Канонічне рівняння
прямої

l
y

x
M

∈)
,

(
0

0
0

,
l

s||
; 

)
,

(
n

m
s

=
.

6.
  

+
=

+
=

. ;

0 0
nt

y
y

m
t

x
x

П
араметричні

рівняння прямої
l

y
x

M
∈)

,
(

0
0

0
,

l
s

||
; 

)
,

(
n

m
s

=
, 

R
∈t

.

7.
1

=
+

b y
a x

Рівняння прямої у
відрізках

Точки 
l

b
a

∈)
,0

(,
)0

,
(

.

8.
1

2

1

1
2

1
y

y
y

y
x

x
x

x
− −

=
− −

Рівняння прямої,
щ
о проходить

через дві точки

l
y

x
M

∈)
,

(
1

1
1

,l
y

x
M

∈)
,

(
2

2
2

.

9.
0

cos
cos

=
−

β
+

α
p

y
x

Н
ормальне

рівняння прямої
l

n
n

⊥
β

α
=

,)
cos

,
cos

(
,

0
)

,
(

≥
ρ

=
l

O
p

.

l
y

x
M

прямої
до

)
,

(
точки

від
В
ідстань

0
0

0

0
:

=
+

+
C

y
B

x
A

l
2

2
0

0
0

)
,

(
B

A

C
y

B
x

A
l

M
+

+
+

=
ρ

.

0
cos

cos
:

=
−

β
+

α
p

y
x

l
p

y
x

l
M

−
β

+
α

=
ρ

cos
cos

)
,

(
0

0
0

.
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П
родовж

ення  т
аблиці 2.3

Відстань від точки 
(

)0
0

0
0

,
,

z
y

x
M

 до прямої  L

p z
z

n y
y

m
x

x
L

1
1

1
:

−
=

−
=

−
|

|
|

|
)

,
(

0
0

s
s

M
A

L
M

×
=

ρ
,

L
z

y
x

A
∈)

,
,

(
1

1
1

, 
)

,
,

(
p

n
m

s
=

.

К
ут між

 прямими 
1 L  та 

2 L

1

1

1

1

1

1
1 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−

2

2

2

2

2

2
2 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−
22

22
22

21
21

21

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

|
||

|
)

,
(

cos
p

n
m

p
n

m

p
p

n
n

m
m

s
s

s
s

+
+

+
+

+
+

=
=

ϕ
.

Q
L

площ
иною

та
прямою

між
Кутp z
z

n y
y

m
x

x
L

1
1

1
:

−
=

−
=

−

0
:

=
+

+
+

D
C

z
By

Ax
Q

2
2

2
2

2
2

|
|

sin
p

n
m

C
B

A

C
p

Bn
Am

+
+

+
+

+
+

=
ϕ

.

Відстань між
 двома мимобіж

ними прямими

1

1

1

1

1

1
1 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−
(

)
|

|
|)

,
,

(|
,

2
1

2
1

2
1

2
1

s
s

s
s

A
A

L
L

×
=

ρ
;

2

2

2

2

2

2
2 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−
1

1
1

1
1

)
,

,
(

L
z

y
x

A
∈

, 
2

2
2

2
2

)
,

,
(

L
z

y
x

A
∈

;
)

,
,

(
1

1
1

1
p

n
m

s
=

, 
)

,
,

(
2

2
2

2
p

n
m

s
=

.

2
1
та

прямих
лярність

перпендику
та

сть
П
аралельні

L
L

2
1 ||L

L
2

1
L

L
⊥

1

1

1

1

1

1
1 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−
0

2
1

=
×

s
s

;
0

)
,

(
2

1
=

s
s

;

2

2

2

2

2

2
2 :

p
z

z
n

y
y

m
x

x
L

−
=

−
=

−

2 1

2 1

2 1
p p

n n
m m

=
=

.
0

2
1

2
1

2
1

=
+

+
p

p
n

n
m

m
.

Q
L

площ
ини

та
прямої

лярність
перпендику

та
сть

П
аралельні

Q
L

||
Q

L
⊥

p z
z

n y
y

m
x

x
L

1
1

1
:

−
=

−
=

−
0

)
,

(
=

n
s

;
0

=
×

n
s

;

0
:

=
+

+
+

D
C

z
By

Ax
Q

0
=

+
+

p
C

n
B

m
A

.
p C

n B
m A

=
=

.

П
родовж

ення т
аблиці 2.2

5.
0

cos
cos

cos
:

=
−γ

+
+

β
+

α
p

z
y

x
P

Н
ормальне рівняння

площ
ини

)
cos

,
cos

,
cos

(
γ

β
α

=
n

,
0

)
,

(
,

≥
ρ

=
⊥

l
O

p
P

n
.

Р
z

y
x

M
площ

ини
до

)
,

,
(

точки
від

В
ідстань

0
0

0
0

0
:

=
+

+
+

D
z

C
y

B
x

A
P

2
2

2
0

0
0

0
)

,
(

C
B

A

D
C

z
By

Ax
P

M
+

+

+
+

+
=

ρ
.

0
cos

      
cos

cos
:

=
−γ

+
+

β
+

α
p

z
y

x
P

p
z

y
x

P
M

−γ
+

β
+

α
=

ρ
cos

cos
cos

)
,

(
0

0
0

0
.

2
1
та

площ
инами

між
К
ут

P
P

0
:

1
1

1
1

1
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

P

0
:

2
2

2
2

2
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

P
22

22
22

21
21

21

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

|
||

|
)

,
(

cos
C

B
A

C
B

A

C
C

B
B

A
A

n
n

n
n

+
+

+
+

+
+

=
=

ϕ

2
1
та

площ
ин

лярність
перпендику

та
сть

П
аралельні

P
P

2
1 ||P

P
2

1
P

P
⊥

0
:

1
1

1
1

1
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

P
0

2
1

=
×

n
n

;
0

)
,

(
2

1
=

n
n

;

0
:

2
2

2
2

2
=

+
+

+
D

z
C

y
B

x
A

P
2 1

2 1

2 1

C C
B B

A A
=

=
.

0
2

1
2

1
2

1
=

+
+

C
C

B
B

A
A

.

Таблиця  2.3 – П
ряма у просторі

Вигляд рівняння
прямої L

.
Н
азва рівняння

П
ояснення

1.
  

=
+

+
+

=
+

+
+

.0 ,0

2
2

2
2

1
1

1
1

D
z

C
y

B
x

A
D

z
C

y
B

x
A

Загальні рівняння
прямої

П
ряма визначається

перетином двох
непаралельних площ

ин

2.
  

+
=

+
=

+
=

. ; ;

0 0 0

pt
z

z
nt

y
y

m
t

x
x

П
араметричні

рівняння прямої

Точка 
L

z
y

x
A

∈)
,

,
(

0
0

0
,

l
s||

; 
)

,
,

(
p

n
m

s
=

,
R

∈t
.

3.
p z

z
n y

y
m x

x
0

0
0

−
=

−
=

−
Канонічні рівняння
прямої

L
z

y
x

A
∈)

,
,

(
0

0
0

,
l

s||
; 

)
,

,
(

p
n

m
s

=
.

4.
1

2

1

1
2

1

1
2

1
z

z
z

z
y

y
y

y
x

x
x

x
− −

=
− −

=
− −

Рівняння прямої, щ
о

проходить через дві
2

1 ,
точки

M
M

L
z

y
x

M
∈)

,
,

(
1

1
1

1
,L

z
y

x
M

∈)
,

,
(

2
2

2
2

.
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§3. М
ат

риці. С
ист

ем
и лінійних рівнянь

Таблиця  3.1 – Різновиди матриць
Н
азва матриці

Вигляд матриці
1

2

1.
П
рям

окутна,
розміру 

n
m

×
    

    

=

m
n

m
m

n n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A

…
…

…
…

…
… …

2
1

2
22

21

1
12

11

, 
n

m
ij

a
,

)
(

, 
n

m A
×

2.
Транспонована
по віднош

енню
 до

матриці A
    

    

=

m
n

n
n

m m

T

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A

…
…

…
…

…
… …

2
1

2
22

12

1
21

11

3.
К
вадратна,

порядку n
    

    

=

nn
n

n

n n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A

…
…

…
…

…
… …

2
1

2
22

21

1
12

11

, 
n

n
ij

a
,

)
(

, 
n

n
A

×

4.
П
риєднана

до квадратної
матриці A

    

    

=
    

    

=

nn
n

n

n n
T

nn
n

n

n n

A
A

A

A
A

A
A

A
A

A
A

A

A
A

A
A

A
A

A

…
…

…
…

…
… …

…
…

…
…

…
… …

2
1

2
22

12

1
21

11

2
1

2
22

21

1
12

11
~

5.
О
бернена до

квадратної матриці A
A

A
A

~
det 1

1
=

−

6.
Н
ульова

    

    

=

0
0

0

0
0

0
0

0
0

O

7.
О
динична

    

    

=

1
0

0

0
1

0
0

0
1

E

8.
Д
іагональна

    

    

=

nn
a

a
a

D

0
0

0
0

0
022

11

,
(

)
nn

a
a

a
D

...,
,

,
diag

22
11

=

Таблиця  2.4 – К
риві другого порядку

Н
азва кривої

Канонічне рівняння
1.

Коло
2

2
2

r
y

x
=

+

2.
Еліпс

1
2 2

2 2
=

+
b y

a x

3.
Гіпербола

1
2 2

2 2
=

−
b y

a x

4.
П
арабола

x
p

y
2

2
=

,   
0

>
p

Таблиця  2.5 – П
оверхні другого порядку

Н
азва поверхні

Канонічне рівняння
1.

Сфера
2

2
2

2
R

z
y

x
=

+
+

2.
Еліпсоїд

1
2 2

2 2

2 2
=

+
+

c z
b y

a x

3.
Гіперболоїди:
а) однопорож

нинний
       гіперболоїд

б) двопорож
нинний

    гіперболоїд

1
2 2

2 2

2 2
=

−
+

c z
b y

a x

 
1

2 2

2 2

2 2
−

=
−

+
c z

b y
a x

4.
П
араболоїди:
а) еліптичний
    параболоїд

б) гіперболічний
    параболоїд

z
q y

p x
2

2
2

=
+

,   
0

>
qp

z
q y

p x
2

2
2

=
−

,   
0

>
qp

5.
Ц
иліндри
а) еліптичний

б) гіперболічний

в) параболічний

1
2 2

2 2
=

+
b y

a x
   

z
∀

1
2 2

2 2
=

−
b y

a x
   

z
∀

x
p

y
2

2
=

       
z

∀

6.
Конічна поверхня

0
2 2

2 2

2 2
=

−
+

c z
b y

a x
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1
2

15.
К
омплексна

i
B

A
C

+
=

,   А, B – дійсні матриці

16.
Комплексно-
спряж

ена
до матриці C

i
B

A
C

−
=

,   А, B – дійсні матриці

17.
С
пряж

ена
до матриці C

T
C

C
= *

18.
С
иметрична

T
A

A
=

,   
ji

ij
a

a
=

19.
К
ососиметрична

T
A

A
−

=
,   

ji
ij

a
a

−
=

20.
О
ртогональна

E
A

A
A

A
T

T
=

=
,   

1−
=

A
A

T

21.
Ермітова

*
A

A
=

,   
ji

ij
a

a
=

22.
К
осоермітова

*
A

A
−

=
,   

ji
ij

a
a

−
=

23.
У
нітарна

E
A

A
A

A
=

=
*

*
,   

1
*

−
=

A
A

24.
К
літина Ж

ордана
m

- го порядку з влас-
ним значенням λ

        

        

λ
λ

λ
λ

λ

=
λ

0
0

0
0

1
0

0
0

0
0

0
0

0
0

1
0

0
0

0
1

)
(

m
G

25.
М
атриця Ж

ордана
,

)
(

)
(

)
(

   

))
(

,
,)

(
,)

(
(

2

1

2
1

2

1

2
1

     

     

λ

λ
λ

=

=
λ

λ
λ

=

k
m

m

m

k
m

m
m

k

kG
O

O

O
G

O
O

O
G

G
G

G
G

…

(
)i

m
i

G
λ

 – клітини Ж
ордана,

 O
 – нульова матриця

П
родовж

ення т
аблиці 3.1

1
2

9.
Верхня трикутна

     

     

=

nn n n

a a
a

a
a

a

A

… …
…

…

…

0
0 0

2
22

1
12

11

10.
Н
иж

ня трикутна

      

      

=

nn
n

n
a

a
a

a
a a

A

2
1

22
21 11

0 0
0

11.
Трапецієвидна

           

           

=
+ + +

0
0

0
0

0

0
0

0
0

0

0
0 0

1

2
1

2
2

22

1
1

1
1

12
11

rn
rr

rr

n
r

r

n
r

r

a
a

a

a
a

a
a

a
a

a
a

a

A
,

0
≠

ii
a

, при 
r

i
,1

=

12.
Б
лочна

  
  

=
F

D

C
B

A
, B, C, D

, F – матриці

13.
К
вазидіагональна

   

   
=

C
O

O
O

B
O

O
O

A
A

, А, B, C
 – матриці,

О
 – нульова матриця

14.
К
вазитрикутна

   

   
=

G
O

O
F

D
O

C
B

A
A

, А, B, C
, D

, F, G
 – матриці,

O
 – нульова матриця
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  П
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ення т
аблиці 3.2

1
2

Квадратна система
лінійних алгебраїчних
рівнянь

    

=
+

+
+

=
+

+
+

=
+

+
+

. . . 
. .

. . 
. . 

. . 
. . 

. . 
. .

. . 
. .

. . 
. . 

. . 
. . 

. .
 . .

 . .
 . .

 . .
 .

; ;

2
2

1
1

2
2

2
22

1
21

1
1

2
12

1
11

n
n

nn
n

n

n
n

n
n

b
x

a
x

a
x

a

b
x

a
x

a
x

a
b

x
a

x
a

x
a

Квадратна система має
єдиний розв’язок

0
det

≠
A

Квадратна система має
безліч розв’язків

0
det

=
A

, 
n

r
A

A
<

=
=

R
g

R
g

Квадратна система
несумісна

0
det

=
A

, 
A

A
R

g
R

g
≠

О
днорідна система рівнянь

0
=

X
A

О
днорідна система має

тільки нульовий розв’язок
n

A
=

R
g

О
днорідна система має

нетривіальні розв’язки
n

r
A

<
=

R
g

Квадратна однорідна
система має тільки
нульовий розв’язок

0
det

≠
A

Квадратна однорідна
система має нетривіальні
розв’язки

0
det

=
A

Структура загального
розв’язку однорідної
системи

∑ −=
=

r
ni

i
i E

c
X

1
,

r
n

E
E

E
−

,
,

,
2

1
…

 – Ф
. С. Р.

r
n

i
ci

−
=

,1
,

 – довільні числа;
n

A
r

<
=

R
g

, n
 – число невідомих.

Структура загального
розв’язку неоднорідної
системи

X
Y

Y
+

=
0

,
де 

0 Y – деякий частинний розв’язок неодно-
рідної системи, 

X
 – загальний розв’язок

відповідної однорідної системи.

Таблиця  3.2 – Різновиди систем лінійних рівнянь, їх сумісність та роз-
в’язки

П
оняття

або співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
орм

ула

1
2

Загальна систем
а

лінійних алгебраїчних
рівнянь

    

=
+

+
+

=
+

+
+

=
+

+
+

.  . .
 . .

 .
. . 

. . 
. . 

. . 
. . 

. .
 . .

 . .
 .

. . 
. . 

. . 
. . 

. .
. . 

. . 
. . 

. . 
.

; ;

2
2

1
1

2
2

2
22

1
21

1
1

2
12

1
11

m
n

m
n

m
m

n
n

n
n

b
x

a
x

a
x

a

b
x

a
x

a
x

a
b

x
a

x
a

x
a

О
сновна матриця

систем
и

    

    

=

m
n

m
m

n n

a
a

a

a
a

a
a

a
a

A

2
1

2
22

21
1

12
11

М
атриця-стовпець

вільних членів
    

    

=

m b b b

B
2 1

М
атриця-стовпець

невідом
их

    

    

=

n x x x

X
2 1

М
атрична ф

орм
а запису

систем
и

B
X

A
=

Розш
ирена м

атриця
систем

и
(

)
    

    

=
=

m
m

n
m

m

n n

b
a

a
a

b
a

a
a

b
a

a
a

B
A

A

2
1

2
2

22
21

1
1

12
11

У
мова сум

існості систем
и

A
A

R
g

R
g

=
С
истем

а має єдиний
розв’язок

n
r

A
A

=
=

=
R

g
R

g

С
истем

а має безліч
розв’язків

n
r

A
A

<
=

=
R

g
R

g

С
истем

а несум
існа

A
A

R
g

R
g

≠
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П
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1
2

1
~)

1
ln(

~
~

arcsin
~

~
sin

~
−

+
x

e
x

x
x

x
x

x
arctg

tg
0

→x
~)

(
~)

(
arcsin

~)
(

~)
(

sin
~)

(
x

u
x

u
x

u
x

u
x

u
arctg

tg

1
~

))
(

1
ln(

~
)

(
−

+
x

u
e

x
u

,
0

)
(

→
x

u
 при 

a
x

→

Еквівалентні
нескінченно

малі

a
x

a
x

ln
~

1−
,   

a x
x

a
ln

~)
1(

log
+

,

x
x

µ
−

+
µ

~1
)

1(
при 

0
→

x
Еквівалентні
нескінченно

великі

n
n

n
n

n
x

a
a

x
a

x
a

x
P

0
1

1
0

~
)

(
+

+
+

=
−

…
при 

∞
→

x

Таблиця
визначеностей

1)
0

,
0

≠
∞

=
c

c
;  2)

∞
=

∞0
;                 3)

0
=

∞ c
;

4)
0

0
=

∞
;             5)

0
,

≠
∞

=
∞⋅

c
c

;   6)
∞

=
∞⋅

∞
;

7)
∞

=
∞

+
∞

;      8)
0

0
=

∞
;                 9)

∞
=

∞
∞

.
Типи

невизначеностей
{

}
{

}
{

}{
}{

} 0
0

0
,

,
1

,
,

0
,

,
0 0

∞
∞

−
∞

∞⋅
  

  
∞ ∞

  
  

∞

Н
еперервність
функції

в точці 
a

x
=

)
(

)
(

lim
a

f
x

f
a

x
=

→

0
)

(
lim

0
=

∆
→

∆
a

f
x

)
(

)0
(

)0
(

a
f

a
f

a
f

=
−

=
+

Розрив перш
ого роду

а) усувний

б) стрибок

)0
(

),
0

(
−

+
∃

a
f

a
f

;
)

(
)0

(
)0

(
a

f
a

f
a

f
≠

−
=

+
або 

(
0)

(
0)

f
a

f
a

+
=

−
, якщ

о функція 
(

)
f

x
невизначена при x

a
=

;
)0

(
)0

(
−

≠
+

a
f

a
f

Розрив другого роду
Х
оча б одна з границь

)0
(

),
0

(
−

+
a

f
a

f
не існує або дорівню

є нескінченності.

§4. Границі. Н
еперервніст

ь

Таблиця 4.1
П
оняття
або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться

Ф
ормула

1
2

Число e
e

n

n

n
=

 
 

+
∞

→

1
1

lim

Границя
суми,

добутку,
частки

за умови: 
)

(
lim

x
f

a
x→

∃
,

      
)

(
lim

x
ga

x→
∃

const
=

=
→

→
c

x
f

c
x

f
c

a
x

a
x

),
(

lim
)

(
lim

;)
(

lim
)

(
lim

)]
(

)
(

[
lim

x
g

x
f

x
g

x
f

a
x

a
x

a
x

→
→

→
±

=
±

;

)
(

lim
)

(
lim

)]
(

)
(

[
lim

x
g

x
f

x
g

x
f

a
x

a
x

a
x

→
→

→
⋅

=
⋅

;

0
)

(
lim

,)
(

lim

)
(

lim

)
(

)
(

lim
≠

=
→

→ →

→
x

g
x

g

x
f

x
g

x
f

a
x

a
x

a
x

a
x

П
ерш

а важ
лива

границя
1

sin
lim

0
=

→
x x

x

Н
аслідки з перш

ої
важ

ливої границі
1

arcsin
lim

0
=

→
x

x
x

;

1
lim

0
=

→
x x

x

tg
;       

1
lim

0
=

→
x

x
x

arctg

Д
руга важ

лива
границя

e
x

x

x
=

 
 

+
∞

→

1
1

lim

Н
аслідки з другої

важ
ливої границі

e
x

x
x

=
+

→

1
)

1(
lim

0
;

a
x

x
a

x
ln 1

)
1(

log
lim

0
=

+
→

;
1

)
1(

ln
lim

0
=

+
→

x
x

x
;

a
x

a
x

x
ln

1
lim

0
=

−
→

;
1

1
lim

0
=

−
→

x
e

x

x
;

µ
=

−
+

µ

→
x x

x

1
)

1(
lim

0
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10. 
u

u
u

′
⋅

−
= ′

2
1

1
)

(arcsin
. 

11. 
u

u
u

′
⋅

−
−

= ′
2

1

1
)

(arccos
. 

12. 
u

u
u

′
⋅

+
= ′

2
1

1
)

(arctg
. 

13. 
u

u
u

′
⋅

+
−

= ′
2

1
1

)
(arcctg

. 

14. 
u

u
u

′
⋅

= ′
ch

sh
)

(
. 

15. 
u

u
u

′
⋅

= ′
sh

ch
)

(
. 

16. 
u

u
u

′
⋅

= ′
2

ch
th

1
)

(
. 

17. 
u

u
u

′
⋅

−
= ′

2
sh

cth
1

)
(

. 

Тут 
)

(x
u

u
=

. Якщ
о 

x
x

u
=)

(
, то 

1
)

(
= ′

=
′

x
x

u
. 

Таблиця  5.2 – О
сновні поняття та формули

П
оняття
або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться

Ф
орм

ула

1
2

П
охідна

x y
y

x
∆ ∆

= ′
→

∆
0

lim

Д
иф
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n
n

x
,

,

±
=

1
sin

x
⇔

     
Z

∈
π

+
π

±
=

n
n

x
,

2
2

,

=
0

cosx
 ⇔

    
Z

∈
π

+
π

=
n

n
x

,
2

,

=
1

cosx
⇔

     
Z

∈
π

=
n

n
x

,
2

,

−
=

1
cosx

⇔
     

Z
∈

π
+

π
=

n
n

x
,

2
.

6.3 В
ласт

ивост
і логариф

м
ів

01
. О

сновна логарифмічна тотож
ність :

x
a

a
x

log
=

,   
0

>
x

,  
1

,0
≠

>
a

a
.

02
. Л

огарифм основи дорівню
є одиниці :

1
log

=
a

a
.

03
. Логарифм одиниці дорівню

є нулю
 :

0
1

log
=

a
.

04
. Ф

ормула для логарифма добутку :

2
1

2
1

log
log

)
(

log
x

x
x

x
a

a
a

+
=

,   
0

1
>

x
, 

0
2

>
x

.

05
. Ф

ормула для логарифма частки :2
1

2 1
log

log
log

x
x

x x
a

a
a

−
=

,   
0

1
>

x
, 

0
2

>
x

.

6.2.9 Ф
орм

ули зведення

Н
азва функції не зміню

ється 
Н
азва функції зміню

ється на подібну 

u
 

α
−

 
α

−
π

 
α

+
π

 
α

−
π2

 
α

+
π2

 
α

−
π2 3

 
α

+
π2 3

 

sin 
α

−sin
 

α
sin

 
α

−sin
 

α
cos

 
α

cos
 

α
−cos

 
α

−cos
 

cos 
α

cos
 

α
−cos

 
α

−cos
 

α
sin

 
α

−sin
 

α
−sin

 
α

sin
 

tg
 

α
−tg

 
α

−tg
 

α
tg

 
α

ctg
 

α
−ctg

 
α

ctg
 

α
−ctg

 
ctg 

α
−ctg

 
α

−ctg
 

α
ctg

 
α

tg
 

α
−tg

 
α

tg
 

α
−tg

 

6.2.10 Значення т
ригоном

ет
ричних ф

ункцій

Значення кута α
Ф
у
н
к
ц
ії

град
рад

sinα
cosα

tgα
ctgα

0
0

0
0

1
0

∞

0
30

6 π
12

32
33

3

0
45

4 π
22

22
1

1

0
60

3 π
32

12
3

33

0
90

2 π
1

0
∞

0

0
180

π
0

1−
0

∞

0
270

32 π
1−

0
∞

0

0
360

2π
0

1
0

∞

6.2.11 В
ласт

ивост
і обернених т

ригоном
ет

ричних ф
ункцій

1
,

arcsin
)

(
arcsin

≤
−

=
−

a
a

a
1

,
arccos

)
(

arccos
≤

−
π

=
−

a
a

a
,

)
(

a
a

arctg
arctg

−
=

−
R

∈
a

,
)

(
a

a
arcctg

arcctg
−

π
=

−
R

∈
a

1
,

2
arccos

arcsin
≤

π
=

+
a

a
a

,
2 π

=
+

a
a

arcctg
arctg

 
R

∈
a
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06
. Ф

ормула для логарифма степеня :

x
p

x
a

p
a

log
log

=
,   

0
>

x
, 

R
∈

p
.

0
7

. Ф
ормула переходу до нової основи логарифма :

a x
x

b b
a

log
log

log
=

,   
0

>
x

, 
R

∈b
, 

0
>

b
, 

1
≠

b
.

Зокрема,

a
b

b
a

log 1
log

=
;     

1
log

log
=

⋅
a

b
b

a
.

6.4 П
рогресії

6.5 О
сновні ф

орм
ули ком

бінат
орики. Б

іном
 Н
ью

т
она

Ч
исло перест

ановок з n
 елементів знаходяться за формулою

!
)1

(
2

1
n

n
n

n
=

−
⋅

⋅
⋅

=
…

P
,       

1
!0 =

.

Число розміщ
ень з n  елементів  по m

 елементів знаходяться за формулою

!)
(

!
))

1
(

(
)1

(
m

n
n

m
n

n
n

mn
−

=
−

−
−

=
…

A
.

Число комбінацій з n  елементів  по m
 елементів знаходяться за формулою

m m
n

n
n

m mn
mn

⋅
⋅

⋅
−

−
−

=
=

…
…2

1
))

1
(

(
)1

(
P A

C

або

!)
(!

!
m

n
m

n
mn

−
=

C
,      

1
0

=
=

n
nn

C
C

.

Власт
ивост

і комбінацій:
m

nn
mn

−
=

C
C

;
11

1
++

+
=

+
mn

mn
mn

C
C

C
.

Ф
ормула бінома Н

ью
т
она має вигляд

+
+

=
=

+
−

=

−
∑

b
a

a
b

a
b

a
n

n
n

n
m

m
m

n
mn

n
1

1
0

0
)

(
C

C
 

C
n

n
nn

n
nn

b
ba

C
C

+
+

−
−

1
1

…
,

де  
!)

(!
!

m
n

m
n

mn
−

=
C

 – число  комбінацій  з  n   елементів  по  m
  елементів; 

N
∈

n
.

Сума біноміальних коефіцієнтів 
n

m

mn
2

0
=

∑=
 

C
n

.

6.6 Ч
ислові значення деяких величин

П
означення 
величини 

Числове 
значення 

П
означення 
величини 

Числове 
значення 

π
 

3,14159 
e 

2,71828 
π2

 
6,28318 

e
1

 
0,36788 

2
π

 
1,57080 

2
e

 
7,38906 

3
π

 
1,04720 

e
 

1,64872 

4
π

 
0,78540 

e
lg

 
0,43429 

6
π

 
0,52360 

10
ln

 
2,30258 

π
1

 
0,31831 

1 радіан 
54

71
57

′′
′

o
 

2
π

 
9,86960 

o
1

(град) 
0,0174 (рад) 

π
 

1,77245 
2

 
1,41421 

3
π

 
1,46459 

3
 

1,73205 
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А
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n
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=
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2

n
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 – різниця прогресії

q
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b
n

n
1−

=
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2
n

≥
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Ф
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d

n
a

a
n
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(

1
−

+
=
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1
=

n

1
1

−
=

n
n

q
b

b
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1

=
n

Ф
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их n
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n
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a
S

n
n

2
1 +

=
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,
1 11

≠
− −

=
q

q q
b

S
n

n

Ф
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Ф
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2

n
n

d
a

a
n

−
=

−
≥

1−
=

n n
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q
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2

n
≥
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від 1 до n
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n
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     м

овою
      м

овою
біном Н

ью
тона

бином Н
ью

тона
binom

ial form
ula

блок
блок

block

будь-який, усякий
лю

бой
any, arbitrary

варіація
вариация

variation

вгнутий
вогнуты

й
concavity

вгнутість
вогнутость

concave

В
ейєрш

трас
В
ейерш

трасс
W

eierstrass

векторний добуток
векторное произведение

vector product

векторний простір
векторное пространство

vector space

велика вісь
больш

ая ось
m

ajor axis

величина
величина

quantity, size

величина змінна
величина переменная

variable value

верхній
верхний

upper, top

верхня меж
а;

верхняя граница;
upper bound;

верхня грань
верхняя грань

suprem
um

взагалі
вообщ

е
in general, generally

взаємно однозначна
взаимно однозначное

one-to-one

відповідність
соответствие

correspondence

взаємоспряж
ений

взаимносопряж
ённы

й
self–conjugate

вигляд;
вид;

aspect, form
, view

;
у вигляді;

в виде;
in the form

, as;
явний вигляд

явны
й вид

explicit form
визначник

определитель
determ

inant

використання;
использование;

use, utilization;
повторне

повторное
використання

использование
reuse, reusing

вимагати
требовать

is required

вимірність
размерность

dim
ension

С
ловник  клю

чових  слів

С
ЛО

В
Н
И
К  КЛЮ

Ч
О
В
И
Х  С

ЛІВ

Українською
Російською

А
нглійською

      м
овою

     мовою
      м

овою
абсолю

тний
абсолю

тны
й

absolute

абсциса
абсцисса

abscissa, x–coordinate

адитивність
аддитивность

additivity

аксіома
аксиома

axiom

алгебра
алгебра

algebra

алгебра векторна
алгебра векторная

vector algebra

алгебра лінійна
алгебра линейная

algebra linear

алгебраїчне
алгебраическое

cofactor
доповнення

дополнение
алгебраїчний

алгебраический
algebraic

аналіз;
анализ;

analysis;
математичний аналіз;

математический анализ;
calculus;

гармонічний аналіз
гармонический анализ

harm
onic analysis

аналізувати
анализировать

analyse

аналітична
аналитическая

analytic
геометрія

геометрия
geom

etry
антикомутативність

антикоммутативность
anticom

m
utativity

анулю
вання

аннулирование
annulm

ent

апліката
аппликата

z-coordinate

аргумент
аргумент

argum
ent,

independent variable
арксинус

арксинус
arcsine

арктангенс
арктангенс

arctangent

асимптота
асимптота

asym
ptote

асоціативність
ассоциативность

associativity

базис
базис

basis

біном
бином

binom
ial
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Українською
Російською

А
нглійською

      м
овою

     м
овою

      м
овою

відстань
расстояние

distance

відтворю
вати

воспроизводить
reproduce

вісь
ось

axis

вказівка
указание

indication

вклю
чно

вклю
чительно

inclusively

власне
собственное

eigenvalue,
значення

значение
characteristic value

власний
собственны

й
characteristic

власний вектор
собственны

й вектор
eigenvector

властивість
свойство

property

внаслідок
вследствие

so that, on account of

вперш
е

впервы
е

first, for the first tim
e

вправо, праворуч
вправо

to the right

враховувати
учиты

вать
consider

всередині;
внутри;

in, inside, subsets of;
рівномірно збігається

равномерно сходится
uniform

ly convergent on
всередині D

внутри D
com

pact subsets of D
вступ

введение
introduction

геометричний
геометрический

geom
etric

гіпербола
гипербола

hyperbola

гіперболічний
гиперболический

hyperbolic

головна вісь
главная ось

principal axis

головний;
главны

й;
principal, essential,
m

ain;
головним чином;

главны
м образом;

chiefly, m
ainly;

головна частина
главная часть

principal part
границя

предел
lim

it

граничний перехід
предельны

й переход
passage to the lim

it

громіздкий
громоздкий

cum
bersom

e, bulky

С
ловник  клю

чових  слів

вимірю
вання, вимір;

измерение;
m

easurem
ent,dim

ension;
число вимірів

число измерений
dim

ension
вимога

требование
condition

виняток;
исклю

чение;
exclusion, exception;

за винятком
за исклю

чением
w

ith the exception of
вираз, вираж

ення
вы

раж
ение

expression

висновок;
вы

вод;
conclusion;

робити висновок
делать вы

вод
draw

 a conclusion
виходити;

исходить;
com

e from
, start from

;
вихідний, початковий;

исходны
й;

initial, original, input;
вихідне рівняння;

исходное уравнение;
input equation;

вихідні данні;
исходны

е данны
е;

input data;
вихідна формула;

исходная формула;
assum

ption form
ula;

виходячи
исходя

starting from
,

beginning from
вищ

евикладений;
вы

ш
еизлож

енны
й;

stated above;
вищ

евказаний;
вы

ш
еуказанны

й;
above-m

entioned;
вищ

едоведений;
вы

ш
едоказанны

й;
proved above;

вищ
езгаданий;

вы
ш
еупомянуты

й;
above-cited,
above-m

entioned;
вищ

еописаний;
вы

ш
еописанны

й;
described above;

вищ
енаведений

вы
ш
еприведенны

й
foregoing,
above-m

entioned
вищ

ий
вы

сш
ий

higher

від’ємний;
отрицательны

й;
negative;

від’ємник;
вы

читаемое;
subtrahend;

віднімання;
вы

читание;
subtraction, deduction;

віднімати;
вы

читать;
subtract, deduct;

відняти
вы

честь
subtract

від’ємно
отрицательно

negative
визначений

определённы
й

definite
відновити

восстановить
restore, reestablish

віднош
ення

отнош
ение

ratio, quotient, relation

відповідність;
соответствие;

correspondence;
у відповідності

в соответствии
accordingly

відповідь
ответ

answ
er, reply, response

відрізок
отрезок

segm
ent, closed interval

С
ловник  клю

чових  слів
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Українською
Російською

А
нглійською

      м
овою

     м
овою

      м
овою

дільник
делитель

divisor

Д
іріхле

Д
ирихле

D
irichlet

добування кореня
извлечение корня

taking the root

добуток
произведение

product, com
position

добуток матриць
произведение матриц

m
atrix product

доведемо;
докаж

ем;
w

e shall prove,
let us prove;

доведений;
доказанны

й;
proved;

доведення;
доказательство;

proof, dem
onstration;

доводити
доказы

вать
prove, dem

onstrate

довж
ина

длина
length, path

довизначити
доопределить

define, determ
ine

довідковий
справочны

й
reference

довільний
произвольны

й
arbitrary

додавання
слож

ение
addition, supplem

ent

доданок
слагаемое

addend

додатно
полож

ительно
positive

визначений
определённы

й
definite

додаток
прилож

ение
application, supplem

ent

доповнення
дополнение

adjunct, com
plem

ent

доповнення
дополнение

com
pleting the square

до повного квадрата
до полного квадрата

допоміж
не

вспомогательное
lem

m
a

твердж
ення

утверж
дение

допоміж
ний

вспомогательны
й

auxiliary, subsidiary

дослідж
ення

исследование
investigation, research

достатні
достаточны

е
enough

достатньо;
достаточно;

sufficiently, enough;
достатність

достаточность
sufficiency

достатня умова
достаточное условие

sufficient condition
досягати

достигать
reach, achieve, attain

С
ловник  клю

чових  слів

груба помилка
грубая ош

ибка
gross error

давати
давать

give

Д
аламбер

Д
аламбер

d’A
lem

bert

двічі
дваж

ды
tw

ice

двовимірний
двумерны

й
tw

o-dim
ensional

двократний
двукратны

й
repeated, double

двопорож
нинний

двуполостны
й

hyperboloid of tw
o

гіперболоїд
гиперболоид

sheets
Д
екарт

Д
екарт

D
escartes

декартів
декартов

C
artesian

директриса
директриса

directrix

диференціал;
дифференциал;

differential;
диференцію

вання;
дифференцирование;

differentiation,
derivation;

диференцію
вати;

дифференцировать;
differentiate,
distinguish;

диференційовність;
дифференцируемость;

differentiability;

диференційовний
дифференцируемы

й
differentiable,
differentiated

діагоналізація;
диагонализация;

diagonalization;
діагоналізовний;

диагонализуемы
й;

diagonalizable;
діагоналізовність;

диагонализируемость;
diagonalizability;

діагональ;
диагональ;

diagonal;
діагональний

диагональны
й

diagonal
діаметр

диаметр
diam

eter

дійсна вісь
действительная ось

real axis

дійсний
действительны

й
real, true

дійсно
действительно

really, in fact

ділене
делимое

dividend

ділення
деление

division

діло
дело

business, m
atter, case

С
ловник  клю

чових  слів
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Українською
Російською

А
нглійською

      м
овою

     м
овою

      м
овою

задача
задача

problem
, task

закінчувати
заканчивать

finish, com
plete

закривати
закры

вать
close, shut

залеж
ність

зависимость
dependence, relation

залиш
ковий

остаточны
й

residual, rem
ainder

залиш
ковий член

остаточны
й член

rem
ainder form

заміна;
замена;

substitution, change;
заміна змінних

замена переменны
х

change of variables
замкнений

замкнуты
й

closed, isolated

занумерувати
занумеровать

num
ber, index

запис
запись

notation, listing, w
riting

застосування
применение

application

застосування, додаток
прилож

ение
application, supplem

ent

зафіксувати
зафиксировать

fix, settle

збільш
увати

увеличивать
increase

звичайний
обы

кновенны
й

ordinary, usual

зводити;
приводить;

reduce, bring, perform
;

зводячи подібні
приводя подобны

е
collecting sim

ilar
члени

члены
term

s
згрупувати

сгруппировать
group, arrange into
group

зліва, ліворуч
слева

from
 the left

зменш
уване

уменьш
аемое

m
inuend

зменш
увати

уменьш
ать

reduce

зміна
изменение

change, variation

змінна
переменная

variable, argum
ent

зміст
содерж

ание
contents

знаковизначеність
знакоопределённость

property of having
fixed sign
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дріб;
дробь;

fraction, quotient;
похідна дробу;

производная дроби;
derivative of a quotient;

раціональний дріб;
рациональная дробь;

rational fraction;
правильний дріб

правильная дробь
proper fraction

дробово-раціональний
дробно-рациональны

й
rational, bilinear,
linear fractional

другий
другой

second

дуж
ка

скобка
parenthesis, brace

евклідів
евклидов

Euclidean

ексцентриситет
эксцентриситет

eccentricity

еліпс
эллипс

ellipse

еліпсоїд
эллипсоид

ellipsoid

Ерміт
Э
рмит

H
erm

it

ермітово
эрмитово

H
erm

itian–sym
m

etric
симетричний

симметричны
й

ермітово
эрмитово

skew
–H

erm
itian

кососиметричний
кососимметричны

й
єдиний

единственны
й

unique

єдиність
единственность

uniqueness

Ж
ордан

Ж
ордан

Jordan

ж
орданів блок

ж
орданов блок

Jordan block

ж
орданова клітина

ж
орданова клетка

Jordan box

загальний розв’язок
общ

ее реш
ение

com
plem

entary function,
однорідного рівняння

однородного уравнения
general solution of the
hom

ogeneous equation
загальний;

общ
ий;

com
m

on, general, total;
загальна сума

общ
ая сума

sum
 total

задавати;
задавать;

set, assign, give;
завдання, задання;

задание;
task, job, representation;

задання кривих у
задание кривы

х в
param

etric
параметричній формі

параметрической форме
representation of curves;

заданий;
заданны

й;
given, defined;

задамо
зададим

let us give
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колінеарність
коллинеарность

collinearity

коло
окруж

ность
circle

комбінаторика
комбинаторика

com
binatorial analysis

комбінація, сполучення
сочетание

com
bination, set

компланарний
компланарны

й
coplanar

компланарність
компланарность

coplanarity

комплексний
комплексны

й
com

plex

комплексно-
комплексно-

adjoint m
atrix

спряж
ена матриця

сопряж
енная матрица

комплексно-
комплексно-

com
plex conjugate

спряж
ений

сопряж
енны

й
конічний

конический
conic

конус
конус

cone

координата
координата

coordinate

корінь;
корень;

root, radical;
знак кореня;

знак корня;
radical sign;

квадратний корінь;
квадратны

й корень;
square root;

кубічний корінь;
кубический корень;

cube root;
корінь рівняння

корень уравнения
solution of an
equation,
root of an equation

коротко
коротко

briefly

косоермітів
косоэрмитов

skew
-H

erm
itian

кососиметричний
кососимметрический

skew
-sym

m
etric

К
рамер

К
рамер

C
ram

er

кратний
кратны

й
m

ultiple, divisible

кратність
кратность

m
ultiplicity

крива
кривая

curve

критерій
критерий

criterion

критичний
критический

critical
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знаковизначенний
знакоопределённы

й
of fixed sign

знакозмінний
знакопеременны

й
w

ith alternating signs

знакосталий
знакопостоянны

й
of constant signs

знаменник;
знаменатель;

denom
inator;

загальний знаменник
общ

ий знаменатель
com

m
on denom

inator
знаходж

ення
нахож

дение
determ

ination, finding

значення;
значение;

value, significance;
мати значення;

иметь значение;
to m

ean;
власне значення

собственное значение
eigenvalue

зобразити
изобразить

represent

зростання;
возрастание;

increase, rise, grow
th;

зростати;
возрастать;

increase, grow
, ascend;

зростаю
чий

возрастаю
щ
ий

increasing, grow
ing,

accelerating, ascending
інваріантність

инвариантность
invariance

інверсія
инверсия

inversion

індекс;
индекс;

index;
верхній індекс;

верхний индекс;
superscript;

ниж
ній індекс

ниж
ний индекс

subscript
індукція

индукция
induction, displacem

ent

інтервал
интервал

interval

інтерпретувати
интерпретировать

interpret

ірраціональність
иррациональность

irrationality

канонічний
канонический

canonical, classical

квадрант
квадрант

quadrant

квадрат;
квадрат;

square;
у квадраті;

в квадрате;
squared;

повний квадрат;
полны

й квадрат;
perfect square;

квадратний;
квадратны

й;
square, quadratic;

квадратне рівняння
квадратное уравнение

quadratic equation
кількість

количество
am

ount, quantity,num
ber

класифікація
классификация

classification
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мати місце;
иметь место;

occur, take place;
мати на увазі

иметь в виду
keep in m

ind
матриця

матрица
m

atrix

матриця-рядок
матрица-строка

row
 m

atrix

матриця-стовпець
матрица-столбец

colum
n m

atrix

метод
метод

m
ethod

мимобіж
ні

скрещ
иваю

щ
иеся

skew
 lines

прямі
прямы

е
мінімум

минимум
m

inim
um

мінор
минор

m
inor

міш
аний добуток

смеш
анное произведение

m
ixed product

многочлен
многочлен

polynom
ial

множ
ення

умнож
ение

m
ultiplying

множ
ина

множ
ество

set

множ
ник;

множ
итель;

factor, m
ultiplier;

розкладання
разлож

ение
на множ

ники
на множ

ители
factorization

монотонний
монотонны

й
m

onotone

наближ
ений

приближ
енны

й
approxim

ate

навколо
вокруг

around, round

надавати
придавать

add, attach, give

надавати значення
придавать значение

attach im
portance

найбільш
ий

наибольш
ий

greatest, largest

найменш
ий

наименьш
ий

least, sm
allest

належ
ати

принадлеж
ать

belong, belong to

напрям, напрямок
направление

direction

напрямний
направляю

щ
ий

direction

напрямний косинус
направляю

щ
ий косинус

direction cosine
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К
ронекер

К
ронекер

K
ronecker

круг
круг

circle, disk

куля
ш
ар

ball, solid sphere

кусково-неперервний
кусочно-непреры

вны
й

piecew
ise continuous

кут
угол

angle, corner

кутовий
угловой

angular, corner

кутовий коефіцієнт
угловой коэф

фициент
slope

Л
агранж

;
Л
агранж

;
Lagrange;

теорема Л
агранж

а
теорема Л

агранж
а

Lagrange’s theorem
Л
аплас

Л
аплас

Laplace

лінійна залеж
ність

линейная зависимость
linear dependence

лінійна оболонка
линейная оболочка

linear hull

лінійне
линейное

linear transform
ation

перетворення
преобразование

лінійний
линейны

й
linear, arcw

ise

лінійно незалеж
ний

линейно независимое
linearly independent

розв’язок
реш

ение
solution

лінія
линия

line

лінія пряма, крива
линия прямая, кривая

line axis, curve

логарифм;
логарифм;

logarithm
;

логарифмування
логарифмирование

taking the logarithm
локальний

локальны
й

local

Л
опіталь

Л
опиталь

L’H
ospital

максимум
максимум

m
axim

um
, peak

мала;
малая;

sm
all quantity;

нескінченно мала
бесконечно малая

infinitesim
al

математика;
математика;

m
athem

atics;
математичний

математический
m

athem
atical

мати;
иметь;

have;
мати справу;

иметь дело;
deal, have to

do(w
ith);

мати значення;
иметь значение;

m
ean, have m

eaning;
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нормування
нормирование

norm
alization

нуль
нуль

zero, origin

нульовий
нулевой

zero, null, trivial

нульовий розв’язок
нулевое реш

ение
trivial solution

Н
ью

тон
Н
ью

тон
N

ew
ton

об’єм
объём

volum
e

обвідний
окаймляю

щ
ий

bounding

обгрунтування
обоснование

proof, basis, justification

обернена матриця
обратная матрица

inverse m
atrix,

reciprocal m
atrix

обернений, зворотний;
обратны

й;
inverse, reciprocal;

обернене
обратное

inverse
перетворення;

преобразование;
transform

ation;
обертатися;

обращ
аться;

reduce to revert, turn;
перетворю

ватися в нуль;обращ
аться в нуль;

vanish;
обернення

обращ
ение

conversion, inversion

обернення матриці
обращ

ение матрицы
inversion of m

atrix

обертання
вращ

ение
rotation

обертати
обращ

ать
invert, convert

область;
область;

dom
ain, region, range;

область визначення;
область определения;

dom
ain of definition;

область значень
область значений

range of values
обмеж

ений;
ограниченны

й;
bounded, lim

ited;
обмеж

ений зверху;
ограниченны

й сверху;
bounded above;

обмеж
ений знизу

ограниченны
й снизу

bounded below
образ

образ
im

age

обчислення;
вы

числение;
calculation,
com

putation;
обчислю

вати
вы

числять
calculate, com

pute
одиниця

единица
unit, identity

одинична матриця
единичная матрица

identity m
atrix

одиничне коло
единичны

й круг
unit circle
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невизначеність
неопределенность

indeterm
inacy,

indefiniteness
невиродж

ена
невы

рож
денная

nonsingular m
atrix

матриця
матрица

невиродж
ений

невы
рож

денны
й

nondegenerate

недиференційовність
недифференцируемость

nondifferentiable

недолік
недостаток

deficiency

недопустимий,
недопустимы

й
inadm

issible
неприпустимий
незалеж

ний;
независимы

й;
independent;

незалеж
на величина

независимая величина
independent variable

незростаю
чий

невозрастаю
щ
ий

nonincreasing

некомпланарний
некомпланарны

й
noncoplanar

нелінійний
нелинейны

й
nonlinear

необмеж
ений

неограниченны
й

unlim
ited, unbounded

необхідність
необходимость

necessity

непарний
нечетны

й
odd

нескінченний
бесконечны

й
infinite

нескінченність;
бесконечность;

infinity;
до нескінченності

до бесконечности
ad infinitum

нескінченно
бесконечно

infinitely

нескінченно
бесконечно

point at infinite
віддалена точка

удаленная точка
нескінченно малі

бесконечно малы
е

infinitesim
al

неспадаю
чий

неубы
ваю

щ
ий

nondecreasing

неявний
неявны

й
im

plicit

ниж
ня грань

ниж
няя грань

low
er bound, infim

um

норма
норма

norm

нормаль
нормаль

norm
al

нормувальний
нормирую

щ
ий

norm
alizing

С
ловник  клю

чових  слів



535

Українською
Російською

А
нглійською

      мовою
     м

овою
      м

овою

534

Українською
Російською

А
нглійською

      м
овою

     м
овою

      м
овою

паралелограм
параллелограмм

parallelogram

параметр
параметр

param
eter

параметричний
параметрический

param
etric

парний
чётны

й
even

перевірка
проверка

testing, control, check

перегин;
перегиб;

inflection;
точка перегину

точка перегиба
point of inflection

перегрупування
перегруппировка

regrouping

перелік, перелічення
перечисление

enum
eration, transfer

перелічення,
пересчет

recalculation, recount
перерахування
перемнож

ення
перемнож

ение
m

ultiplication

перенос
перенос

transfer

перепозначати
переобозначить

renam
e

переріз
сечение

cross-section, cut

перестановка
перестановка

perm
utation

перетворення
преобразование

sim
ilarity transform

ation
подібності

подобия
перетворення

преобразование
transform

ation
обернене;

обратное;
inverse;

перетворення Ф
ур’є

преобразование Ф
урье

Fourier transform
ation

перетин;
пересечение;

intersection;

точка перетину
точка пересечения

point of intersection

перехід;
переход;

passage, transfer;
перехід до границі

переход к пределу
passage to the lim

it
періодичний

периодический
periodic, recurrent

перпендикулярність
перпендикулярность

perpendicularity

питання
вопрос

question, problem
, issue

піввісь
полуось

sem
iaxis

півколо
полуокруж

ность
sem

icircle
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одиничний оператор
единичны

й оператор
identity operator

однозначно
однозначно

identically, uniquely

однопорож
нинний

однополостны
й

hyperboloid of one
гіперболоїд

гиперболоид
sheet

однорідний
однородны

й
hom

ogeneous

ознака
признак

indication, sign, m
ark

означений, визначений
определенны

й
definite, defined,
determ

inate, determ
ined

означення;
определение;

definition,determ
ination;

за означенням
по определению

by definition
окіл

окрестность
neighbourhood, vicinity

оператор
оператор

operator

опуклість;
вы

пуклость;
convexity;

опуклий
вы

пуклы
й

convex
ордината

ордината
ordinate, y–coordinate

ортогоналізація
ортогонализация

orthogonalization

ортогональний
ортогональны

й
orthogonal

ортонормований
ортонормированны

й
orthonorm

alized,
orthonorm

al
ортонормування

ортонормирование
orthonorm

alization

особлива точка
особая точка

singular point

особливий
особы

й
singular, particular

остаточний вираз
окончательное

resultant expression
вы

раж
ение

остаточно
окончательно

final, definitive

отж
е

следовательно
consequently, therefore

отримувати
получать

get, obtain, receive

парабола
парабола

parabola

параболоїд
параболоид

paraboloid

паралелепіпед
параллелепипед

parallelepiped
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півкруг
полукруг

half-disk

півпряма
полупрямая

ray, half-line

півсума
полусумма

half-sum

півсфера
полусфера

hem
isphere

підбір
подбор

selection, choice

підібрати
подобрать

select, pickout

підкореневий
подкоренной

subradical

підносити
возводить

raise, erect

підносити до квадрату
возводить в квадрат

square

підносити
возводить

raise to the third pow
er

до третього степеня
в третью

 степень
підпослідовність

подпоследовательность
subsequence

підпростір
подпространство

subspace

підрахунок
подсчет

count, enum
eration

підстановка
подстановка

substitution, perm
utation

підхід
подход

approach

піраміда
пирамида

pyram
id

площ
а

площ
адь

area, space

площ
ина

плоскость
plane, flat, subspace

побудова
построение

structure, construction

поверхня
поверхность

surface

поворот
поворот

turn, rotation

подібне
подобное

sim
ilitude

перетворення
преобразование

подібний
подобны

й
sim

ilar

поділити
разделить

divide, separate

по-друге
во-вторы

х
second, in the second
place

С
ловник  клю

чових  слів

позначення
обозначение

designation, notation

показник;
показатель;

index, exponent;
показник степеня;

показатель степени;
exponent;

показникова функція
показательная функция

exponential function
поле

поле
field

поліном
полином

polynom
ial

помітити
заметить

notice, rem
ark, note

по-перш
е

во-первы
х

in the first place

порівню
вати

сравнивать
com

pare, equal

послідовність
последовательность

sequence, succession

постановка
постановка

statem
ent, posing,

form
ulation

похибка
погреш

ность
error, m

istake

похідна
производная

derivative

початок
начало

beginning, origin

початок координат
начало координат

origin of coordinates

почленно
почленно

term
w

ise

пояснення
пояснение

explanation

правило
правило

rule, principle, law

правило К
рамера

правило К
рамера

C
ram

er’s rule

приєднана
присоединённая

adjoint m
atrix,

матриця
матрица

augm
ented m

atrix
приклад

пример
exam

ple, instance

припущ
ення,

допущ
ение

assum
ption

допущ
ення

прирівню
вати

приравнивать
equate, set equal

приріст
приращ

ение
increm

ent, increase

прогресія
прогрессия

progression
продиференцію

вавш
и

продифференцировав
having differentiated,
after differentiating
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проекція
проекция

projection

прологарифмувати
прологарифмировать

take the logarithm

проміж
ний

промеж
уточны

й
interm

ediate

проміж
ок

промеж
уток

interval, space

пронормувати
пронормировать

norm
alize

пропорційний
пропорциональны

й
proportional

пропорційність
пропорциональность

proportionality

простір
пространство

space

протилеж
ний

противополож
ны

й
opposite, inverse

протиріччя
противоречие

contradiction

прямокутна система
прямоугольная система

C
artesian coordinate

координат
координат

system
прямокутний

прямоугольны
й

rectangular

прямокутний
прямоугольны

й
right-angled triangle

трикутник
треугольник

прямокутник
прямоугольник

rectangle

прямувати, прагнути,
стремиться

strive, try
наближ

атися
радіус

радиус
radius

радіус-вектор
радиус-вектор

radius-vector

ранг матриці
ранг матрицы

rank of m
atrix

раціональний
рациональны

й
rational

результат
результат

result

рекурентна формула
рекуррентная формула

recursion relation

рекурентний
рекуррентны

й
recursion, recurrent

рівний;
равны

й;
equal;

рівність;
равенство;

equality;
знак рівності

знак равенства
equality sign

рівнобедрений
равнобедренны

й
isosceles

рівномірний
равномерны

й
uniform

рівносильний
равносильны

й
equivalence

рівняння
уравнение

equation

різниця
разность

difference, rem
ainder

робити
делать

m
ake

робити висновок
делать вы

вод
conclude

розбіж
ний

расходящ
ийся

divergent

розбіж
ність

расходимость
divergence

розв’язок, розв’язання,
реш

ение
solution, decision

розв’язування
розв’язувальний

разреш
аю

щ
ий

solving, decision

розглядання
рассмотрение

exam
ination,

consideration
розкладання, розклад

разлож
ение

expansion,
decom

position
розкладати

разлагать
expand, factor

розкриття
раскры

тие
uncovering, opening

самоспряж
ений

самосопряж
ённы

й
selfadjoint

середній
средний

m
iddle, average

система
система

class, system

січна
секущ

ая
secant, transversal

скалярний добуток
скалярное произведение

scalar product

скінченний;
конечны

й;
final, finite;

скінченний приріст
конечное приращ

ение
finite increm

ent

складна функція
слож

ная функция
com

posite function

складний
слож

ны
й

com
plicated, com

plex

скористатися
воспользоваться

take advantage of use

спадати
убы

вать
decrease

спадний
убы

ваю
щ
ий

decreasing
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спектр
спектр

spectrum

співвіднош
ення

соотнош
ение

relation

спосіб
способ

w
ay, m

ethod

справа, праворуч
справа

from
 the right

спрощ
ення

упрощ
ение

sim
plification

спрощ
увати

упрощ
ать

sim
plify

сталий
постоянны

й
constant, fixed

стаціонарний
стационарны

й
stationary

степеневий
степенной

pow
er, degree

степінь
степень

pow
er, degree, extent

сума
сумма

sum
, union

сумісний
совместны

й
com

patible

сумісність
совместность

com
patibility

сфера
сфера

sphere

сферичний
сферический

spherical

твірна
образую

щ
ая

generator, elem
ent

твірна циліндра
образую

щ
ая цилиндра

elem
ent of cylinder

теорема
теорема

theorem

тетраедр
тетраэдр

tetrahedron

точка перетину
точка пересечения

point of intersection

точка;
точка;

point, place;
критична точка

критическая точка
critical point

точний
точны

й
precise, exact, explicit

точність
точность

exactness, accuracy

транспонована
транспонированная

transpose m
atrix

матриця
матрица

транспонування
транспонирование

transposition

трапецієвидний
трапециевидны

й
trapezoidal

трапеція
трапеция

trapezium

тривимірний
трёхмерны

й
three-dim

ensional

трикутник
треугольник

triangle

тричлен
трехчлен

trinom
ial

у подальш
ому

впоследствии
afterw

ards, later on

узагальнення
обобщ

ение
generalization,
extension

указати
указать

indicate, find,
determ

ine
умова;

условие;
condition;

достатня умова;
достаточное условие;

sufficient condition;
необхідна умова

необходимое условие
necessary condition

умовний
условны

й
conditional

унітарний
унитарны

й
unitary

унітарність матриць
унитарность матриц

unitary property of
m

atrix
фігура

фигура
figure

фокус
фокус

focus

формула
формула

form
ula

фундаментальний
фундаментальны

й
fundam

ental

функціональний
функциональны

й
functional

функція;
функция;

function;
обернена функція

обратная функция
inverse function

циліндр
цилиндр

cylinder

ціле
целое

integer

частина;
часть;

part, side;
права частина;

правая часть;
right part;

ліва частина
левая часть

left part
частковий

частичны
й

partial
чисельник

числитель
num

eration
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число;
число;

num
ber;

натуральне число
натуральное число

natural num
ber

числова пряма
числовая прямая

num
ber line

числовий
числовой

num
erical

член
член

m
em

ber

чудовий, визначний
замечательны

й
rem

arkable, w
onderful

ш
укане

искомое
unknow

n,quantity

ядро
ядро

kernel
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z

,

π
+

π
−

=
k

z
2

2
A

rg
, 

Z
∈
k

. 3.168. а) 
2 3

sin
2 3

cos
π

+
π

i
; б) 

)
sin

(cos
2

π
+

π
i

;

в) 
 

 
π

+
π

3 5
sin

3 5
cos

2
i

; г) 
 

 
π

+
π

4 3
sin

4 3
cos

2
i

; д) 
7 6

sin
7 6

cos
π

+
π

i
;

3.134. 
1

1
1

,
)5

,1
,3

(
E

c
X

E
=

=
Τ

, 
R

∈1
c

. 
3.135. 

,
)0

,1
,2

(
1

Τ
=

E
Τ

=
)1

,0
,3

(
2
E

, 
,2

2
1

1
E

c
E

c
X

+
=

 
R

∈2
1 ,c
c

. 3.136. С
истем

а м
ає тільки

тривіальний розв’язок. 3.137. 
Τ

−
=

)5
,1

,4
(

1
E

, 
,1

1 E
c

X
=

 
R

∈1
c

.

3.138. 
,

)4 3
,

4 9
,0

,0
,1

(
1

Τ
−

=
E

 
Τ

−
=

)2 1
,

2 3
,0

,1
,0

(
2
E

, 
Τ

−
=

)1
,2

,1
,0

,0
(

3
E

,

,3
3

2
2

1
1

E
c

E
c

E
c

X
+

+
=

 
R

∈3
2

1
,

,
c

c
c

. 
3.139.  

,
2 7,

2 5
,0

,1
1

Τ 
 

−
=

E

Τ
−

=
)7

,5
,1

,0
(

2
E

, 
+

=
1

1 E
c

X
,2

2 E
c

 
R

∈2
1 ,c
c

. 3.140. 
,2

1
=

a
 

,1
1 E
c

X
=

Τ
−

=
)2

,0
,1

(
1
E

;  
,4

2
−

=
a

 
,1

1 E
c

X
=

 
Τ 

 
−

−
=

5 4
,

5 24
,1

1
E

, 
R

∈1
c

,  
0

1
≠

c
.

3.141. 
1

a
=

−
, 

,1
1 E
c

X
=

 
Τ 

 −
=

1,
3 1,3 5

1
E

, 
R

∈1
c

,  
0

1
≠

c
.

3.142. 
,3

3
2

2
1

1
0

E
c

E
c

E
c

X
X

+
+

+
=

 
0
X

,
0,

0,
0,

3 1,3 1
Τ 

 
=

 
,

)0
,0

,1
,1

,0
(

1
Τ

=
E

,
)0

,1,
0,

1,
0(

2
Τ

=
E

 
Τ 

 
−

=
1,

0,
0,

3 5
,3 1

3
E

, 
R

∈3
2

1
,

,
c

c
c

.

3.143. 
,3

3
2

2
1

1
0

E
c

E
c

E
c

X
X

+
+

+
=

  
,

0,
0,

0,
6 1,

3 2
0

Τ 
 

=
X

,
0,

0,
1,

3 2,
3 2

T

1
 

 
=

E
 

T

2
2

1
,

,0,1,0
3

3
E




=
−







, 
T

3
)1

,0
,0

,1
,1

(
=

E
, 

R
∈3

2
1

,
,

c
c

c
.

3.144. 
+

+
+

=
2

2
1

1
0

E
c

E
c

X
X

,4
4

3
3

E
c

E
c

+
 

,
0,

0,
0,

0,
3 1

,3 1
0

Τ 
 

−
=

X

,
)0

,0
,0

,0
,1

,1
(

1
Τ

=
E

 
,

)0
,0

,0
,1

,0
,1

(
2

Τ
−

=
E

 
,

)0
,1

,1
,0

,0
,0

(
3

Τ
=

E

Τ
−

=
)1

,0
,1

,0
,0

,0
(

4
E

, 
R

∈4
3

2
1

,
,

,
c

c
c

c
. 3.145. 

,3
3

2
2

1
1

0
E

c
E

c
E
c

X
X

+
+

+
=

,
0,

0,
0,

2 1
,1

0

Τ 
 

−
=

X
  

,
0,

0,
1,

2 3
,0

1

Τ 
 

−
=

E
  

,
)0

,1
,0

,2
,0

(
2

Τ
−

=
E
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б) частина кільця, обмеж
еного променями 

4 π
=
z

arg
 та 

2 π
=
z

arg
 і колами

радіусів 
1

=
r

, 
2

=
r

 з центром у точці 
i

z
−

=
. 3.179. а) П

івплощ
ина, щ

о
розташ

ована ниж
че прямої 

1
=
y

, вклю
чаю

чи цю
 пряму; б) круг радіуса 1 з

центром у точці 
0

=
z

, вклю
чаю

чи коло; в) внутріш
ня частина круга радіуса

2 з центром у точці 
i

z
−

=
, виклю

чаю
чи його центр і саме коло.

3.180. а) Зовніш
ність кола радіуса 1 з центром у точці 

)0
,1

(
; б) півплощ

и-
на, щ

о знаходиться зліва від уявної осі; в) частина площ
ини зовні параболи

x
y

2
1

2
−

=
, якій належ

ить точка 
1

=
z

. 3.181. а) Коло радіуса 1 з центром в
точці 

0
=
z

 з виколотою
 точкою

 
1−

=
z

; б) коло радіуса a
 з центром в точці

0
=
z

 з виколотою
 точкою

 
a

z
−

=
; в) парабола 

1
2

2
+

=
x

y
.

3.182. а) Гіпербола 
1

=
xy

; б) гіпербола 
1

2
2

=
−
y

x
; в) коло 

1
)1

(
2

2
=

+
+
y

x
.

3.183. Гіпербола 
2 1

2
2

=
−
y

x
. 3.184.  Коло 

4 9
2 1

)1
(

2
2

=
 

 
−

+
+

y
x

.

3.185. а) Коло 
1

2
2

=
+
y

x
; б) пряма, перпендикулярна до відрізка 

2
1 z
z

, яка

проходить через його середину; в) гіпербола 
4 1

2 1
2

2
=

−
 

 
−

y
x

; г) парабола

1
2

2
+

=
x

y
. 3.186. а) 

0
=

−
z

z
 та 

0
=

+
z

z
; б) 

0
)

(
=

−
+

+
z

z
i

z
z

;

в) 
0

)
(

2
)

(
=

−
+

+
+

z
z

i
b

z
z

k
. 3.187. а) 

2
2

2
2a

z
z

=
+

; б) 
0

=
+

+
⋅

z
z

z
z

.

Г л а в а  4

4.4. Так, якщ
о пряма проходить через початок координат. 4.5. Н

і.

4.6. T
′

→β
β

   

   

−
−

−
=

1
0

0
2

1
1

1
1

1
, 

   

   

−
−

= ′

2 2
3

2
1

X
. 

4.7.T
′

→β
β

   

   

−
−

−
=

1
0

0
0

1
0

0
0

1
,

   

   − −
= ′

1 2 1
X

. 4.8. T
′

→β
β

   

   
=

0
1

0
0

0
1

1
0

0
, 

   

    −
= ′

1 1 2
X

. 4.9. а) Так;  б) так;  в) ні;

г) ні. 4.10. а) Так;  б) ні;  в) так. 4.11. а) Так;  б) ні;  в) так;  г) ні;  д) так.

е) 
6

sin
6

cos
π

+
π

i
. 3.169. а) 

1728
−

; б) 
)

3
1(

2
9

i
−

; в) 
)

3
1(

2
19

i
−

−
; г) 0.

3.170. а) 
1

,1−
; б) 

2 3
2 1

,
2 3

2 1
,1

i
i

−
−

+
−

; в) 
i

i
−

−
,1

,
,1

.

3.171. 
а) 

)
1(

2 1
i

+
±

; 
б) 

i
i

−
+

±
,)

3
(

2 1
; 

в) 
 

 
π

−
π

±
8

sin
8

cos
i

,

 
 

π
+

π
±

8 3
sin

8 3
cos

i
; г) 

8,
0

,
9 2

6
sin

9 2
6

cos
=

 
 

π
+

π
+ 

 
π

+
π

k
k

i
k

;

д) 
)

3
1(

2 2
i

+
±

; е)
2,

1,
0

,
3 2

9 2
sin

3 2
9 2

cos
4

3
=

 
 

 
 

π
+

π
+ 

 
π

+
π

k
k

i
k

;

є) 
4,

0
,

5 2
4

sin
5 2

4
cos

2
10

=
 

 
 

 
π

+
π

+ 
 

π
+

π
k

k
i

k
. 3.172. а) 

2 2
2 2

i
+

,

2 2
2 2

i
−

; б) 
i

i
2

,2
,

2,
2

−
−

; в) 
)

1
(

2 2
,

,1
i

i
±

±
±

±
. 3.173. а) 

πi
e2

;

б) 
2

1
π

⋅
i
e

; в) 
2

1
π

−
⋅

i
e

; г) 
i

e
3 2

2
π

−
; д) 

5 3

34
arctg
i
e

; е) 
 

 −
5 12

arctg
i
e

;

є) 
 

 
π+

3 4

5
arctg

i
e

; ж
) 

 
 

−π
2 1

5
arctg

i
e

; з) 
 

 
π

+
α

⋅
2 3

1
i
e

. 3.174. а) 
3 8,

24
2 π

−
i

e
;

б) 
2

4 7

2
,

16
π

−
π

i
i

e
e

. 3.175. а) Коло радіуса R
 з центром у точці 

0 z ; зовніш
ність

круга, обмеж
еного цим колом; внутріш

ність того самого круга;

б) при 
2

1
2

z
z

a
−

>
 – еліпс з фокусами в точках 

1 z  і 
2 z , велика піввісь

якого дорівню
є a

; при 
2

1
2

z
z

a
−

=
 – відрізок, щ

о сполучає точки 
1 z  і 

2 z ;

при 
2

1
2

z
z

a
−

<
 – пуста множ

ина; в) гіпербола з фокусами в точках 
1 z  і

2 z , дійсна вісь якої дорівню
є a

. 3.176. а) В
ся комплексна площ

ина, з якої
вирізано круг радіуса 2 з центром у початку координат; б) круг радіуса 1 з
центром у початку координат з виколотою

 точкою
 

0
=
z

.

3.177. а) Коло радіуса 
8

=
r

 з центром у точці 
i

z
5

=
; б) круг разом з меж

ею
радіуса 

4
=
r

 з центром у точці 
i

z
+

=
1

. 3.178. а) С
ектор, обмеж

ений про-

менями 
0

:1
=
z

l
arg

, 
4

:2
π

=
z

l
arg

 (промінь 
1 l не належ

ить сектору);

В
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4.34. а) 
  

  
14 3

,
14 2

,
14 1

, 
  

  
−

13 2
,

13 3
,0

,  
  

  
−

−
182
3

,
182
2

,
182
13

;

б) 
  

  
14 3

,
14 2

,
14 1

, 
  

  
−

−
35 3

,
35 5

,
35 1

, 
  

  
−

10 1
,0

,
10 3

;

в) (
)0

,0
,1

,  
  

  
−

2 1
,

2 1
,0

,  
  

  
2 1

,
2 1

,0
.  4.35. а) 

  
  

0,
0,

2 1
,

2 1
,

  
  

2 1
,

2 1
,0

,0
, 

 
  

  
−

0
,0

,
2 1

,
2 1

, 
  

  
−

2 1
,

2 1
,0

,0
;

б) 
  

  
6 2

,
6 1

,0
,

6 1
,  

  
  

−
−

3 3
,

3 3
,0

,
3 3

,  
  

  
−

0
,

2 1
,0

,
2 1

,

(
)0

,0
,1

,0
. 

 
4.36. 

(
)1

,1
,1

,1
1

1
=

=
g

f
, 

 
(

)2
,2

,2
,2

2
−

−
=

f
,

(
)1

,1
,1

,1
3

−
−

=
f

.  4.37. 
(

)3
,1

,2
,1

1
1

=
=
g

f
,  

 
 

−
−

=
1

,
3 1

,
3 1

,
3 10

2 f
,

 
 

−
−

=
185
72

,
185
61

,
185
87

,
185
19

3 f
.   4.38. 

(
)1

,2
,2

,1
1

1
−

=
=
g

f
,

(
)2

,3
,3

,2
2

−
=

f
, 

 
(

)2
,1

,1
,2

3
−

−
−

=
f

. 
 

4.39. β
(

)3
2

1
,

,
f

f
f

=
,

(
)1

,2
,2

,1
1

−
=

f
, 

 
(

)2
,3

,3
,2

2
−

=
f

, 
 

(
)2

,1
,1

,2
3

−
−

−
=

f
.

4.40. β
(

)3
2

1
,

,
f

f
f

=
, 

 
(

)1
,3

,1
,2

1
−

=
f

, 
 

(
)1

,3
,2

,3
2

−
−

=
f

,

(
)

10
,1

,5
,1

3
=

f
.  4.41. 

(
)3

,1
,2

,4
3

−
−

=
e

,  
(

)1
,3

,4
,2

4
=

e
.  Д

ля

визначення вектора  
(

)4
3

2
1

3
,

,
,

x
x

x
x

e
=

  достатньо знайти який-небудь
розв’язок системи відносно невідомих 

4
3

2
1

,
,

,
x

x
x

x
  двох лінійних рівнянь

(
)

0
,

1
3

=
e

e
,  (

)
0

,
2

3
=

e
e

.  Д
ля  визначення 

4 e  аналогічна система склада-

ється з трьох рівнянь. 4.42. 
(

) 0
,1

,1
,1

,1
4

−
−

=
e

, 
(

)2
,4

,1
,5

,0
5

−
−

=
e

.

4.43. 
 

 
−

−
=

3 1
,

3 2
,

3 2
3 e

. 4.44. 
(

)0
,1

,2
,1

3
−

=
e

, 
(

)6
,

17
,4

,
25

4
−

−
=

e
.

4.45. а) 
i6

1 +
−

; б) 
i4

2
−

. 4.46. а) 
i

63
91 +

, 
157

=
a

, 
106

=
b

;

б) 
i4

4
−

, 
6

=
=
b

a
.

4.12. 
2

=
r

;  базисом є, наприклад, система  (
)2

1 ,x
x

.

4.13. T
′

→β
β

     

     

−
−

−
−

=

0
4

1
2

1
1

0
1

3
2

3
2

1
1

2
1

,  

     

     

= ′

2 1 2 0

X
.  4.14. а) 

   

   −
3 0 1

;  б) 

     

     −

0 1 2 0

.

4.16. 
   

   − −

1 0 1
.  4.17. 

   

   1 1 2
.  4.18. а) Так;  б) так;  в) ні;  г) ні;  д) ні. 4.19. а) Так;

б) ні;  в) ні;  г) так;  д) ні. 4.20. а) 
(

)5
,7

,1
,1

;  б) 
(

)0
;0

;1
;7

,0
;1

,0
,3

−
,

(
)0

;1
;0

;2
,0

;4
,0

−
−

, 
(

)1
;0

;0
;2

,0
;4

,0
. 

4.21. а) (
)5

,2
,3−

,

б) (
)1

,4
,0

−
,  в) (

)9
,

12
,4

.  4.22. а) (
)1

,2
,5

,1
−

,  б) (
)

12
,4

,7
,3

−
.

4.23. 
   

   3 2 1
. 4.24. 

   

   1 1 1
. 4.25. 

     

     2 1 2 0

. 4.26. а) , б) П
ідпростір вимірності  2,

базисом є будь-яка пара неколінеарних векторів з заданої множ
ини;  в) не є

підпростором. 4.27. а) П
ідпростір вимірності  

2
−
n

,  б) не є підпростором.

4.28. М
нож

ини, вказані у пп. а) ,б) , г) – підпростори, а множ
ина з в) не є

підпростором · Умову, якій задовольняю
ть координати у будь-якій задачі з цієї

серії, мож
на записати у вигляді  

0
=

X
A

,  де  A
 – деяка матриця, щ

о має  n
стовпців, а  X

  – стовпець координат у фіксованому базисі. О
тж
е, вимірність

відповідного підпростору дорівню
є  n

−  Rg A
,  а за базис мож

на узяти будь-яку

ф
ундам

ентальну 
систем

у 
розв’язків 

систем
и 

рівнянь 
 

0
=

X
A

.

4.29. а) П
ідпростір вимірності  

(
)

2
1

2
2

+
=

−
n

n
C

n
n

;  б) не є підпростором.

4.30. 2. 4.31. 3; один з базисів є, наприклад,  β
(

)4
2

1
,

,
x

x
x

=
.  4.32. 3; один з

базисів є, наприклад, β
(

)5
2

1
,

,
x

x
x

=
.  4.33. а) 

5
=

x
,  

3
=

y
,

(
)

3
,

=
y

x
,  cos ϕ

5 1
ö

=
;  б) 

10
=

x
,  

5
=

y
,  (

)
2

,
=

y
x

,  cos ϕ
5 2

=
;

в) 
13

=
x

,   
14

=
y

,   (
)

15
,

−
=

y
x

,  cos ϕ
14

13
15

−
=

.

В
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5.16. а) 
   

   

6
7

2
0

3
5

1
2

1
;

б) 
   

    −

4
6

20
2

6
13

3
6

6
;

в) 
   

   
−

−
11

23
7

2
8

8
5

14
1

.

5.17. а) 
  

  −
3

3
5

6
;

б) 
  

  
−

−
11

11
5

2
;

в) 
  

  
−

−
1

9
5

1
;      г) 

  
  

−
−

16
20

15
16

.

5.18. а) 

     

     

−
= ′

3
2

1
1

2
0

1
3

1
5

3
2

1
2

0
1

A
;

б) 

     

     
−

−
−

−

= ′

7
4

3
1

4
6

4
1

7
8

4
1

0
1

0
2

A
.

5.19. 
   

   

−
−

−
= ′′

1
3

2
2

1
3

2
2

1
A

.
5.20. [

]
A
B

β ′′
+

  
  

−
−

=′
25

5,
29

44
44

.

5.21. 
(

)
  

  − −
=

+
−

=
49

22
22

6
5

2
3

2
E

A
A

A
p

.

5.22. а) 

        

        

−

=

0
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
3

0
0

0
0

0
2

0
0

0
0

0
1

0

… …
…

…
…

…
…

…
… … …

n

D
; б) 

        

        

=

0
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
1

0
0

0
0

0
1

0

… …
…

…
…

…
…

…
… … …

D
.

5.23. О
ператор має обернений тоді і тільки тоді, коли 

0
≠

λ
;  

x
x

λ 1
1

=
−

A
.

5.24. 
(

)
(

)
(

)kz
y

x
j

z
y

x
i

z
y

x
x

2
3

2
2

3
2

1
+

−
+

−
−

−
+

−
+

−
=

−
A

.

5.25. О
ператор не має оберненого. 5.26. 

A
A

=
−1

. 5.27. О
ператор не має

оберненого. 5.28. 
(

)3
2

1
3

2
1

3
2

1
1

2
2,

2
2,

2
2

9 1
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
+

−
−

+
+

+
=

−
A

.

5.29. а) 
   

   

−
−

−
−

−
−

0
7

0
4

8
12

8
19

4

28 1
;
б) 

   

   

−
−

2
1

0
2

19
12

2
5

0

12 1
;

в) не існує;

Г л а в а  5

5.1. Є лінійним оператором;  
   

   
=

λ
λ

λ

0
0

0
0

0
0

A
.  5.2. Н

е є лінійним оператором.

5.3. Є
 лінійним оператором; якщ

о  
k

a
j

a
i

a
a

3
2

1
+

+
=

,  то

   

   −
−

−
=

0
0

0

1
2

1
3

2
3a

a
a

a
a

a
A

. 5.4. Н
е є лінійним оператором. 5.5. Є

 лінійним

оператором; 
   

   

−
=

1
1

3
1

0
2

1
1

0
A

. 5.6. Є
 лінійним оператором; 

   

   

−
=

1
1

3
1

0
2

1
1

0
A

.

5.7. Н
е є лінійним оператором. 5.8. Є лінійним оператором; 

   

   
−

=
0

0
0

1
1

0
0

0
0

A
.

5.9. Є
 лінійним оператором; 

   

   
−

=
3

0
2

1
3

0
2

2
1

A
. 5.10. Є

 лінійним оператором;

   

   
−

−
=

2
3

0
1

2
1

0
1

3
A

. 5.11. Н
е є лінійним оператором.

5.12. 
   

   

−
−

−
−

−
=

6
0

1
25

16
39

37
13

22
C

,  
.)

6
,

25
16

39
,

37
13

22
(

3
1

3
2

1

3
2

1
x

x
x

x
x

x
x

x
x

−
−

+
−

−
−

+
=

C

5.13. 
   

   

−
− −

−
=

7
1

7
4

8
2

7
23

15
C

,  
.)

7
7

,
4

8
2

,
7

23
15

(

3
2

1
3

2
1

3
2

1
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
+

+
−

−
+

−
+

−
=

C

5.14. 
0

=
C

, 
0

=
x

C
. 5.15. 

   

   

− − −
=

2
0

5
4

0
1

2
3

2
C

,  
.)

2
5,

4
,

2
3

2(

3
1

3
1

3
2

1
x

x
x

x
x

x
x

x
−

−
−

+
=

C
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5.37. 
2

=
λ

,  
(

)
(

)
(

)1
,0

,0
0,

2,
1

2
1

c
c

x
+

=
λ

,  
R

∈2
1 ,c
c

,  
0

2
1

≠
+
c

c
.

5.38. 
1

1
=

λ
,  

(
)

(
)1

,1
,1

1
c

x
=

λ
;  

0
2

=
λ

,  
(

)
(

)3
,2

,1
2

c
x

=
λ

, 
R

∈c
, 

0
≠
c

.

5.39. 
1

=
λ

,  
(

)
(

)1
,1

,3
c

x
=

λ
,  

R
∈c

,  
0

≠
c

.

5.40. 
3

1
=

λ
, 

(
)

(
)2

,2
,1

1
c

x
=

λ
; 

1
2

−
=

λ
, 

(
)

(
)1

,2
,1

2
c

x
=

λ
, 

R
∈c

, 
0

≠
c

.

5.41. 
1

1
=

λ
, 

(
)

(
)

(
)1

,0
,1

0,
1,

2
2

1
1

−
+

=
c

c
x

λ
, 

R
∈2

1 ,c
c

,  
0

2
1

≠
+
c

c
;

1
2

−
=

λ
,  

(
)

(
)6

,5
,3

2
c

x
=

λ
,  

R
∈c

,  
0

≠
c

.

5.42. 
2

1
=

λ
, 

(
)

(
)0

,1
,0

1
c

x
=

λ
; 

1
2

=
λ

, 
(

)
(

)1
,1

,0
2

−
=
c

x
λ

, 
R

∈c
, 

0
≠
c

.

5.43. 
1−

=
λ

, 
(

)
(

)
(

)0
,1

,2
1,

0,
5

2
1

−
+

=
c

c
x

λ
, 

R
∈2

1 ,c
c

, 
0

2
1

≠
+
c

c
.

5.44. 
1

1
−

=
λ

,  
(

)
(

)1
,1

,1
1

c
x

=
λ

;  
2

2
=

λ
,  

(
)

(
)7

,1
,4

2
c

x
=

λ
;

2
3

−
=

λ
,  

(
)

(
)3

,3
,2

3
c

x
=

λ
;  

R
∈c

,  
0

≠
c

.

5.45. 
2

=
λ

,  
(

)
(

)3
,4

,2−
=
c

x
λ

,  
R

∈c
,  

0
≠
c

.

5.46. 
i3

1
2,

1
±

=
λ

,  
(

)
(

)i
c

x
−

=
,1

1
λ

,  
(

)
(

)i
c

x
,1

2
=

λ
,  

C
∈c

,  
0

≠
c

.

5.47. 
i3

2,
1

±
=

λ
,  

(
)

(
)i

c
x

3
1,

5
1

−
=

λ
,  

(
)

(
)i

c
x

3
1,

5
2

+
=

λ
, 

C
∈c

,  
0

≠
c

.

5.48. 
2

1
=

λ
,  

i
±

=
3

3,
2

λ
,  

(
)

(
)1

,0
,1

1
c

x
=

λ
,  

R
∈c

,  
0

≠
c

;

(
)

(
)i

i
c

x
−

+
=

2,
1,

1
2

λ
,  

C
∈c

,  
0

≠
c

;

(
)

(
)i

i
c

x
+

−
=

2,
1,

1
3

λ
,  

C
∈c

,  
0

≠
c

.

5.49. 
2

1
−

=
λ

,  
i4

3,
2

±
=

λ
,  

(
)

(
)1

,1
,4

1
−

=
c

x
λ

,  
R

∈c
,  

0
≠
c

;

 
(

)
(

)2
,

,2
2

i
c

x
=

λ
,  

(
)

(
)2

,
,2

3
i

c
x

−
=

λ
,  

C
∈c

,  
0

≠
c

.

5.50. 

(
)

(
)

(
)

(
),

1
,2

,0
,1

;
0

,0
,1

,1
;

0
,1

,2
,0

;
0

,0
,0

,1

4 3 2 1

−
= =

−
= =

e e e e

     

     

=

2
0

0
0

0
2

0
0

0
0

1
0

0
0

0
1

D
.5.51. 

(
)

(
)

(
)

(
),

27
,9

,3
,1

;
8

,4
,2

,1
;

1
,1

,1
,1

;
1

,1
,1

,1

4 3 2 1

−
−

= =
−

−
= =

e e e e

г) 
   

   −
−

−

2
0

4
14

0
2

25
15

5

30 1
.

5.30. 
2

Im
dim

=
A

;
базис

A
Im

:
(

)1
,1

,2
1

=
e

,
(

)1
,2

,1
2

−
−

=
e

;

1
K

er
dim

=
A

;
базис

A
K

er
:

(
)1

,1
,1

=
e

.

5.31. 
1

Im
dim

=
A

;
базис

A
Im

:
(

)1
,1

,1
=
e

;

2
K

er
dim

=
A

;базис
A

K
er

:
(

)0
,1

,1
1

−
=

e
,

(
)1

,0
,1

2
−

=
e

.

5.32. а) 
{

}0
K

er
=

A
, 

3
R

=
A

Im
, 

3
R

g
=

A
, 

0
def

=
A

;

б) 
(

)
{

}R
∈

∀
−

=
c

c
4,

7,
1

K
erA

,

(
)

(
)

{
}R

∈
∀

−
+

=
2

1
2

1
,

0,
1,

1
4,

3,
1

Im
c

c
c

c
A

, 
2

R
g

=
A

, 
1

def
=

A
;

в) 
(

)
{

}R
∈

∀
−

−
=

2
1

2
2

1
1

,
,

2
4

,
K

er
c

c
c

c
c

c
A

;

(
)

{
}R

∈
∀

=
c

c
2,

1,
4

Im
A

, 
1

R
g

=
A

, 
2

def
=

A
;

г) 
3

R
=

A
K

er
, 

{
}0

Im
=

A
, 

0
R

g
=

A
, 

3
def

=
A

.

5.33. 
A

K
er

: сукупність многочленів нульового степеня, тобто констант;

1
K

er
dim

=
A

;

A
Im

: сукупність многочленів, степінь яких 
2

−
≤
n

; 
1

Im
dim

−
=
n

A
.

5.34. а) 
2 x ,  

3 x  – власні вектори з власними значеннями  
3

1
=

λ
,  

2
2

=
λ

відповідно;  б) 
1 x  – власний вектор з власним значенням  

3
1

−
=

λ
;

в) 
1 x ,  

2 x  – власні вектори з власними значеннями  
1

1
=

λ
,  

5
2

=
λ

відповідно.

5.35. а) 
0

6
5

2
=

+
−

λ
λ

;  спектр: 2, 3;  б) 
0

8
6

2
=

+
−

λ
λ

;  спектр: 2, 4;

в) 
(

)(
)

0
3

2
=

−
−

λ
λ

λ
;  спектр: 0, 2, 3;  г) (

)(
)

0
3

1
2

=
+

−
λ

λ
;  спектр: –3,

1, 1;  д) (
)(

)
0

5
4

2
=

−
−

λ
λ

; спектр: 4, 4, 5;  е) (
)(

)(
)

0
1

2
1

2
=

+
−

−
λ

λ
λ

;

спектр: –1, 1, 1, 2;  є) (
)(

)
0

1
4

2
2

=
−

−
λ

λ
; спектр: 1, 1, 4, 4;

ж
) (

)(
)(

)
0

1
1

9
2

=
+

−
−

λ
λ

λ
; спектр: –1, 1, 9, 9.

5.36. 
1−

=
λ

,  
(

)
(

)1
,1

,1
−

=
c

x
λ

,  
R

∈c
,  

0
≠
c

.
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=

6
0

0
0

0
0

0
0

0
D

.
5.68. 

  
  

−
−

3
1

6
3

.
5.69. 

   

   
−

−
−

3
10

14
67

83
107

45
59

83
.

5.70. а) 
  

  −
5

3
4

2
;

    б) 
   

   

− −
−

2
4

2
1

1
3

3
0

1
;      в) 

   

   

−
−

−
3

5
2

0
4

1
1

3
0

.

5.71. а) Н
і; б) так; в) ні; г) так.

5.72. а) 
2 1

=
α

;  б) ні при якому  α
.

5.73. а) 
  

  −
−

−
2

4
1

3
; б) 

  
  

−
6

8
17

19
5 1

; в) 
(

)
(

)
    

    

−
3

1
0

2
3

2
3

1
0

6
4

2
3

5
6

3
3

4

5.74. а) Н
і; б) так, 

  
  −

10
1

10
3

10
3

10
1

; в) так, 
    

    

− −
−

30
1

30
5

30
2

6
1

6
1

6
2

3
2

0
3

1
;

г) ні; д) так, 
    

    −
13

2
0

13
3

0
1

0
13

3
0

13
2

; е) так, 
    

    

−
−

6
2

6
1

6
1

0
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1
.

5.75. 
1

2
2

=
+

β
α

. 5.76. 
1

det
±

=
B
A

. 5.77. а) Н
і; б) так; в) так.

5.78. В
ідповідь визначається неоднозначно: а) 

  
  −

2
1

2
1

2
1

2
1

, 
  

  
2

0
0

0
;

б) 
  

  −
6

5
6

1
6

1
6

5
, 

  
   −

5
0

0
1

;
в) 

  
  −

2
1

2
1

2
1

2
1

, 
  

  
4

0
0

2
;

г) 
    

    

−

−

6
2

0
3

1
6

1
2

1
3

1
6

1
2

1
3

1
, 

   

   

4
0

0
0

4
0

0
0

7
;

д) 
    

    
−

1
0

0
0

2
1

2
1

0
2

1
2

1
,

     

     

−

−
=

3
0

0
0

0
2

0
0

0
0

1
0

0
0

0
1

D
.5.52. 

(
)

(
)

(
),

1
,1

,0
;

1
,0

,1
;

1
,1

,1

3 2 1

−
=

−
= =

e e e

   

   
=

0
0

0
0

0
0

0
0

3
D

.

5.53. Н
е зводиться до діагонального вигляду.

5.54. 
(

)
(

)
(

),
0

,1
,0

;
1

,0
,1

;
1

,0
,1

3 2 1

= =
−

=

e e e

   

   
=

1
0

0
0

1
0

0
0

0
D

.
5.55. 

(
)

(
)

(
),

1
,1

,1
;

3
,1

,0
;

3
,0

,1

3 2 1

= =
−

=

e e e

   

   
=

1
0

0
0

2
0

0
0

2
D

.
5.56. 

(
)

(
)

(
)

(
),

1
,1

,1
,1

;
1

,0
,0

,1
;

0
,1

,0
,1

;
0

,0
,1

,1

4 3 2 1

−
−

−
= = = =

e e e e

   

     

     

=

2
0

0
0

0
2

0
0

0
0

2
0

0
0

0
2

D
.

5.57. 

(
)

(
)

(
)

(
),

1,
0,

0
,1

;
0,

1,
1

,0
;

0,
1,

1
,0

;
1,

0,
0

,1

4 3 2 1

−
=

−
= = =

e e e e

  

     

     

−
−

=

1
0

0
0

0
1

0
0

0
0

1
0

0
0

0
1

D
.  5.58. 
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;
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3
3

3

eee
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=
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=
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−

=
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0
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0
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0
9

D
.

5.59. 

123

1
1

,
,
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;
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1

,
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,
3

3
3

eee
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=
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=
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=

27
0

0
0

9
0

0
0

9
D

.

5.60. 

123

1
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,
0

;
2

2
1

,
,

0
;

2
2

(
0,

0,
1),

i
e

i
ee
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=






=

 
   

   
=

4
0

0
0

4
0

0
0

2
D

.  5.61. 
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,
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, 
 

 
−

−
′

2 1
,

40 19
,

40 1
O

,

  
  

−
=

6 2
,

6 1
,

6 1
1 e

, 
  

  
=

3 1
,

3 1
,

3 1
2 e

, 
  

  
−

=
0,

2 1
,

2 1
3 e

.

6.31. П
араболічний циліндр 

x
y

′
=

′
3 4

2
, 

(
)1

,1
,2

−
′
O

, 
 

 
=

3 1,
3 2

,
3 2

1 e
,

 
 

−
−

=
3 2

,
3 1

,
3 2

2 e
, 

 
 

−
=

3 2
,

3 2
,

3 1
3 e

. 
6.32. Е

ліптичний 
циліндр

1
1

2

2
2

=
′

+
′

y
x

, 
(

)0
,1

,0
O

′
, 

  
  

−
=

3 1
,

3 1
,

3 1
1 e

, 
  

  
−

−
=

6 1
,

6 2
,

6 1
2 e

,

  
  

=
2 1

,0
,

2 1
3 e

.
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570

д) 
1324

; е) 3 . 7.123. а) 
13

−
; б) 

24
−

; в) 1 ; г) 
13

. 7.124. а) 0
; б) 

103
−

;

в) 
4

cos2
cos

1
−

; г) 
24

−
. 7.125. а) 

12π
 (покласти arccosx

y
=

); б) 
22

 (поклас-

ти arccos(1
)x
y

−
=

). 7.126. а) 32
; б) 2

; в) 0
; г) ln3

ln
2

. 7.127. а) 12
; б) 

23
;

в) 1 . 7.128. а) 
2

e
−

; б) 1 ; в) e ; г) 
ab
e

. 7.129. а) 
12

−
;

б) 12
 (скористатись формулою

 arctg
arctg

arctg1 b
a

b
a

ab
−

−
=

+
).

7.132. а) 
))

(
)

(
x

x
β

=
α

o(
; б) 

))
(

)
(

x
x

β
=

α
O

(
; в) 

)
(

~)
(

x
x

β
α

. 7.134. а) 2; б) 1;

в) 2 1
; г) 10; д) 2; е) 2 1

; є) 2 3
. 7.136. а) 

1
,0

2
1

=
=

x
x

 – точки розриву другого

роду; б) 
3 5

=
x

 – точка розриву перш
ого роду (стрибок); в) 

0
=
x

 – точка

розриву перш
ого роду; г) 

2
,2

2
1

−
=

=
x

x
 – точки розриву другого роду;

д) 
2

=
x

 – точка розриву перш
ого роду; е) 

2−
=
x

 – точка розриву другого
роду, 

2
=
x

 – точка усувного розриву; є) 
0

=
x

 – точка розриву перш
ого

роду (стрибок); ж
) 

1−
=
x

 – точка усувного розриву, 
1

=
x

 – точка роз-
риву перш

ого роду (стрибок); з) 
1

=
x

 – точка розриву перш
ого роду;

і) 
4 π

=
x

 – точка розриву перш
ого роду. 7.137. а) 

1
=

a
; б) 

3
=

A
; в) 

2 a
b

π
=

;

г) 
1

,1
=

−
=

B
A

; д) 
1

,2
−

=
=

b
a

; е) 
1

,1
−

=
=

b
a

.

7.138. а) 
n

f
=)

0(
; б) 

2 1
)0

(
=

f
; в) 

2
)0

(
=

f
; г) 

2
)0

(
=

f
; д) 

0
)0

(
=

f
;

е) 
1

)0
(

=
f

. 7.139. 3 2
. 7.140. Усувний розрив; розрив другого роду.

7.141. 
0

=
x

 – точка розриву перш
ого роду.

7.142. Три точки розриву: 
0

=
x

 – точка усувного розриву, 
1±

=
x

 – точки

розриву другого роду. 7.143. Н
і, бо 

2
)0

0(
,

2
)0

0(
π

−
=

−
π

=
+

f
f

.

7.145. Рівномірно неперервна. 7.146. Н
е є рівномірно неперервною

.
7.147. Рівномірно неперервна. 7.148. Н

е є рівномірно неперервною
.

7.37. а) 
5 2π

; б) π
; в) π

. 7.45. 
2 −

. 7.46. 2. 7.47. ∞
. 7.48. 0. 7.49. 

2 −
.

7.50. ∞
. 7.51. 0. 7.52. 

5 2
−

. 7.53. ∞
. 7.54. 2 1

. 7.55. n m
. 7.56. 

2
3x

. 7.57. 0.

7.58. ∞
. 7.59. 4. 7.60. 4 1

. 7.61. 
3 1

−
. 7.62. 3 1

. 7.63. 3 2
. 7.64. 

3
2

3

1x
.

7.65. 12. 7.66. 2 3
. 7.67. n m

. 7.68. 3 4
. 7.69. 0. 7.70. ∞

. 7.71. 2 1
. 7.72. 0.

7.73. 100. 7.74. 
1 −

. 7.75. 1. 7.76. ∞
. 7.77. 

1 −
. 7.78. ∞

. 7.79. 0. 7.80. 4 1
.

7.81. 0. 7.82. 0. 7.83. 
2 5

−
. 7.84. 2 1

, якщ
о 

+∞
→
x

; −∞
, якщ

о 
−∞

→
x

.

7.85. 
2 5

±
. 7.86. 1. 7.87. 3. 7.88. k

. 7.89. 5 2
. 7.90. 3 2

. 7.91. 3 1
. 7.92. 2 1

.

7.93. 4 3
. 7.94. ∞

. 7.95. 
1 −

. 7.96. 2 1
. 7.97. ∞

. 7.98. 0. 7.99. 2 1
. 7.100. ∞

.

7.101. 1. 7.102. 2 π
. 7.103. π 2

. 7.104. 
π

−
a

. 7.105. 
2 2

. 7.106. 2. 7.107. а)
m
k

e
;

б) e 1
. 7.108. а) 

6
e

; б) 
3

2−
e

. 7.109. а) 0, якщ
о 

+∞
→
x

; ∞
, якщ

о 
−∞

→
x

;  б) ∞
,

якщ
о 

+∞
→
x

; 0, якщ
о 

−∞
→
x

. 7.110. ∞
, якщ

о 
+∞

→
x

; 0, якщ
о 

−∞
→
x

;

б) 
2
e

. 7.111. а) 1; б) 
e

. 7.112. а) k
; б) a 1

. 7.113. a
. 7.114. а) e 1

;  б) 
a

ln
.

7.115. а) 3 2
; б) e . 7.116. а) 2 3

; б) 2. 7.117. а) 1; б) 
2 1

−
. 7.118. а) e ; б) e 1

.

7.119. а) 3
; б) 

13
−

; в) 12
 (додати та відняти одиницю

 в чисельнику);

г) 
14

−
 (додати та відняти двійку в чисельнику). 7.120. а) 0

, якщ
о x

→
+∞

;

−∞
, якщ

о x
→

−∞
; б) 0

. 7.121. а) 1 , якщ
о x

→
+∞

; 0
, якщ

о x
→

−∞
;

б) 1 , якщ
о x

→
+∞

; 
1−

, якщ
о x

→
−∞

. 7.122. а) 
28

; б) 1 ; в) 0
; г) 0

;

В
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572

б) 
2

1 arcsin
2

x

x

−
. 8.30. а) 

2
2

2

1

1
arccos

x
x

x
x

x

−
⋅

−
⋅

+
−

; б) 
2

2

1

x
x

−
. 8.31. а) 

4
1

2
x x

+
;

б) 

2
2

4
1 2

x
x

−
⋅

−
. 8.32. 

2
1

1
2

x
x

+
−

arctg
. 8.33. а) 

3
ln

log
2

3
x

x
x

+
; б) 

x
x

ln
2

.

8.34. а) 
x

x
2

ln 1
−

; б) 
x

x
x

4 4
22

− −
. 8.35. а) 

3
ln

)1
(

2
2

−
x

x
;  б) 

x2
sin 2

.

8.36. 
x

x
ctg

⋅
sin

ln
4

3
. 8.37. а) 

)
10

ln
1(

10
x

x
+

; б) 
)

1(
x

e
x

+
.

8.38. а) 
)

sin
(cos

x
x

e
x

−
; б) 

3
ln

3
3

2
x

x
−

. 8.39. а) 
10

ln
10

2
3

2
−

⋅
x

;

б) 
x

x
a

a
x

cos
sin

3
ln

2
sin 3

⋅
⋅

. 8.40. 
x

x
x

3
cos

3
sin

10
ln

10
12

3
3

sin
1

4
⋅

⋅
⋅

−
−

.

8.41. а) 
x

x
ch

sh
2

⋅
3

; б) 
x

th
. 8.42. а) 

)
1( 2

2
2

x
x−

−
ch

; б) 
x2

2sh
.

8.43. а) 
x
xch

2
sh

; б) 
x

e
x

2
2

sh
ch

. 8.44. 
x

xch
. 8.45. а) 

)1
ln

2(
1

2
+

+
x

x
x

;

б) 
  

  
⋅

−
x

x
x x

x
x

sin
ln

sin
sin

cos
)

(sin
2

cos
. 8.46. а) 

 
 

+
x

x
x
x

ln
ln

ln 1
)

(ln
;

б) 
)

ln
1(

2
1

x
x
x

−
−

. 8.47. а) 
 

 
+

⋅
+

+
+

)1
ln(

cos
1

sin
2

)1
(

2
2

sin
2

x
x

x
x

x
x

x
;

б) 
)

2
2

2
3(

2
sin

2
2

2
x

x
x

x
e

x
x

ctg
+

+
. 8.48. а) 

3
2

4

2

)1
(

)5
(3

)1
11

)(
2

(2

+
⋅

−

+
+

−
−

x
x

x
x

x
;

б) 
x x

x
x

arcsin
1

arcsin
1

]1
)

[(arcsin
1

1
2

2
+ −

⋅
−

−
. 8.49. а) 

2
3

3
2

(1
)x

x

+
; б) 

4
66

2
3 (7

40)

(
8)

x
xx

−−
.

8.50. а) 
2

1
1
x

−
+

; б) 
2

2
2

3
1

(
3

2)
x

x
x −

+
−

+
. 8.51. а) 

2 1

cos
5 x

; б) 
2

4
tg

2
sin

2
x

x
−

.
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8.1. 
5

6
−
x

. 8.2. 
3

3 8
2

x
+

−
. 8.3. 

4
3

2
3

2
1

x
x

x
+

+
−

. 8.4. 
2 1

1
x

x
+

.

8.5. 
  

  
+

−
3

2
4

3

2
3

1

x
x

x
. 8.6. 

9
8

3
4

2
3

+
−

−
x

x
x

.

8.7. 
−

+
−

3
4

6
8

10
7

x
x

x
3

4
12

2
+

+
x

x
. 8.8. 

 
 

+
−

x
x

1
1

2
1

.

8.9. 
)

41
8

3(
2

2
4

−
+
x

x
x

. 8.10. 
2)1

(
2+

x
. 8.11. 

2
3

4
2

)
(

4
1

x
x

x
x−

−
−

.

8.12. 
2)

2( 2
x

x
−

⋅
. 8.13.

2
3

2

)1
3

(
)1

(3
−

+
+

−
x

x
x

. 8.14. 
2)

(
dx

c
ad

bc+ −
. 8.15. 

1
)1

(
=

f
;

2
)1

(
=

′f
; 

8
)4

(
=

f
; 

5,
2

)4
(

=
′f

. 8.16. 
5

)1
(

−
=

−
f

; 
8

)1
(

−
=

− ′
f

;

16 19
)2

(
=

′f
. 8.17. 

11
)0

(
=

′f
; 

2
)1

(
=

′f
; 

1
)2

(
−

=
′f

. 8.18. 
25

,0
)0

(
−

=
′f

;

5,
0

)1
(

=
− ′

f
. 8.19. а) 

2
2)

4
1(

24
x

x
+

; б) 
19

)
1(

20
x

−
−

.

8.20. а) 
)1

3(
)

(6
2

5
3

−
−

x
x

x
; б) 

6

2
4

2

)
1(

)1
2

(
)

1(
5

x
x

x
x

+
−

+
+

. 8.21. а) 
x
x

3)
2

1(
4

−
−

;

б) 
3

4
2)

1(
3

2

x x+
⋅

−
. 8.22. 

3
2

2

2
2

)
(

)
2

(

a
x

a
x

x

+ +
. 8.23. а) 

x3
cos

3
; б) 

)5
3

cos(
9

+
x

.

8.24. а) 
3 2

sin
4

x
−

; б) 
x2

sin
−

. 8.25. а) 
x

x
4

sin
4

cos
12

2
⋅

−
;

б) 
)

sin
2(

2
sin

2 3
x

x
−

. 8.26. а) 
2

3
3

sin
x

x
⋅

−
;

б) 
+

⋅
2

cos
sin

(
sin

2
x

x
x

x
)

sin
cos

2
x

x⋅
. 8.27. а) 

2

2

1

1
cos

x

x
x

+

+
⋅

;

б) 
x

x
2

sin
)

sin
1(

4
3

2
⋅

+
. 8.28. 1

sin
2

x. 8.29. а) 
2

1
arcsin

x x
x

−
+

;
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574

8.66. а) 
ctg2

2

4ctg
ln

tg
2

2
(tg2

)
sin

4
2sin

2

x
x

x
x

x
x







⋅
−













; б) 
2

3

6
(

32
73)(3

)
2(

1)
2

x
x

x
x

x
−

−
−

+
+

.

8.67. а) 
2

3

arctg

(1
) xx

+
; б) 

2
sin(

cos
)

(1
sin

)
cos

(
cos

)
x

x
x

x
x

−
⋅

+
−

. 8.68. 
2

ln(1
sin

)
sin

x
x

+
.

8.69. 
2

(arcsin
)x

. 8.70. 
5

4
2

1
(

1)
x

x
x ++

. 8.71. 
2

2
4 xx

x
+

−
.

8.72. 
5

2
arctg

5
1

ln
ln

(1
)arctg

x
e

x
x

x
x

x
x

x




+
+

−



+




. 8.73. 
y

a
x

b
2 2

−
. 8.74. 

x y
−

.

8.75. 
ax

y
x

ay
− −2

2
. 8.76. 

)
1(

3
2

2
y a−

. 8.77. 
x

y
y−

. 8.78. 
x y

−
. 8.79. 

x

y
y

x

2
1

1
2

2
−

−
−

.

8.80. 
sin(

)
1

sin
(

)
x
y

y
x
y

−
+

′=
+

+
. 8.81. 

y
x
y

x
− +

. 8.82. 
y

e
y−

2
.

8.83. 
dx

x
x

x
)

2
1)(

1(
3

2
−

−
+

. 8.84. 
dx
x x2

cos
2tg

. 8.85. 
dx
x x

x
2

cos 1

cos sin
2

ln
2

⋅
−

−
.

8.86. 
dx

x
x

x
x

x
2

2

2

)
1(

cos
2

sin
)1

(
−

+
−

. 8.87. 
dx

x
x

x
x

   

   
−

+
⋅

−
2

9
2

3
ln

3
2

3

12
.

8.88. а) 0,05; б) 0,805; в) 0,2. 8.89. а) 0,795; б) 0,770. 8.90. а) 2,25; 4,13;
б) 2,16; 4,13; в) 2,03. 8.91. а) 0,515; б) 0,485; в) 0,965. 8.92. а) 2,09; б) 1,1;

в) 0,9. 8.93. 
2

2 3
t

. 8.94. 
t

t2
1

3
2

−
. 8.95. 

1−
. 8.96. 

ϕ
−

ctg
a b

. 8.97. 
ϕ

−
tg

a b
.

8.98. 
2

ctg
ϕ

. 8.99. 2 t
. 8.100. 

t
e

3
2

−
. 8.101. 

6
3

2
t

⋅
. 8.102. 

t t
tg tg

+ −1 1
.

8.103. 
t

tg
.8.104. 2

. 8.105. 
)1

6
5(

6
2

4
+

+
x

x
. 8.106. 

x2
cos

2−
.

8.107. 
2

4

4)
1(

6
2
x x

+ −
. 8.108. 

)
2

3(
2

3
2

x
x

e
x

+
. 8.109. 

3
3

3

)1
(

)1
2(

6
+

−
x
x

x
.

8.52. а) 
1

sin
(

cos
)ln10
x

x
x

+
−

; б) 3
sin

2
(cos

2)
2

x
x−

.

8.53. а) 
9

5(
1)

1
x

x
x
x

x
−




+






; б) 

(8
9

)

4
1

x
xx

++
.

8.54. а) 
1

2sin
cos2

cos
sin

2
2

2
2

x
x

x
x

+
; б) 

cos
2

(cos
sin

)
x

e
x

x
−

.

8.55. а) 
2

1
2

ln
x

e
x

x
x

−



−







; б) 
2

2
3

2
x

x
e

+
.

8.56. а) 
2

2

1

x
a

+
; б) cos2

2sin
2

ln
x

x
x

x
−

.

8.57. а) 
2

2sin
2

cos
2 xx

; б) 
2

2
2(

cos
sin

)
sin

x
x

x
x

x
+

−
.

8.58. а) 
3

2

2sin

1
sin xx

−
+

; б) 
5

3
sin

3
cos

3
x

x .

8.59. а) 
2 2

cos
(

sin
)ln3

x
x

x
x

−
−

; б) 10
1

ln10
2

x
x




+









.

8.60. а) 
5

2
3

6
3

3
arctg

1
x

x
x

x
+

+
; б) 

2

arcsin

1

x
x

x
−

.

8.61. а) 
2

2

1

1
(

1
)

x
x
x

x
−

+
−

; б) 
2

1
arcsin(ln

)
1

ln
x

x
+

−
.

8.62. а) 
2

ctg
ln

cos
tg

lnsin
ln

cos
x

x
x

x
x

+
; б) 

2
4

1
4

arcsin
4

1
4

(1
4

)
x

x
x

x




−
+







+
−




.

8.63. а) 

1ln2
ln

x
ex

x
−

; б) 
tg

2
10

ln10
tg

cos
x
x

x
x

x



+







.

8.64. а) 
ln

2
ln

1
2

ln
2

ln

xx
x
x −

; б) 
2

2
3

(
1)

xx
−

.

8.65. а) 
3

sin
cos

(1
ctg

3tg
)

x
e

x
x

x
x

+
−

; б) 
2

2

2

(1
2

)sin
(1

)cos

1

x
x
x

x
x

x

+
+

+

+
.
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577
576

4)
2

1
=

k
, 

4
2

=
k

. 8.152. 
)1

,1
(

; 
)1

,1
(

−
−

. 8.153. 1) (0, 0); 2) 
 

 
4 1,

2 1
.

8.154. 1) (2,4); 2) 
 

 −
4 9,

2 3
; 3) 

)1
,1

( −
, 

 
 

16 1
,

4 1
. 8.155. 

)0
,0

(
; 

)1
,1

(
; 

)0
,2

(
.

8.156. 
)1

,0
(

. 8.157. 
)4

,2
(

. 8.158. 
16

12
−

=
x

y
; 

0
98

12
=

−
+

y
x

; 
3 2

=t
s

;

96
=

n s
. 8.159. 

0
4

4
=

+
+
x

y
; 

0
15

2
8

=
+

−
x

y
; 

2 1
=t

s
; 

8
=

n s
.

8.160. 
0

3
7

=
−

+
y

x
; 

0
71

7
=

+
−
y

x
. 8.161. 

0
5

=
−
y

; 
0

2
=

+
x

.

8.162. 
0

4
4

=
+

−
y

x
; 

0
18

4
=

−
+
y

x
. 8.163. 

0
2

=
−
x

y
; 

0
2

=
+
y

x
.

8.164. 
0

1
=

−
−
y

x
; 

0
1

=
−

+
y

x
. 8.165. 

0
6

10
7

=
+

−
y

x
; 

0
34

7
10

=
−

+
y

x
.

8.166. 
0

=
y

; 
0

4 2
)4

(
)4

(
2

=
π

−
−

π
+

+
π

y
x

. 8.167. 
0

13
6

5
=

−
+
y

x
;

0
21

5
6

=
+

−
y

x
. 8.168. 

0
2

=
−

+
y

x
. 8.171. 

7 1
1

arctg
=

α
; 

13 1
2

arctg
=

α
.

8.172. 
2

1
π

=
α

; 
4 3

2
arctg

=
α

. 8.173. 
3

arctg
. 8.174. 

o
45

. 8.175. 
15 8

arctg
.

8.176. 
3

arctg
. 8.177. 

o
90

. 8.178. 2 м/с; 2 м/с; 6 м/с.

8.179. 
7,

4;
997
,4

;5
=
v

м/с; 
06
,0

;
006
,0

;0
−

−
=

a
м/с

2. 8.180.
18 2
π

−
=

a
см/с

2.

8.181. а) 
0

=
1 t

, 
8

2
=

t
; б)

0
=

1 t
, 

4
2

=
t

, 
8

3
=

t
; в) 

)
,8

(
)4

,0
(

+∞
∈

∪
t

;

г) 
)3

3(
3 4

1
+

=
t

, 
)3

3(
3 4

2
−

=
t

. 8.182. 1,76 м/с. 8.183. 
3
a

x
t = ′

.

8.188. Н
і, бо 

)2
(
f ′

 не існує. 8.189. Н
і, бо 

2 π
=
x

 – точка розриву функції.

8.190. Н
і, бо 

0
=
x

 – точка розриву функції. 8.191. 
0

=
c

. 8.192. 
3 1

=
c

.

8.193. 
)4

,2
(

. 8.194. 
2 1

1
=

c
, 

3 5
2

=
c

. 8.195. а) 
9 14

=
c

; б) 
4 π

=
c

.

8.196. 
6

3
2a

. 8.197. 0. 8.198. 1. 8.199. β α
. 8.200. 3 1

. 8.201. 
n

m
a

n m
−

.

8.110. 
x

x x
arctg

2
1

2
2

+
+

. 8.111. 
3

2
2

2

)
(

x
a

a−
−

.

8.112. 
3

2

2

)
1(

1
arcsin

x

x
x

x

−

−
⋅

+
−

. 8.113. 
2 1

−
. 8.114. 360. 8.115. e 4

.

8.116. 
3

)0
(

=
′y

, 
12

)0
(

=
′′y

, 
9

)0
(

=
′′′
y

. 8.117. 2
. 8.118. 6

. 8.119.
nx

ne
a

.

8.120. 
x

ne
−

−
)1

(
. 8.121. 

)
(

n
x

e
x

+
. 8.122. 

1
)

(
!

)1
(

+
+

−
n n

nb
ax

n
a

.

8.123. 
n

n
n

b
ax

n
a

)
(

)!
1

(
)1

(
1+

−
−

−
. 8.124. 

a
x nn

n

ln )!
1

(
)1

(
1

−
−

−
.

8.125. 
x

x
x

x
cos

40
sin

)
379

(
2

−
−

. 8.126. 
)

360
39

(
2

+
+

x
x

e
x

.

8.127. 
x

e
x

−
 

 
π

−
4

sin
2

4
. 8.128. 

9
2

ln
!8x⋅

. 8.129. 
x

x
x

ch
sh

100
+

.

8.130. 
3 2

y p
−

. 8.131. 
3

2

4y
a b

−
. 8.132. 

25
3r
x

y
−

. 8.133. 
8

2
4

)5
8

3(
2

y
y

y
+

+
−

.

8.134. 
3 2)

2(
)

3(
s e
s

s

− −
. 8.135. 

3
2

3

)
(

2
ax

y
xy

a−
−

. 8.136. 
3

2

2
2

)1
(

]
)1

(
)1

[(
−

−
+

−
−

y
x

y
x

y
.

8.137. 
3

9t
. 8.138. 

2
3

sin b
a

t
−

. 8.139. 
t

a
t

b
5

3sin cos
3

−
. 8.140. 

2)
cos

1(
1

ϕ
−

−
a

.

8.141. 
)

3
1(

6
2

3
t

t
t
t

+
+

−
. 8.142.

2
4t

. 8.143. 
t

t
a

t
t

3
7

2

2
2

sin
cos

9
sin

4
cos

⋅
−

.

8.144. 
2

3
9

2
dx

x
x⋅

−
. 8.145. 

3
3

)2
)(

1
(

dx
x

m
m

m
m

−
−

−
.

8.146. 
2

2
)1

2
5

)(
1

(4
dx

x
x

x
−

−
+

. 8.147. 
2

2
)1

4
ln

2(
4

ln
2

4
2

dx
x

x
−

−
.

8.148. 
dx
x

dy
ln

=
, 

2
2

1
dx
x

y
d

=
, 

3
2

3
1
dx

x
y

d
−

=
.

8.149. 
3

2
)6

6
(

dx
x

x
e
x

+
−

−
−

. 8.150. 
4

5)
2( 384

dx
x

−
. 8.151. 1) 0; 2) 6; 3) 

4−
;
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8.202. 2. 8.203. 5 3
. 8.204. 3 2

. 8.205. 2 1
. 8.206. 3 2

. 8.207. 
b a

ln
. 8.208. 5.

8.209. 
∞

+
. 8.210. 2 1

. 8.211. 0. 8.212. 
∞

−
. 8.213. 

3
cos

. 8.214. 0. 8.215. 1.

8.216. 1. 8.217. 0. 8.218. a
. 8.219. ∞

. 8.220. 0. 8.221. 2. 8.222. 
1−

. 8.223. 0.

8.224. 2 1
. 8.225. 0. 8.226. 

1−
. 8.227. 3 2

. 8.228. а) 
6−

e
; б) 

2
e

. 8.229. а) 
π 2

e
;

б) 1. 8.230. а) 
6 1e

; б) e 1
. 8.231. а) 1; б) 1. 8.232. а) e ; б) 1. 8.233. а) 2; б)  1.

8.234. а) 2
; б) 1 ; в) 

1128
; г) 

ab
. 8.235. а) 2

; б) 1 ; в) 16
; г) 2

.

8.236. а) 
2

4aπ
; б) 0

. 8.237. а) 
2−

; б) ∞
. 8.238. а) 12

; б) 
12

−
.

8.239. а) 
2

e
−

π
; б) 1 .  8.240. а) 0; б) 1.

8.241. 
56

)4
(

21
)4

(
37

)4
(

11
)4

(
)

(
2

3
4

−
−

+
−

+
−

+
−

=
x

x
x

x
x

P
.

8.242. 
8

)1
(5

)1
(

)
(

3
+

+
−

+
=

x
x

x
P

. 8.243. 
143

)1
(

=
−

P
, 

60
)0

(
−

=
′
P

,

26
)0

(
=

′′
P

. 8.244. а) 
)

(
!

)1
(

!3
!2

1
3

2
n

n
n

x
n x

x
x

x
o

+
−

+
+

−
+

−
…

;

б) 
)

(
15 1

6 5
3 2

2
1

5
5

4
3

2
x

x
x

x
x

x
o

+
−

−
−

+
+

; в) 
)

(
16 7

8 7
2 1

1
3

3
2

x
x

x
x

o
+

+
+

−
;

г) 
)

(
!)

1
(1

n
nk

k
x

k x
o

+
−

∑=
. 8.245. а) 

)
)1

((
)1

()
1

(1

n
nk

k
x

x
+

+
+

−
∑=

o
;

б) 
)

)4
((

64
)4

(
4

4
2

2
2

−
+

−
−

−
+

x
x

x
o

;

в) 
)

)1
((

)1
(!4 6

)1
(!3 11

)1
(!2 5

)1
(

4
4

3
2

−
+

−
+

−
+

−
+

−
x

x
x

x
x

o
;

г) 
)

)1
((

)1
(

384
)1

(
8

1
4

4
4

2
2

−
+

−
π

+
−

π
−

x
x

x
o

. 8.246. а) 
)

(
3
x

x
o

+
;

б) 
)

(
6

4
3

x
x

x
o

+
+

; в) 
)

)1
((

)1
(

2 1
)1

(
2

2
−

+
−

−
−

x
x

x
o

. 8.247. а) 0,842;

б) 1,648; в) 
049

,0
; г) 2,012. 8.248. а) 2 1

; б) 2 1
; в) 1; г) 

12 1
−

; д) 
2 −

; е) 2 1
.

8.249. 
2 1

)1
(

m
ax

=
=
y

y
, 

2 1
)1

(
m

in
−

=
−

=
y

y
; точки перегину 

  
  

−
−

4 3
,3

1 P
,

)0
,0

(2
P

, 
  

  
4 3

,3
3
P

; асимптота 
0

=y
. 8.250. 

1
)0

(
m

in
=

=
y

y
; точок переги-

ну немає; асимптоти 
1±

=x
, 

0
=y

. 8.251. Екстремумів немає; точка переги-
ну 

)0
,0

(P
; асимптоти 

1±
=x

, 
0

=y
. 8.252. 

0
)0

(
m

ax
=

=
y

y
; точок перегину

немає; асимптоти 
1±

=x
, 

1 =
y

. 8.253. 
1

)0
(

m
in

−
=

=
y

y
; точки перегину

 
 

−
±

125
64

,1
, (

)0,
5

±
. 8.254. 

8 27
)3

(
m

in
=

=
y

y
; точка перегину 

)0
,0

(
; асим-

птоти 
1

2
,1

+
=

=
x

y
x

. 8.255. 
5,

4
)3

(
m

ax
−

=
−

=
y

y
; 

5,
4

)3
(

m
in

=
=
y

y
; точка

перегину 
)0

,0
(

; асимптоти 
x

y
x

=
±

=
,3

.

8.256. 
e

y
y

1
)1

(
m

ax
=

=
; точка перегину 

 
 

2 2
,2e

; асимптота 
0

=y
.

8.257. 
e

y
y

=
=

)1
(

m
ax

; точки перегину 
  

  
±

e
,

2
2

2
; асим

птота 
0

=y
.

8.258. 
e

y
y

=
=

)1
(

m
in

; точок перегину немає; асимптоти 
1

+
=
x

y
, 

0
=x

(права асимптота). 8.259. Точка перегину 
)

,1
(

2
e

; асимптоти 
3

2
+

=
x

y
,

0
=x

(права асимптота). 8.260. 
e

e
y

y
−

= 
 

=
1

m
ax

; асимптоти 
1=

x
, 

0
=x

(права асимптота), 
0

=y
 (права асимптота).

8.261. 
0

)0
(

m
in

=
=
y

y
; точок перегину немає; асимптота 

1−
=x

.

8.262. 
0

)0
(

m
in

=
=
y

y
; точки перегину 

)2
ln,

1
(±

. 8.263. 
1

)1
(

m
in

−
=

=
y

y
; точ-

ки перегину 
)0

,0
(

,
)0

,2
(

. 8.264. Точки перегину 
)1,

0(
,

)0
,1

(
; асимптота

x
y

−
=

. 8.265. Точки перегину 
)0

,0
(

, (
)

3
2

,1±
±

; асимптота 
x

y=
.
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8.266. Точка перегину 
)0

,0
(

; асимптоти 
1 −

=y
(ліва), 

1 =
y

(права).

8.267. В
изначена при 

1−
≥
x

, двозначна; екстремумів немає; графік симет-
ричний відносно осі O

x
; точки перегину 

)1
,0

(
,

)1
,0

(
−

; асимптот немає.
8.268. В

изначена при 
0

≥
x

, двозначна; графік симетричний відносно осі

O
x

; 
9 3

2
3 1

m
ax

=
 

 
=
y

y
; точок перегину немає; асимптот немає.

8.269. В
изначена при 

0
<x

 та при 
3

2
≥
x

, двозначна; графік симетричний
відносно осі O

x
; 

1
)1

(
m

ax
=

−
=
y

y
; точок перегину немає; асимптоти

0
=
x

, 
3 3
x

y
±

=
. 8.270. 

1
m

in
−

=
x

 при 
)3

)1
(

(
1

=
=

y
t

, 
1

m
in

−
=

y
 при

)3
)1

(
(

1
=

−
−

=
x

t
; парабола з верш

иною
 у початку координат, вісь якої –

пряма 
x

y=
 

)0
,0

(
>

>
y

x
. 8.271. 

1
m

in
m

in
=

=
y

x
 при 

0
=t

(точка звороту),

x
y

2
=

 – асимптота при 
∞

+
→t

.

8.272. 
 

 
π

+
−

π
−

−
2 3

1
,

3
1

 – максимум, 
 

 
π

−
π

−
2 3

1,
3

1
 – мінімум, точка пе-

регину 
)0

,
3

(
π

−
; асим

птоти 
x

y
=

, 
π

+
=

6
x

y
. 8.273. А

сим
птота

0
1

=
+

+
y

x
; 

)0
,0

(
 – точка самоперетину, дотичними в цій точці є осі коор-

динат; точок перегину немає; у перш
ому квадранті – замкнена петля.

8.274. а) Замкнена трипелю
сткова троянда;

 
 

π
π

 
 

π
π

 
 

π
=

ρ
3 5,

3 4
,

3 2
3 ,0

)
(

∪
∪

D
; екстремуми при

6 π
=

ϕ
,

6 5π
=

ϕ
,

2 3π
=

ϕ

(достатньо дослідити лінію
 при 

π
<

ϕ
≤

0
); б) графік отримується з графіка

ϕ
=

ρ
3

sin
a

 за допомогою
 повороту на кут 

6 π
. 8.275. а) Екстремуми при

4 π
=

ϕ
, 

4 3π
=

ϕ
, 

4 5π
=

ϕ
, 

4 7π
=

ϕ
 (достатньо дослідити ф

ункцію
 при

2
0

π
≤

ϕ
≤

); б) графік отримується з графіка 
ϕ

=
ρ

2
sin

3
 за допомогою

 пово-

роту на кут 4 π
. 8.276. 

 
 

π
π

 
 

π
π

−
=

ρ
4 5,

4 3
4 ,

4
)

(
∪

D
; екстремуми при 

0
=

ϕ
,

π
=

ϕ
 (достатньо дослідити лінію

 при 
4

0
π

≤
ϕ

≤
).

8.277. К
ардіоїда, полю

с – точка звороту; 
a2

)0
(

m
ax

=
ρ

=
ρ

, 
0

)
(

m
in

=
π

ρ
=

ρ
.

8.278. 
)

,0
(

)
(

∞
+

=
ρ

D
; лінія спірально завивається навколо полю

са, асимп-

тотично до нього наближ
аю

чись; точка перегину 
 

 
π

2 1,
2

; горизонтальна

асимптота – полярна вісь 
)0

(
=

ϕ
. 8.279. Л

емніската Бернуллі (див.№
 8.276).

8.280. Чотирипелю
сткова троянда (див.№

 8.275а)). 8.281. 
4

,
13

=
=

m
M

.

8.282. 
6

,
10

=
=

m
M

. 8.283. 
1

,5 3
−

=
=

m
M

.

8.284. 
5 3

,1
=

=
m

M
. 8.285. 

2
,

2
π

−
=

π
=

m
M

. 8.286. 
0

,
4

=
π

=
m

M
.

8.287. 4 та 4. 8.288. 1. 8.289. 6 та 6. 8.290. 3
4V

. 8.291. 
3
aπ

. 8.292.
h

r
2

27 4
π

.

8.293. 
3

3 8
rπ

. 8.294. 
3

3
9 2

e
π

. 8.295. 
2

2r
. 8.296. 

)1
,1

(
N

. 8.297. 
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– – невиродж
ена  238

Конус  63
Координати вектора  14
Комплексне число  127
Кутовий коефіцієнт прямої  35

Л
інійна залеж

ність
– – векторів  16, 157
Л
інійні операції над векторами  13

Л
інійна оболонка  159

М
атриця

– блочна  502
– діагоналізовна  208
– діагональна  88, 501
– дійсна  88
– квадратичної форми  238
– лінійного оператора  181
– невиродж

ена  89
– нульова  87
– обернена  89, 501
– одинична  88, 501
– ортогональна  91
– переходу від базису до базису  158
– приєднана  89
– розш

ирена системи лінійних рів-
нянь  107
– симетрична  91
– систем лінійних рівнянь 106
– транспонована  89
– трапецієвидна  502
– трикутна  502
М
атриці

– комплексно-спряж
ені  91

– переставні  88
М
атричний запис системи лінійних

рівнянь  106
М
етод

– Гаусса  109
– Ж

ордана-Гаусса  111
– Л

агранж
а  239

– ортогональних перетворень  239
– повного виклю

чення  111
– Я

кобі  240
М
етоди обчислення визначників  76

– – рангу матриці  90
– знаходження оберненої матриці  89
– розв’язання систем лінійних рів-
нянь  109
М
інор

– базисний  90
– додатковий  75
– елемента  75
– матриці (визначника)  75
– обвідний  90
М
одуль вектора  13

Н
орма вектора  172

Н
ормування вектора  173, 177

Н
ормувальний множ

ник  36, 37

О
бласть визначення функції  280

О
бласть значень лінійного операто-

ра  182
О
браз

– вектора  180
– оператора  182
О
значення границі функції  282, 283

– – послідовності  278
О
кіл точки  278

О
ператор

– лінійний  180
– – невиродж

ений  182
– обернений  181
– ортогональний  226
– простої структури  208
– самоспряж

ений  226
– спряж

ений  226
– тотож

ний  180
– унітарний  226
О
рієнтація векторів

– – права  24

П
редм

ет
ний вказівник

А
лгебраїчне доповнення  75

А
симптоти гіперболи  61

Базис
– лінійного простору  158
– ортогональний  173
– ортонормований  173
Базисні невідомі  107

В
ектор

– вільний  13
– власний  206
– лінійного простору  157
– нормальний до площ

ини  36
– нормований  15
– одиничний  15
В
ектори

– колінеарні  13
– компланарні  13
– ортогональні  173
– однаково напрямлені  13
– протилеж

но напрямлені  13
В
еличина

– нескінченно велика  279
– нескінченно мала  279
В
ерш

ина параболи  62
В
ерш

ини гіперболи  61
– еліпса  60
В
ітки гіперболи  61

В
ільні невідомі  107

В
ісь гіперболи  61

– еліпса  60
В
изначник

– матриці  74, 75
– системи  109
В
имірність лінійного простору  158

Власні вектори лінійного оператора  206
– значення лінійного оператора  206

– – матриці  207

Гіпербола  61
Гіперболоїд
– двопорож

нинний  63
– однопорож

нинний  62
Границя
– послідовності  278
– функції в точці  282, 283
– – друга важ

лива  284
– – перш

а важ
лива  284

– – права  283

Д
ефект оператора  182

Д
иференціал функції  333

– – n
-го порядку  336

Д
иференцію

вання функції  330
– – логарифмічне  332
Д
обуток

– вектора на число  13
– векторів
– – векторний  24
– – ермітів  174
– – міш

аний  25
– – скалярний  23, 172
– лінійних операторів  181
– матриць  88
– матриці на число  88
Д
овж

ина вектора  13
Д
отична до кривої  352

Ексцентриситет  61, 62
Еліпс  60
Еліпсоїд  62

К
вадратична форма  238

– – канонічна  238
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– Л
апласа  76

– про базисний мінор  90
– про повноту власних векторів са-
моспряж

еного оператора  227
– про розкладання визначника  76
– Ролля  354
– Ф

ерма  353
Точка екстремуму  358
– критична  358
– неперервності функції  319
– розриву функції  319
– стаціонарна  358
Транспонування матриць  89

Умова екстремуму
– – необхідна  358
– – достатня  359

Ф
орма комплексного числа

– алгебраїчна  128
– показникова  130
– тригонометрична  129
Ф
ормула

– Л
агранж

а  354
– М

аклорена  356
– М

уавра  131
– Тейлора  356
Ф
ормули К

рамера  109
– перетворення координат 190, 495
Ф
ункції еквівалентні  285

– гіперболічні 282
– одного порядку  285
Ф
ункція елементарна  282

– зростаю
ча (незростаю

ча)  281
– монотонна  281
– непарна (парна)  281
– неперервна в точці  319
– нескінченно велика  283
– нескінченно мала  283
– неявна  333
– обернена  281

– обмеж
ена  281

– параметрично задана  334
– періодична  281
– розривна в точці  319
– складна  281
– ціла раціональна  282

Х
арактеристичне рівняння лінійного

оператора  207
– – матриці  207
Х
арактеристичний многочлен мат-

риці  207

Ц
ентр гіперболи  61

– еліпса  61

Я
дро лінійного оператора  182

О
ртогоналізація базису  177

П
арабола  62

П
араболоїд гіперболічний  63

– еліптичний  63
П
араметр параболи  62

П
еретворення матриці елементарні  90

П
еріод функції  281

П
ідпростір  159

П
оверхня

– обертання  65
– конічна  63
– циліндрична  63
П
орядок  квадратної матриці  87

П
ослідовність

– збіж
на  278

– розбіж
на  278

– числова  278
П
охідна функції  330

– – вищ
их порядків  334

П
равило Л

опіталя  354
П
равило прямокутника  110

П
равило трикутників  74

П
ростір

– арифметичний  15
– евклідів  172
– лінійний  157
– – дійсний  157
– – комплексний  157
– унітарний  174

Радіус-вектор точки  17
Ранг
– квадратичної форми  238
– матриці  90
– оператора  182
Рівняння
– гіперболи канонічне  61
– еліпса канонічне  60
– параболи канонічне  62

– поверхні  62
– прямої канонічні  35, 38
– – параметричні  35, 38
– – у просторі загальні  37
– характеристичне лінійного опера-
тора  207
– – матриці  207
Розв’язок системи лінійних рівнянь
– – – – загальний  108
– – – – нетривіальний  108
– – – – нульовий  108
– – – – частинний  109
Розкладання вектора за базисом  14
Розкриття невизначеності  295, 354
Розрив функції  319

С
истема векторів

– – лінійно залеж
на  16

– – –незалеж
на  16

– – ортогональна  177
– – ортонормована  177
– лінійних рівнянь  106
– – – невиродж

ена  109
– – – несумісна  107
– – – однорідна  108
– – – сумісна  107
– розв’язків однорідних лінійних рів-
нянь фундаментальна  108
– – – – – – нормована  108
С
пектр лінійного оператора  207

– – – простий  207
С
трибок функції  320

Сума векторів  13, 15
– лінійних операторів  181
– матриць  88
Суперпозиція функцій  281

Теорема анулю
вання  76

– Кош
і  354

– К
ронекера-Капеллі  107

– Л
агранж

а  354
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