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авчальний посібник є третьою
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 збірника “В

ищ
а математи-

ка у прикладах та задачах”, який складається з чотирьох частин.
П
осібник відповідає програмі курсу “В

ищ
а математика” з розділів

“Д
иференціальні рівняння”, “Ряди”, “Ф

ункції комплексної змінної” та “О
пе-

раційне числення”. Структура посібника така, щ
о сприяє розвитку і активі-

зації самостійної роботи студентів. У
 кож

ному параграфі містяться короткі
теоретичні відомості, питання для самоперевірки, велика кількість задач з
розв’язаннями та призначених для практичних занять. Н

аведено також
 ін-

дивідуальні розрахункові завдання із зразками їх виконання. Д
овідковий

матеріал з вказаних розділів та з елементарної математики складає окрему
главу.

Н
а відміну від традиційних, цей посібник мож

на використовувати як
довідник, розв’язник та задачник із зазначених розділів курсу «В

ищ
а мате-

матика».Д
ля студентів та викладачів вищ

их навчальних закладів.
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ф
ормули. К

ількість розібраних прикладів зміню
ється в залеж

-
ності від обсягу та важ

ливості теми. П
очаток і кінець розв’я-

зання задач позначаю
ть відповідно знаками 

 і 
 .

У
 п. ІV

 – “Задачі для практичних занять” – міститься до-
сить велика кількість різних за змістом задач, щ

о призначені
для практичних занять – як аудиторних, так і домаш

ніх. Н
а-

прикінці посібника наведено відповіді до цих задач. Н
умера-

ція задач проводиться у меж
ах глави, тобто номер кож

ної зада-
чі складається з номера глави та порядкового номера задачі у
цій главі.

Зауваж
имо, щ

о пункти І – ІV
 кож

ного параграфа взаємо-
пов’язані однаковою

 послідовністю
 викладення навчального

матеріалу, тобто прослідковується лінія: теоретичний матеріал,
відповідні контрольні питання, відповідні приклади з розв’язан-
нями, відповідні задачі для практичних занять. Ц

е підкреслю
-

ється, по мож
ливості, виділенням блоків у зазначених пунктах з

однією
 назвою

.
В
раховую

чи, щ
о кож

ний параграф містить досить вели-
кий блок питань, така структура полегш

ує відш
укання потріб-

них теоретичних відомостей або прикладів з розв’язками при
самостійному розв’язанні практичних задач. П

ри наявності ве-
ликої кількості прикладів з розв’язаннями у п.ІІІ наводиться
розподіл цих прикладів за їх тематикою

.
Глава 5 містить чотири параграфи, в яких наведено чоти-

ри індивідуальних розрахункових завдання, які відповідаю
ть роз-

ділам програми, викладеної в главах 1 – 4. Кож
не індивідуальне

завдання складається з певної кількості задач, представлених
у 31 варіанті, тобто різні для усіх студентів групи. Задачі су-
проводж

ую
ться посиланнями на аналогічні приклади з розв’я-

заннями, щ
о наведені у відповідних главах у п. ІІІ кож

ного па-
раграф

а. П
осилання містить номер глави, номер параграф

а та
номери прикладів. Зауваж

имо надзвичайну важ
ливість цих

посилань, бо вони є путівником
 для відш

укання зразка ви-
конання даної задачі, а отж

е, зразка виконання індивідуаль-
ного розрахункового завдання.

П
ЕРЕД

М
О
ВА

Н
авчальний посібник призначено для студентів вищ

их
навчальних закладів денної та заочної форм навчання. В

ін вхо-
дить до збірника “В

ищ
а математика у прикладах та задачах”,

щ
о складається з чотирьох частин:

Частина І. А
лгебра і геометрія. Д

иференціальне числення
функцій однієї змінної.

Частина ІІ. Інтегральне числення функцій однієї змінної. Д
и-

ференціальне та інтегральне числення функцій багатьох змінних.
Частина ІІІ. Д

иференціальні рівняння. Ряди. Ф
ункції комп-

лексної змінної. О
пераційне числення.

Частина ІV. А
удиторні контрольні роботи. Індивідуальні

завдання.
В
казаний збірник відповідає програмі курсу “В

ищ
а мате-

матика”, а розподіл його за частинами – розподілу викладання
курсу за семестрами згідно з учбовим планом.

Д
аний посібник складається з ш

ести глав, кож
на з яких

розбивається на параграфи. М
атеріал кож

ного параграфа пер-
ш
их чотирьох глав розбивається на чотири пункти.

У
 п. І – “Короткі теоретичні відомості” – наводяться ос-

новні теоретичні відомості і формули, необхідні для розв’я-
зання задач.

У
 п. ІІ – “Контрольні питання та завдання” – містяться пи-

тання з теорії та прості завдання, щ
о добре ілю

струю
ть як вуз-

лові моменти, так і тонкощ
і теоретичних полож

ень. В
раховую

-
чи, щ

о основна робота над теорією
 ведеться студентами за під-

ручником та конспектами лекцій, цей пункт вклю
чає питання

для перевірки готовності студента до практичного заняття.
У

 п. ІІІ – “П
риклади розв’язання задач” – наводяться доклад-

ні розв’язання типових задач з розглянутої теми. В
елика увага

приділяється не тільки розгляданню
 “технічних прийомів”, але

й дослідж
енню

 умов застосовності тієї чи інш
ої теореми або

П
ередмова
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Глава 6 складається з восьми параграф
ів, які містять до-

відковий матеріал з усіх розділів вищ
ої математики, представ-

лених у навчальному посібнику, а також
 основні формули дифе-

ренціального та інтегрального числення функцій однієї змінної
та основні формули елементарної математики.

Д
ля зручності користування навчальним посібником у

змісті до кож
ного параграфа у відповідних пунктах наведено

номери прикладів задач з розв’язаннями та номери задач для
практичних занять; введені також

 основні позначення та пред-
метний вказівник.

У
 даному посібнику наведено словник клю

чових слів, щ
о

містить найбільш
 важ

ливі терміни з вищ
ої математики, які пред-

ставлені українською
, російською

 та англійською
 мовами.

З огляду на характеристику змісту цього посібника мож
-

на констатувати, щ
о він мож

е бути використаний як довід-
ник, розв’язник і в той ж

е час як задачник, щ
о містить задачі

для практичних занять та індивідуальні розрахункові завдан-
ня із зразками їх виконання. Ц

е дуж
е зручно для студентів і

надає їм  ш
ирокі  мож

ливості для активної самостійної роботи –
як аудиторної, так і домаш

ньої.
П
ри написанні навчального посібника автори використа-

ли багаторічний досвід викладання курсу “В
ищ

а математика”
для технічних університетів.

У
 другому виданні, яке незначно відрізняється від перш

о-
го, виправлено помічені друкарські помилки, уточнені форму-
лю

вання та відповіді низки задач, дещ
о розш

ирено обсяг довід-
кового матеріалу.

А
втори щ

иро дякую
ть студентам, аспірантам та виклада-

чам, які користувались навчальним посібником і допомогли у
виявленні недоліків, щ

о були виправлені у другому виданні.
А
втори висловлю

ю
ть вдячність співробітникам кафедри

прикладної математики Х
Н
У
РЕ А

кимовій Ю
.Г. та С

ергієнко Т.Є.
за добросовісне виконання роботи по комп’ю

терному набору та
верстці навчального посібника. П

ередмова

А
втори сподіваю

ться, щ
о даний посібник допомож

е сту-
дентам оволодіти методикою

 розв’язання практичних задач з
математики, активізує їх самостійну роботу та сприятиме під-
вищ

енню
 фундаментальної підготовки з розглянутих розділів

вищ
ої математики.
А
втори з подякою

 сприймуть всі критичні зауваж
ення,

пропозиції та побаж
ання, спрямовані на поліпш
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R
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)
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f
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)
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f ′

 – похідна функції 
)

(z
f

.

∫C
dz

z
f

)
(

 – інтеграл від функції 
)

(z
f

 вздовж
 контура C

.

∫C
dz

z
f

)
(

 – інтеграл від функції 
)

(z
f

 вздовж
 замкненого конту-

ра C
.

)
(

,]
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(
[
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(

0
0

0
z

f
z

z
f

z
f

z
z= res

res
res

 – лиш
ок функції 

)
(z

f
 в особ-

ливій точці 
0 z .

)
(t

f
)

(p
F

 – функція 
)

(p
F

 є зображ
енням функції 

)
(t

f
.

)
(t

η
 – одинична функція Х

евісайда.
)

(
)

(
2

1
t

f
t

f
∗

 – згортка функцій 
)
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f
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)
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f
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§1. Д
иф

еренціальні рівняння перш
ого порядку

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття. Диф

еренціальним рівнянням перш
ого порядку на-

зивається рівняння вигляду

0
))

(
),

(
,

(
=

′x
y

x
y

x
F

,
(1.1)

де F
 – задана функція своїх аргументів, x  – незалеж

на змінна, 
)

(x
y

, 
)

(x
y ′

 –
невідома (ш

укана) функція та її похідна.
Д
иференціальне рівняння (1.1), нерозв’язане відносно похідної 

)
(x

y ′
,

називаю
ть неявним диф

еренціальним рівнянням.
Я
кщ

о рівняння (1.1) мож
на розв’язати відносно 

)
(x

y ′
, то воно запи-

сується у вигляді

)
,

(
y

x
f

y
= ′

(1.2)
і називається диф

еренціальним рівнянням перш
ого порядку, розв’язаним від-

носно похідної.
Розв’язком диференціального рівняння на деякому інтервалі 

)
,

(
b

a
 нази-

вається диференційовна на цьому інтервалі функція 
)

(x
y

ϕ
=

, яка при підста-
новці у це рівняння замість невідомої функції перетворю

є його у тотож
ність.

Загальним розв’язком диференціального рівняння (1.2) в області D
називається така функція 

)
,

(
C

x
y

ϕ
=

, щ
о:

а) вона є розв’язком рівняння для всіх значень сталої C
 з деякої множ

ини;

б) для будь-якої початкової умови 
0

0 )
(

y
x

y
=

, такої, щ
о точка 

D
y

x
∈)

,
(

0
0

,
існує єдине значення 

0
C

C
=

, при якому розв’язок 
)

,
(

0
C

x
y

ϕ
=

 задовольняє
цю

 початкову умову.

Розв’язок 
)

,
(

0
C

x
y

ϕ
=

, отриманий із загального 
)

,
(

C
x

y
ϕ

=
 при

0
C

C
=

, називається част
инним розв’язком диференціального рівняння (1.2).

Я
кщ

о загальний розв’язок диференціального рівняння (1.2) знайдено
у неявному вигляді, тобто у вигляді рівняння0

)
,

,
(

=
Φ

C
y

x
,

то такий розв’язок називаю
ть загальним інт

егралом цього рівняння.
Рівність

0
)

,
,

(
0

=
Φ

C
y

x
називаю

ть част
инним інт

егралом диференціального рівняння.
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П
оділивш

и обидві частини цього рівняння на функцію
 

0
)

(
)

(
2

1
≠

⋅
x

f
y

g
,

зводимо його до рівняння з відокремленими змінними

dy
y

g
y

g
dx

x
f

x
f

)
(

)
(

)
(

)
(

1 2

2 1
=

.

Д
алі, інтегрую

чи обидві частини рівняння, отримаємо його загаль-
ний інтеграл

C
dy

y
g

y
g

dx
x

f
x

f
+

=∫
∫

)
(

)
(

)
(

)
(

1 2

2 1
.

Зауваж
имо, щ

о ділення на 
)

(
)

(
2

1
x

f
y

g
⋅

 мож
е звести до втрати роз-

в’язків диференціального рівняння, щ
о є розв’язками рівнянь

0
)

(
,0

)
(

2
1

=
=

x
f

y
g

.

Д
иф

еренціальні рівняння, звідні до рівнянь з відокрем
лю

вани-
м
и зм

інним
и. Рівняння вигляду

)
(

c
by

ax
f

y
+

+
= ′

,
(1.5)

де 
c

b
a

,
,

 – задані числа, заміною
 змінних

c
by

ax
z

+
+

=
(1.6)

перетворю
ється у рівняння з відокремлю

ваними змінними. Д
ійсно, якщ

о пе-
рейдемо до змінних x

 та z
, матимемо

)
(

,
z

f
b

a
dx dz

dx dy
b

a
dx dz

+
=

+
=

або

dx
z

f
b

a
dz

=
+

)
(

.

О
тримали рівняння з відокремленими змінними. Інтегрую

чи, маємо

C
z

f
b

a
dz

x
+

+
=∫

)
(

.

Д
иф

еренціальні рівняння, однорідні відносно зм
інних

Ф
ункція 

)
,

(
y

x
f

 називається однорідною
 ф
ункцією

 n
-го виміру від-

носно змінних x
 та y

, якщ
о для будь-якого 

0
≠

λ
 справедлива тотож

ність
)

,
(

)
,

(
y

x
f

y
x

f
n

λ
=

λ
λ

.
Д
иференціальне рівняння вигляду

0
)

,
(

)
,

(
=

+
dy

y
x

N
dx

y
x

M
(1.7)

називається однорідним відносно змінних x
 та y

, якщ
о функції 

)
,

(
y

x
M

 та
)

,
(

y
x

N
 є однорідними функціями однакового виміру.

Задача знаходж
ення розв’язку рівняння

)
,

(
y

x
f

y
= ′

,
яке задовольняє початкову умову

0
0 )

(
y

x
y

=
,

називається задачею
 Кош

і.
З погляду геометрії загальний розв’язок 

)
,

(
C

x
y

ϕ
=

 визначає на пло-
щ
ині множ

ину інт
егральних кривих, які залеж

ать від параметра C
. Розв’я-

зати задачу Кош
і означає виділити з множ

ини інтегральних кривих таку, яка
проходить через задану точку 

)
,

(
0

0
y

x
.

Рівняння (1.2) має розв’язок, якщ
о воно задовольняє умови т

еореми
Кош

і про існування і єдиність розв’язку.
Теорема Кош

і. Н
ехай функція 

)
,

(
y

x
f

 і її частинна похідна 
)

,
(

y
x

fy ′
 виз-

начені і неперервні у відкритій області D
 площ

ини xO
y  і точка 

D
y

x
∈)

,
(

0
0

.
Тоді існує єдиний розв’язок 

)
(x

y
ϕ

=
 рівняння 

)
,

(
y

x
f

y
= ′

, який задоволь-
няє умову

0
0 )

(
y

x
y

=
.

Точки площ
ини, в яких не виконую

ться умови теореми Кош
і, назива-

ю
ться особливими. Розв’язок диференціального рівняння, в кож

ній точці якого
поруш

ується умова єдиності, називається особливим розв’язком.
П
роцес знаходж

ення розв’язків диференціальних рівнянь називаєть-
ся інт

егруванням диф
еренціальних рівнянь.

Різні типи диф
еренціальних рівнянь перш

ого порядку та м
етоди

їх інтегрування

Д
иф

еренціальні рівняння з відокрем
леним

и та відокрем
лю

вани-
м
и зм

інним
и. Рівняння вигляду

dy
y

f
dx

x
f

)
(

)
(

2
1

=
(1.3)

називається диференціальним рівнянням з відокремленими змінними.
Інтегрую

чи ліву та праву частини цього рівняння, отримаємо його
загальний інтеграл

C
dy

y
f

dx
x

f
+

=∫
∫

)
(

)
(

2
1

,

де C
 – довільна стала.
Рівняння вигляду

dy
y

g
x

f
dx

y
g

x
f

)
(

)
(

)
(

)
(

2
2

1
1

=
(1.4)

називається диференціальним рівнянням з відокремлю
ваними змінними.
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иференціальні рівняння перш
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Д
иф

еренціальні рівняння, звідні до однорідних рівнянь відносно
зм
інних. Рівняння вигляду

 
 

+
+

+
+

= ′
2

2
2

1
1

1

c
y

b
x

a
c

y
b

x
a

f
y

,
(1.11)

де 
2,

1
,

,
,

=i
c

b
a

i
i

i
 – задані числа, 

2
1 ,c

c
 – одночасно не дорівню

ю
ть нулю

,
зводит

ься до однорідного рівняння відносно змінних заміною
k

y
y

h
x

x
+

=
+

=
1

1
,

,
(1.12)

якщ
о 

0
2

1
2

1
2

2

1
1

≠
−

=
=

∆
a

b
b

a
b

a
b

a
.

Числа 
k

h
і

 знаходяться із системи

  
=

+
+

=
+

+
.0 ,0

2
2

2

1
1

1

c
k

b
h

a
c

k
b

h
a

У
 випадку 

0
=

∆
 рівняння (1.11) зводиться заміною

y
b

x
a

z
1

1
+

=
(1.13)

до рівняння з відокремлю
ваними змінними.

Л
інійні диф

еренціальні рівняння. Д
иференціальне рівняння пер-

ш
ого порядку називається лінійним, якщ

о воно містить y
 та y ′ у перш

ому
степені, тобто має вигляд

)
(

)
(

x
f

y
x

P
y

=
+ ′

,
(1.14)

де 
)

(x
P

 і 
)

(x
f

 – задані і неперервні на деякому проміж
ку функції.

Я
кщ

о 
0

)
(

≡
x

f
, то рівняння (1.14) називається однорідним, у проти-

леж
ному випадку – неоднорідним.

У
 лінійному однорідному диференціальному рівнянні

0
)

(
=

+ ′
y

x
P

y
,

(1.15)
змінні відокремлю

ю
ться і розв’язання його виглядає так:

0
)

(
=

+
y

x
P

dx dy
,    

dx
x

P
y dy

)
(

−
=

.

Інтегрую
чи, маємо

C
dx

x
P

y
ln

)
(

ln
+

−
=

∫
,

∫
=

−
dx

x
P

C
e

y
)

(
.

(1.16)

Д
ля інтегрування неоднорідного лінійного рівняння (1.14)

)
(

)
(

x
f

y
x

P
y

=
+ ′

мож
уть бути застосовані такі три методи.

О
станнє рівняння простим перетворенням зводиться до вигляду

)
,

(
y

x
f

y
= ′

,
(1.8)

де функція 
)

,
(

y
x

f
 є однорідною

 функцією
 нульового виміру, тобто для будь-

якого 
0

≠
λ

)
,

(
)

,
(

)
,

(
0

y
x

f
y

x
f

y
x

f
=

λ
=

λ
λ

.
О
тж
е, рівняння, однорідне відносно змінних, має вигляд (1.7) або (1.8)

при виконанні вказаних відповідних умов.
В
раховую

чи, щ
о в рівнянні (1.8) права частина задовольняє умову

0
,

,)
,

(
)

,
(

≠
λ

λ
∀

=
λ

λ
y

x
f

y
x

f
, покладемо 

x 1
=

λ
. Тоді отримаємо

 
 

=
x y

f
y

x
f

,1
)

,
(

і рівняння (1.8) прийме вигляд

 
 

= ′
x y

f
y

,1
.

(1.9)

В
ведемо нову ш

укану функцію
 

x y
x

u
=)

(
, звідки 

x
x

u
y

⋅
=

)
(

.

П
ідстановкою

x
x

u
y

⋅
=

)
(

(1.10)

рівняння (1.9) зводиться до рівняння з відокремлю
ваними змінними. Д

ійс-
но, поклавш

и в рівнянні (1.9)
u

x
u

y
x

u
y

+
⋅ ′

= ′
⋅

=
,

,
маємо

)
,1

(
u

f
u

dx du
x

=
+

.

В
ідокремивш

и змінні, отримаємо

x dx
u

u
f

du
=

−)
,1

(
.

Інтегрую
чи, маємо

C
x

u
u

f
du

ln
ln

)
,1

(
+

=
−

∫
,

∫
−

=
u

u
f

du

e
C

x
)

,1
(

.

В
раховую

чи, щ
о 

x y
u

=
, отримаємо загальний інтеграл рівняння (1.8).
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2. М
ет
од варіації довільної ст

алої (метод Л
агранж

а).
В
рахуємо, щ

о для лінійного неоднорідного диференціального рівняння
)

(
)

(
x

f
y

x
P

y
=

+ ′
(1.14)

відповідне однорідне рівняння має вигляд
0

)
(

=
+ ′

y
x

P
y

(1.15)
і його загальний розв’язок визначається формулою

∫
=

−
dx

x
P

e
C

y
)

(
.

(1.16)

Згідно з методом варіації довільної сталої розв’язок рівняння (1.14)
ш
укатимемо у вигляді

∫
=

−
dx

x
P

e
x

C
y

)
(

)
(

.
(1.24)

Ц
ей вигляд отримується з формули (1.16), якщ

о в ній замінити сталу
C

 на функцію
 

)
(x

C
.

П
ідставляю

чи в рівняння (1.14) функцію
 y  у вигляді (1.24) та її похідну

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

x
P

e
x

C
e

x
C

y
dx

x
P

dx
x

P
∫

−
∫

′
= ′

−
−

,
отримуємо для визначення невідомої функції 

)
(x

C
 диференціальне рівнян-

ня з відокремлю
ваними змінними

∫
=

′
dx

x
P

e
x

f
x

C
)

(
)

(
)

(
.

Загальний розв’язок цього рівняння

C
dx

e
x

f
x

C
dx

x
P

+
∫

=∫
)

(
)

(
)

(
,

(1.25)

де C
 – довільна стала.
П
ідставляю

чи (1.25) у формулу (1.24), знаходимо загальний розв’я-
зок рівняння (1.14)

∫
 

 
+

∫
=

−
∫

dx
x

P
dx

x
P

e
C

dx
e

x
f

y
)

(
)

(
)

(
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(1.26)

3. М
ет
од інт

егрувального множ
ника (метод Ейлера).

В
ідповідно до цього методу, неоднорідне диференціальне рівняння

)
(

)
(

x
f

y
x

P
y

=
+ ′

(1.14)
множ

иться зліва та справа на інтегрувальний множ
ник

∫
=

µ
dx

x
P

e
x

)
(

)
(

.
(1.27)

У
 результаті зліва отримуємо похідну деякої функції, інтегрування якої

зводить до цієї функції.
Д
ійсно,

∫
=

∫
⋅

+
∫

⋅ ′
dx

x
P

dx
x

P
dx

x
P

e
x

f
e

y
x

P
e

y
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
,

1. М
ет
од підст

ановки (метод Бернуллі).
М
ет
од Бернуллі полягає в тому, щ

о розв’язок цього рівняння ш
ука-

ю
ть у вигляді добутку двох функцій (підст

ановка Бернуллі)
)

(
)

(
x

v
x

u
y

⋅
=

,
(1.17)

де одну з цих невідомих функцій мож
на взяти довільною

 (тотож
но не рів-

ною
 нулю

), а інш
а визначиться з умови задовільняння рівнянню

 (1.14).
Знаходячи похідну

vu
v

u
y

′
+

′
= ′

і підставляю
чи значення y

 та y ′ у рівняння (1.14), дістанемо

)
(

]
)

(
[

x
f

v
x

P
v

u
v

u
=

+ ′
+

′
.

(1.18)

Користую
чись довільністю

 у виборі функції 
)

(x
v

, доберемо її так,
щ
об вираз у квадратних дуж

ках дорівню
вав нулю

, в результаті чого рівнян-
ня (1.18) спроститься. О

тж
е, маємо систему рівнянь

  
=

′
=

+ ′
.)

(
,0

)
(

x
f

v
u

v
x

P
v

(1.19)

В
ідокремлю

ю
чи в перш

ому рівнянні системи змінні, знайдемо його
загальний розв’язок:

v
x

P
dx dv

)
(

−
=

;               
dx

x
P

v dv
)

(
−

=
;

C
dx

x
P

v
ln

)
(
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+

−
=

∫
;

∫
=

−
dx

x
P

C
e

v
)

(
.

(1.20)

П
риймемо за функцію

 v
 частинний розв’язок рівняння (1.19), поклав-

ш
и у загальному розв’язку (1.20) 

1
=

C
, тобто

∫
=

−
dx

x
P

e
v

)
(

.
(1.21)

Д
алі розв’язуємо друге рівняння системи, де функція v

 визначається
формулою

 (1.21). Розв’язавш
и це рівняння, знайдемо функцію

 
)

(x
u

. М
аємо:

)
(

)
(

x
f

e
dx du

dx
x

P
=

∫ −
;      

dx
e

x
f

du
dx

x
P∫

=
)

(
)

(
;

C
dx

e
x

f
u

dx
x

P
+

∫
=∫

)
(

)
(

.
(1.22)

П
ідставляю

чи функції (1.21) і (1.22) у формулу (1.17), знаходимо за-
гальний розв’язок рівняння (1.14)

 
 

+
∫

∫
=

=
∫

−
C

dx
e

x
f

e
uv

y
dx

x
P

dx
x

P
)
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)

(
.

(1.23)
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Д
иф

еренціальні рівняння у повних диф
еренціалах

Д
иференціальне рівняння перш

ого порядку вигляду
0

)
,

(
)

,
(

=
+

dy
y

x
Q

dx
y

x
P

(1.33)
називається рівнянням у повних диф

еренціалах, якщ
о його ліва частина є

повним диференціалом деякої функції 
)

,
(

y
x

u
, тобто

dy
y u

dx
x u

y
x

du
dy

y
x

Q
dx

y
x

P
∂ ∂

+
∂ ∂

=
=

+
)

,
(

)
,

(
)

,
(

,
(1.34)

а отж
е,

y u
y

x
Q

x u
y

x
P

∂ ∂
=

∂ ∂
=

)
,

(
,

)
,

(
.

(1.35)

Д
ля того, щ

об рівняння (1.33) було рівнянням у повних диференціа-
лах, необхідно і достатньо, щ

об виконувалась умова

x Q
y P

∂ ∂
=

∂ ∂
.

(1.36)

О
тж
е, якщ

о рівняння (1.33) є рівнянням у повних диференціалах, то
воно мож

е бути записане у вигляді
0

)
,

(
=

y
x

du
.

(1.37)
Загальний інтеграл цього рівнянняC

y
x

u
=)

,
(

,
(1.38)

де C
 – довільна стала.
Таким чином, задача інтегрування рівняння (1.33) зводиться до відш

у-
кання функції 

)
,

(
y

x
u

, такої, щ
о для неї ліва частина рівняння є повним дифе-

ренціалом. В
ідш

укання такої функції мож
на проводити двома способами.

С
посіб 1. О

скільки має місце співвіднош
ення (1.34), матимемо

)
,

(
y

x
P

x u
=

∂ ∂
,

(1.39)

)
,

(
y

x
Q

y u
=

∂ ∂
.

(1.40)

Інтегрую
чи (1.39) по x

, отримаємо функцію
 

)
,

(
y

x
u

 з точністю
 до

довільної сталої 
)

(y
ϕ

, яка залеж
ить від y

:
)

(
)

,
(

)
,

(
y

dx
y

x
P

y
x

u
ϕ

+
=∫

.
Д
ля визначення функції 

)
(y

ϕ
 продиференцію

ємо отриману функцію
)

,
(

y
x

u
 по y

 і, враховую
чи (1.40), матимемо:

[
]

)
,

(
)

(
)

,
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Q
y

dx
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x
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y
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∫
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∫
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∫

⋅
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P
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e
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)
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)
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)
(

.

Інтегрую
чи, маємо:

C
dx

e
x

f
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dx
x

P
dx

x
P

+
∫

=
∫

∫
)

(
)

(
)

(
.

О
статочно

 
 

+
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∫
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C
dx

e
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f
e

y
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x
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P
)

(
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(
)

(
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(1.28)

Д
иф

еренціальні рівняння, звідні до лінійних
Рівняння Бернуллі
Рівнянням Бернуллі називається рівняння вигляду

R
∈

α
=

+ ′
α

,)
(

)
(

x
f

y
y

x
P

y
,

(1.29)

де 
)

(
),

(
x

f
x

P
 – задані і неперервні на деякому проміж

ку функції.
П
ри 

0
=

α
 це рівняння лінійне, а при 

1
=

α
 – з відокремлю

ваними
змінними. Я

кщ
о 

1
,0

≠
α

≠
α

, то заміна
α−

=
1

y
z

(1.30)
зводить знову до лінійного рівняння відносно функції 

)
(x

z
.

Н
а практиці розв’язок рівняння Бернуллі зручніш

е ш
укати методом

Бернуллі у вигляді
uv

y
=

,
(1.31)

не зводячи його попередньо до лінійного рівняння. Зазначимо, щ
о при 

0
>

α
,

крім розв’язку 
0

≠
=

uv
y

, рівняння Бернуллі має розв’язок 
0

≡
y

.

Рівняння Ріккаті
Рівнянням Ріккат

і називається рівняння вигляду
)

(
)

(
)

(
2

x
f

y
x

Q
y

x
P

y
=

+
+ ′

,
(1.32)

де 
)

(
),

(
),

(
x

f
x

Q
x

P
 – задані і неперервні на деякому проміж

ку функції.
Я
кщ

о 
f

Q
P

,
,

 – сталі числа, то це рівняння інтегрується відокрем-
ленням змінних:

2
y

Q
y

P
f

y
−

−
= ′

,

∫
+

=
−

−
C

x
y

Q
y

P
f

dy
2

.

Коли 
0

)
(

=
x

Q
, рівняння (1.32) стає лінійним, а у випадку 

0
)

(
=

x
f

 –
рівнянням Бернуллі. У

 загальному випадку рівняння (1.32) не інтегрується в
квадратурах.

Я
кщ

о відомий частинний розв’язок 
)

(1
1

x
y

y
=

 рівняння Ріккаті, то
заміною

 
z

y
y

+
=

1
 рівняння Ріккаті зводиться до рівняння Бернуллі.
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0
)

,
(

)
,

(
=

+
dy

y
x

Q
dx

y
x

P
(1.44)

на деякий множ
ник 

)
,

(
y

x
µ

 мож
на звести його до рівняння у повних дифе-

ренціалах. Такий множ
ник називається інт

егрувальним множ
ником. Загаль-

ного методу знаходж
ення функції 

)
,

(
y

x
µ

 немає, але в деяких окремих випад-
ках цей пош

ук мож
на здійснити. Розглянемо методи знаходж

ення інтегруваль-
ного множ

ника 
)

,
(

y
x

µ
.

Я
кщ

о 
)

,
(

y
x

µ
 – інтегрувальний множ

ник, то рівняння

0
)

,
(

)
,

(
=

µ
+

µ
dy

y
x

Q
dx

y
x

P
є рівнянням у повних диференціалах. Тоді повинна виконуватися умова
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y P

∂
µ

∂
=

∂
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∂
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,

тобто
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+
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,

звідки
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=

∂
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∂
−

∂
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∂
ln
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(1.45)

Д
ля знаходж

ення 
)

,
(

y
x

µ
 треба знайти який-небудь частинний роз-

в’язок рівняння (1.45) з частинними похідними відносно невідомої функції
)

,
(

y
x

µ
.Рівняння (1.45) спрощ

ується, якщ
о інтегрувальний множ

ник залеж
ить

від однієї змінної, наприклад, від x
, тобто 

)
(x

µ
=

µ
. Тоді в рівнянні (1.45)

0
ln

=
∂

µ
∂

y

і маємо

 
 

∂ ∂
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=

µ
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y P
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dx
d

1
ln

,
(1.46)

з якого інтегруванням визначається спочатку 
µ

ln
, а потім і µ

. Рівняння (1.46)

має зміст лиш
е у випадку, коли його права частина 

 
 

∂ ∂
−

∂ ∂
x Q

y P
Q 1

 залеж
ить

лиш
е від x

.

З цього рівняння визначаємо 
)

(y
ϕ ′

 і, інтегрую
чи, знаходимо 

)
(y

ϕ
, а

отж
е і 

)
,

(
y

x
u

.
С
посіб 2. С

користаємось криволінійним інтегралом другого роду для
визначення функції 

)
,

(
y

x
u

, для якої підінтегральний вираз є її повним ди-
ференціалом. У

 цьому випадку криволінійний інтеграл не залеж
ить від ш

ля-
ху інтегрування. В

зявш
и криволінійний інтеграл від функції

dy
y

x
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dx
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x
P

)
,

(
)

,
(

+

по будь-якому ш
ляху від фіксованої точки 

)
,

(
0

0
y

x
 до точки із змінними

координатами 
)

,
(

y
x

, отримаємо ш
укану функцію
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(1.41)

О
бчислення криволінійного інтеграла другого роду, як відомо, зво-

диться до обчислення визначеного інтеграла. П
ри цьому за ш

лях інтегру-
вання зручніш

е вибрати ламану, складену з двох відрізків, паралельних осям
координат (рис. 1.1, рис. 1.2).
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Рис.1.1                                         Рис.1.2

У
 такому випадку, згідно з ш

ляхом інтегрування, представленим на
рис.1.1,
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(1.42)

або, згідно з ш
ляхом інтегрування, представленим на рис.1.2,
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(1.43)

О
тж
е, функція 

)
,

(
y

x
u

 обчислю
ється за формулою

 (1.41) з урахуван-
ням формули (1.42) або (1.43).

Д
иф

еренціальні рівняння, звідні до рівнянь у повних диф
еренціа-

лах. М
етод інтегрувального м

нож
ника

За певних умов множ
енням довільного рівняння
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Я
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о 
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y
′

≡
′

ϕ
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(
, то рівняння (1.55) набирає вигляду

)
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y
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y
′

ψ
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=
(1.56)

і називається рівнянням К
леро.

Розв’язання рівняння Л
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а
В
ведемо параметр 

y
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′
=

, тоді рівняння Л
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)
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записується у вигляді
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Д
иференцію

ю
чи (1.57) по x

, дістанемо
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p
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p
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)
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)
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dp dx
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p
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ϕ ′
=

ϕ
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.
(1.59)

Рівняння (1.59) є лінійним відносно невідомої функції 
)

(p
x

x
=

. Роз-
в’язавш

и його, знаходимо загальний розв’язок 
)

,
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C
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x
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=
.

Треба мати на увазі, щ
о при діленні рівняння (1.58) на dx dp

 могли загу-

битися розв’язки, для яких 
0

=
dx dp

, тобто p
 – const. Вважаю

чи p
 сталою

, очевид-

но, щ
о рівняння (1.58) задовольняється лиш

е тоді, коли p
 є коренем рівняння

0
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(
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ϕ
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p
p

і якщ
о це рівняння має дійсні корені 

)
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i
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p
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, то знайдені вищ
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в’язки рівняння Л
агранж

а треба доповнити розв’язками

)
,1

(
)

(
)

(
n

i
p

p
x

y
i

i
=

ψ
+

ϕ
=

.
Я
кщ

о ці розв’язки не утворю
ю
ться з загального ні за яких значень

довільної сталої, то вони є особливими розв’язками.
Розв’язання рівняння К

леро
В
ведемо параметр 

y
p

′
=

. Тоді рівняння К
леро

)
(y

y
x

y
′

ψ
+ ′

=
запиш

емо у вигляді
)

(p
xp

y
ψ

+
=

.
(1.60)

О
тж
е, якщ

о

)
(

1
x

F
x Q

y P
Q

=
 

 
∂ ∂

−
∂ ∂

,
(1.47)

то 
)

(x
µ

=
µ

 і його знаходять з рівняння (1.46).
А
налогічно, якщ

о вираз

)
(

1
1

y
F

y P
x Q

P
= 

 
∂ ∂

−
∂ ∂

,
(1.48)

то 
)

(y
µ

=
µ

 і його знаходять з рівняння

 
 

∂ ∂
−

∂ ∂
=

µ
y P

x Q
P

dy
d

1
ln

.
(1.49)

Д
иф

еренціальні рівняння, нерозв’язні відносно похідної
Н
ехай диференціальне рівняння, нерозв’язне відносно похідної

0
)

,
,

(
=

′y
y

x
F

,
(1.50)

розв’язне або відносно ш
уканої функції

)
,

(
y

x
f

y
′

=
,

(1.51)
або відносно аргументу

)
,

(
y

y
f

x
′

=
.

(1.52)

Тоді воно інтегрується введенням параметра 
y

p
′

=
. Рівняння (1.51),

(1.52) переходять в алгебраїчні рівняння, диференцію
ю
чи які відповідно по

x
 або по y

, отримуємо системи рівнянь:

  

⋅
∂ ∂

+
∂ ∂

= =

dx dp
p f

x f
p

p
x

f
y

,)
,

(
(1.53)

або

  

⋅
∂ ∂

+
∂ ∂

= =

.
1

,)
,

(

dy dp
p f

y f
p

p
y

f
x

(1.54)

З цих систем знаходяться відповідно загальні розв’язки рівнянь (1.51)
або (1.52) в явному або параметричному вигляді.

Рівняння Л
агранж

а і К
леро

Рівняння вигляду
)

(
)

(
y

y
x

y
′

ψ
+

′
ϕ

=
,

(1.55)
де 

ψ
ϕ,

 – відомі функції, називається рівнянням Л
агранж

а.
В
оно є частинним випадком рівняння (1.51).
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y y
st

′
=

,                         
yy

sn
′

=
.

 y

 x
O

 
t s

 M

 T
 х

 N

 n
 t

 
n

s

 y

Рис.1.3
3. В

икористовується поняття ортогональної траєкторії.
О
рт
огональними т

раєкт
оріями для однопараметричної сім’ї 

1
S

 лі-
ній 

)
,

(
a

x
y

Φ
=

 називається інш
а сім’я 

2
S

 ліній, які перетинаю
ть лінії пер-

ш
ої сім’ї під прямим кутом.

4. П
ри складанні диференціального рівняння перш

ого порядку в фі-
зичних задачах часто застосовується мет

од диф
еренціалів, за яким набли-

ж
ені співвіднош

ення між
 малими приростами величин заміню

ю
ться спів-

віднош
еннями між

 їх диференціалами.
Інш

им методом складання диференціальних рівняння є використ
ан-

ня ф
ізичного зміст

у похідної як ш
видкості протікання процесу.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Я
ке рівняння називається диференціальним рівнянням

перш
ого порядку?
2. Д

айте означення загального і частинного розв’язків ди-
ференціального рівняння перш

ого порядку.
3. С

формулю
йте теорему Кош

і про існування та єдиність
розв’язку диференціального рівняння перш

ого порядку.
4. Н

аведіть загальний вигляд диференціального рівняння
з відокремлю

ваними змінними.
5. Я

ке диференціальне рівняння називається однорідним
відносно змінних?

6. Я
кі диференціальні рівняння зводяться до однорідних

відносно змінних?

Д
иференцію

ю
чи ліву та праву частини по x

, отримаємо

dx dp
p

dx dp
x

p
p

)
(

ψ
′

+
+

=

або

0
))

(
(

=
ψ

′
+

dx dp
p

x
.

Я
кщ

о 
0

=
dx dp

, то 
C

p
=

 і із (1.60) маємо загальний розв’язок рівнян-

ня К
леро:

)
(C

C
x

y
ψ

+
=

.
(1.61)

Я
кщ

о 
0

)
(

=
ψ

′
+

p
x

, то дістанемо частинний розв’язок у параметрич-
ній формі:

)
(

)
(

),
(

p
p

p
y

p
x

ψ
+

ψ
′

−
=

ψ
′

−
=

.
(1.62)

Ц
ей розв’язок є особливим. Розв’язок (1.62) – однопараметрична сім’я

інтегральних прямих. Інтегральна крива, яка визначається рівнянням (1.61), є
обвідною

 сім’ї інтегральних прямих (1.62). Д
ійсно, обвідна деякої сім’ї

0
)

,
,

(
=

Φ
C

y
x

 визначається рівняннями0
)

,
,

(
=

Φ
C

y
x

   і   
0

=
∂ Φ∂C

.

Зауваж
имо, щ

о існує практичне правило отримання розв’язку рівнян-
ня К

леро: заміню
ю
чи в рівнянні К

леро символ y ′ символом C
, отримуємо

його загальний розв’язок. Д
иференцію

ю
чи цей розв’язок по C

 і виклю
чаю

-
чи C

 з системи двох рівнянь (загального розв’язку і результату диференцію
-

вання), отримуємо особливий розв’язок.

Геом
етричні та ф

ізичні задачі, щ
о зводяться до розв’язання ди-

ф
еренціальних рівнянь перш

ого порядку
1. У

 задачах геометрії, в яких треба знайти рівняння кривої по заданій
властивості її дотичної, нормалі або площ

і криволінійної трапеції, викорис-
т
овуєт

ься геомет
ричне т

лумачення похідної (кутовий коефіцієнт дотичної)
та інт

еграла зі змінною
 верхнею

 меж
ею

 (площ
а криволінійної трапеції з

рухомою
 обмеж

ую
чою

 ординатою
).

2. В
икористовую

ться такі загальні ф
ормули для визначення відповід-

но: довж
ин відрізків дотичної t , нормалі n

, піддотичної 
t s  і піднормалі 

n s
(рис.1.3).

2
1

y
y y

t
′

+
′

=
,             

2
1

y
y

n
′

+
=

,
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8. Д
иференціальні рівняння, нерозв’язні відносно похід-

ної: приклад 15.
9. Д

иференціальні рівняння Л
агранж

а: приклад 16.
10. Д

иференціальні рівняння К
леро: приклад 17.

11. Задачі геометрії: приклади 18 – 21.
12. Задачі фізики: приклади 22 – 26.

О
сновні поняття

П
риклад 1. П

еревірити, щ
о задані функції є розв’язками

заданих диференціальних рівнянь:

а) 
x x

y
sin

=
;

x
y

yx
cos

=
+ ′

;

б) 
R

∈
=

C
C

x
y

, 3
;

0
3

=
− ′

y
yx

;
в) 

)
(x

y
y

=
 задана неявно рівнянням

0
ln

)
,

(
=

+
+

=
C

xy
x y

y
x

F
, 

R
∈

C
;   

2
2

)
(

xy
y

y
y

x
x

−
= ′

+
.

 а) 
x x

y
sin

=
;   

x
y

yx
cos

=
+ ′

.

Знаходимо y ′:

2
sin

cosx
x

x
x

y
−

= ′
.

П
ідставимо в ліву частину диференціального рівняння вирази для y

та y ′:

x
x x

x x
x

x x
x

x
x

x
x

y
yx

cos
sin

sin
cos

sin
sin

cos
2

=
+

−
=

+
−

=
+ ′

.

О
станнє означає, щ

о функція 
x x

y
sin

=
 є розв’язком заданого рівняння.

б) 
R

∈
=

C
C

x
y

, 3
;   

0
3

=
− ′

y
yx

.
Знаходимо y ′:

2
3x

C
y

⋅
= ′

.
П
ідставимо в ліву частину диференціального рівняння вирази для y

та y ′:
0

3
3

3
3

2
=

−
⋅

=
− ′

C
x

C
x

x
y

yx
.

7. Н
аведіть загальний вигляд лінійного диференціального

рівняння перш
ого порядку.

8. Які методи розв’язання лінійного диференціального рів-
няння перш

ого порядку існую
ть?

9. Запиш
іть рівняння Бернуллі і наведіть заміну змінних

для його розв’язання.
10. С

формулю
йте необхідну і достатню

 умови для того, щ
об

рівняння

0
)

,
(

)
,

(
=

+
dy

y
x

Q
dx

y
x

P
було рівнянням у повних диференціалах.

11. Я
кі способи розв’язання рівняння у повних диференціа-

лах існую
ть?

12. Щ
о таке інтегрувальний множ

ник?
13. Запиш

іть рівняння Л
агранж

а і К
леро.

14. За яких умов з’являю
ться особливі розв’язки рівняння

Л
агранж

а?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті розглянуто 26 прикладів розв’язання за-

дач, які за своєю
 тематикою

 розподілились так:
1. О

сновні поняття: приклади 1, 2.
2. Д

иференціальні рівняння з відокремленими та відокрем-
лю

ваними змінними та звідні до них: приклади 3 – 6, 8б).
3. Д

иференціальні рівняння, однорідні відносно змінних,
та звідні до них: приклади 7, 8а).

4. Л
інійні диференціальні рівняння перш

ого порядку:
приклади 9, 10.

5. Д
иференціальні рівняння Бернуллі: приклад 11.

6. Д
иференціальні рівняння Ріккаті: приклад 12.

7. Д
иференціальні рівняння у повних диференціалах та

звідні до них: приклади 13, 14.
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Д
иф

еренціальні рівняння з відокрем
леним

и та
відокрем

лю
ваним

и зм
інним

и та звідні до них

П
риклад 3. Розв’язати рівняння

0
)

1(
)

1(
2

2
=

+
−

+
dy

x
y

dx
y

x
.

 Ц
е рівняння з відокремлю

ваними змінними. П
оділивш

и обидві його час-
тини  на 

0
)

1(
)

1(
2

2
≠

+
+

y
x

, дістанемо рівняння з відокремленими змінними:

2
2

1
1

x dx
x

y dy
y

+
=

+
.

Д
алі проінтегруємо обидві частини рівняння. Д

ля спрощ
ення подаль-

ш
ого потенцію

вання сталу C
 після інтегрування кращ

е записати як 
C

ln
2 1

,

отж
е,

∫
∫

+
=

+
2

2
1

1
x dx

x
y dy

y
,

∫
∫

+ +
=

+ +
2 2

2 2

1
)

1(
2 1

1
)

1(
2 1

x x
d

y y
d

,

0
,

ln
2 1

)
1(

ln
2 1

)
1(

ln
2 1

2
2

≠
+

+
=

+
C

C
x

y
.

П
отенцію

ю
чи, дістанемо загальний інтеграл заданого рівняння:

0
,

1 1
2 2

≠
=

+ +
C

C
x y

.

П
ри діленні обох частин диф

еренціального рівняння на вираз
)

1(
)

1(
2

2
y

x
+

+
 розв’язки не втрачені, бо 

0
1,

0
1

2
2

≠
+

≠
+

y
x

. 

П
риклад 4. Розв’язати рівняння

0
)

(
)

(
2

2
2

2
=

−
+

+
dy

y
x

x
dx

y
xy

.
 П
еретворимо ліву частину рівняння:

0
)

1(
)1

(
2

2
=

−
+

+
dy

y
x

dx
x

y
.

П
оділимо обидві частини рівняння на 

0
2

2
≠

y
x

:

0
1

1
2

2
=

−
+

+
dy

y
y

dx
x x

.

О
тримали рівняння з відокремленими змінними, отж

е,

О
станнє означає, щ

о функція 
3

C
x

y
=

 є розв’язком заданого рівняння.

в) 
0

ln
)

,
(

=
+

+
=

C
xy

x y
y

x
F

;   
2

2
)

(
xy

y
y

y
x

x
−

= ′
+

.

Знаходимо y ′:

y x

F F
y

′ ′
−

= ′
,

де 
x

xy
y

x
y

x y
y x

F
x

1
1

2
−

=
+

−
=

+ 
 −

⋅
= ′

,

     
y

xy
x

y
x

x
y x

F
y

1
1

1
+

=
+

=
+

⋅
= ′

.

П
ідставивш

и, отримуємо вираз для y ′:

y
x

x
xy

y
x

xy
y

xy
xy

x
y

xy
y

2

2

)1
(

)
1(

)1
(

)1
(

+ −
=

+
−

=
+

−
−

= ′
.

Звідси   
2

2
)

(
xy

y
y

y
x

x
−

= ′
+

.
Ц
е означає, щ

о функція 
)

(x
y

y
=

, задана неявно вказаним рівнянням,
задовольняє заданому диференціальному рівнянню

.
А
налогічний результат отримаємо, якщ

о продиференцію
вати обидві

частини рівняння 
0

ln
)

,
(

=
+

+
=

C
xy

x y
y

x
F

, щ
о задає функцію

 
)

(x
y

y
=

,
по змінній x

:

0
2

= ′
+

+
−

′
⋅

yx
y

x
y

x
y

y x
.

П
ісля перетворень отримаємо задане диференціальне рівняння. 

П
риклад 2. Знайти диференціальне рівняння сім’ї кіл

ax
y

x
2

2
2

=
+

.
 П
родиференцію

ємо обидві частини рівняння по x
:

a
yy

x
2

2
2

= ′
+

.
В
иклю

чимо параметр a
 з системи рівнянь

  
= ′

+
=

+
.

,
2

2
2

a
yy

x
ax

y
x

М
аємо   

x
yy

x
y

x
)

(2
2

2
′

+
=

+
.

Звідки   
y

xy
x

y
′

=
−

2
2

2
.

Ц
е є ш

укане диференціальне рівняння сім’ї кіл. 
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C
z

x
+

=
2

ctg
.

П
овертаю

чись до старої змінної, маємо загальний інтеграл:

0
2

=
+

−
−

C
x

x
y

ctg
.

Відокремлю
ю
чи  змінні, припускали, щ

о 
0

1
cos

≠
−z

. Якщ
о 

0
1

cos
=

−z
,

то 
…,

1
,0

,
2

±
=

π
=

−
k

k
x

y
 Н
і при якому значенні сталої C

 ці розв’язки не
утворю

ю
ться із загального інтеграла, вони є особливими. 

П
риклад 6. Знайти частинний розв’язок рівняння

0
)

1(
2

=
+

+
dx

y
dy

x
,

який задовольняє початкову умову 
1

)0
(

=
y

.
 В
ідокремимо змінні та проінтегруємо дане рівняння.

2
1

x dx
y dy

+
−

=
,

∫
∫

+
−

=
2

1
x dx

y dy
,C

x
y

+
−

=
arctg

ln
.

Загальний інтеграл запиш
емо у вигляді:C

x
y

=
+

arctg
ln

.

В
икористовую

чи початкову умову, знайдемо сталу C
:

0
0

1
ln

=
⇒

=
+

C
C

arctg
.

Знайдену сталу 
0

=
C

 підставимо в загальний інтеграл і отримуємо
ш
уканий частинний розв’язок у вигляді:

0
ln

=
+

x
y

arctg
або

x
e

y
arctg

−
=

. 

Д
иф

еренціальні рівняння, однорідні відносно
зм

інних, та звідні до них

П
риклад 7. Розв’язати рівняння

2

2
22x

y
x

y
+

= ′
.

∫
∫

−
=

+
dy

y y
dx

x x
2

2
1

1
,

∫
∫

  
  

−
=

 
 

+
dy

y
y

dx
x

x
2

2
1

1
1

1
,

C
y

y
x

x
+

+
=

−
1

ln
1

ln
.

О
тж
е, загальний інтеграл має вигляд:C

xy y
x

y x
=

+
−

ln
.

П
еревіримо, чи не втрачені розв’язки диференціального рівняння при

діленні заданого рівняння на 
0

2
2

≠
y

x
. Розв’язуємо рівняння 

0
2

2
=

y
x

. Воно
має розв’язки 

0
=

x
 і 

0
=

y
, які є розв’язками загального диференціального

рівняння. Загальний інтеграл не містить цих розв’язків ні при якому чисель-
ному значенні C

, тому 
0

=
x

 і 
0

=
y

 є особливими розв’язками і їх слід
виписувати додатково до загального інтеграла.

О
тж
е, розв’язком заданого рівняння є:

0
,0

,
ln

=
=

=
+

−
y

x
C

xy y
x

y x
. 

П
риклад 5. Розв’язати рівняння)

cos(
x

y
y

−
= ′

.
 Задане рівняння зводиться до рівняння з відокремленими змінними.

П
окладемо

x
y

z
−

=
.

Тоді
1

− ′
= ′

y
z

,
звідки перетворене рівняння набуде виглядуz

z
cos

1
=

+ ′
.

В
ідокремлю

ю
чи змінні, дістанемо

dx
z dz

=
−

1
cos

.

Інтегруємо:

∫
∫

=
−

dx
z dz

1
cos

,            
∫ −

=

2
sin

2
2

z
dz

x
,
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 а) 
3 1

−
+

+
−

=
y

x
y

x
dx dy

.

Задане рівняння є рівнянням вигляду:

 
 

+
+

+
+

= ′
2

2
2

1
1

1

c
y

b
x

a
c

y
b

x
a

f
y

.

В
оно зводиться до однорідного відносно змінних, бо

0
2

1
1

1
1

2
2

1
1

≠
=

−
=

=
∆

b
a

b
a

.

П
окладемо

k
y

y
h

x
x

+
=

+
=

1
1

,
.

Тоді

1 1

dx dy
dx dy

=
.

Запиш
емо задане рівняння у нових координатах:

3 1

1
1

1
1

1 1

−
+

+
+

+
−

+
−

=
k

h
y

x
k

h
y

x
dx dy

.

Д
ля знаходж

ення h
 і k

 складемо систему:

  
=

−
+

=
+

−
,0

3
,0

1
k

h
k

h

звідки, розв’язавш
и систему, отримаємо 

2
,1

=
=

k
h

.
Тоді

2
,1

1
1

+
=

+
=

y
y

x
x

.
О
тж
е, маємо однорідне рівняння відносно змінних 

1 x  та 
1 y:

1
1

1
1

1 1

y
x

y
x

dx dy
+ −

=
.

П
ідстановкою

u
x

u
y

ux
y

+
′

= ′
=

1
1

1
1

,
однорідне рівняння зводиться до рівняння з відокремленими змінними:

u u
dx du

x
u

+ −
=

+
1 1

1
1

,
1 1

2
2

1
)

1(
x dx

u
u

du
u

=
−

−
+

,

∫
∫

=
−

−
+

1 1
2

2
1

)
1(

x dx
u

u
du

u
,

∫
∫

=
−

−
−

−
−

1 1
2 2

2
1

)
2

1(
2 1

x dx
u

u
u

u
d

,

1
1

2
ln

2 1
ln

2
1

ln
2 1

C
x

u
u

−
=

−
−

−
,

1
21

2)
2

1(
C

x
u

u
=

−
−

.

 П
рава частина цього рівняння є однорідною

 функцією
 нульового

виміру, тому щ
о

)
,

(
2

)
(2

)
(

)
(

)
,

(
0

2

2
2

2

2
2

y
x

f
x

y
x

x
y

x
y

x
f

λ
=

+
=

λ
λ

+
λ

=
λ

λ
.

О
тж
е, задане рівняння є однорідним відносно змінних. Застосуємо під-

становку
ux

y
=

.
Тоді

u
x

u
y

+
′

= ′
.

П
ідставивш

и y
 та y ′ в задане рівняння, отримаємо рівняння з відо-

кремленими змінними, звідки дістанемо загальний інтеграл. П
роцес розв’я-

зання виглядає так:

2

2
2

2

2x
x

u
x

u
ux

+
=

+ ′
,          

u
u

ux
−

+
= ′

2
1

2
,          

2
)1

(
2

−
= ′

u
ux

,

2
)1

(
2

−
=

u
dx du

x
,                 

2)1
(

2−
=

u
du

x dx
,              

∫
∫

−
=

2)1
(

2u
du

x dx
,

1
2

ln
ln

−
−

=
+

u
C

x
,

1

2
ln

−
−

=

x y
C

x
,          

y
x

x
C

x
−

=
2

ln
.

О
статочно загальний інтеграл має вигляд

y
x

x

e
x

C
−

=
2

.
П
ри відокремленні змінних ми поділили на 

0
≠

x
 і на 

0
)1

(
2

≠
−

u
.

Точки, в яких 
0

=
x

, не входять в область визначення правої частини зада-
ного рівняння, тому 

0
=

x
 не є розв’язком рівняння.

П
ри 

0
1

=
−

u
, маємо 

x
y

=
.

Ф
ункція 

x
y

=
 перетворю

є задане рівняння в тотож
ність і є його особ-

ливим розв’язком, який слід вказувати додатково до знайденого інтеграла. 

П
риклад 8. Розв’язати рівняння:

а) 
3 1

−
+

+
−

=
y

x
y

x
dx dy

;   б) 
0

)1
2

2(
)2

(
=

−
+

+
+

+
dy

y
x

dx
y

x
.
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C
x

z dz
dz

z
z

+
=

−
−

−
∫

∫
3

3
2

,C
x

z
z

z
+

=
−

−
−

+
3

ln
3

ln
6

2
,

C
x

z
z

+
=

−
+

3
ln

5
2

.
П
овертаю

чись до старих змінних, тобто враховую
чи, щ

о 
y

x
z

+
=

,
отримуємо загальний інтеграл у вигляді

C
y

x
y

x
=

−
+

+
+

3
ln

6
2

. 

Л
інійні диф

еренціальні рівняння та звідні до них

П
риклад 9. Знайти загальний розв’язок диференціально-

го рівняння

3
2

x
x y

y
=

+ ′
.

 Ц
е лінійне диф

еренціальне рівняння перш
ого порядку вигляду

)
(

)
(

x
f

y
x

P
y

=
+ ′

,

де 
3

)
(

,
2

)
(

x
x

f
x

x
P

=
=

.

Розв’язання цього рівняння виконаємо трьома способами.

С
посіб 1. М

етод Бернуллі.
Загальний розв’язок диференціального рівняння ш

укаємо у вигляді
uv

y
=

,
де 

)
(

),
(

x
v

v
x

u
u

=
=

.

П
ідставимо

vu
v

u
y

uv
y

′
+

′
= ′

=
,

у задане диференціальне рівняння.
М
аємо:

3
2

x
x uv

vu
v

u
=

+ ′
+

′
,3

2
x

x v
v

u
v

u
= 

 
+ ′

+
′

.

Д
оберемо функцію

 
)

(x
v

 так, щ
об вираз у дуж

ках дорівню
вав нулю

,
внаслідок чого останнє рівняння спроститься.

В
рахуємо, щ

о 
1 1

x y
u

=
, тоді

1
21

21 21

1 1
2

1
C

x
x y

x y
=

  
  

−
−

або

1
21

1
1

21
2

C
y

y
x

x
=

−
−

.
В
раховую

чи, щ
о 

2
,1

1
1

−
=

−
=

y
y

x
x

, отримаємо загальний інтег-
рал у вигляді:

C
y

x
y

xy
x

=
+

+
−

−
6

2
2

2
2

.
б) 

0
)1

2
2(

)2
(

=
−

+
+

+
+

dy
y

x
dx

y
x

.
Запиш

емо задане рівняння у вигляді

1
2

2
2−

+
+

+
−

= ′
y

x
y

x
y

   або   
1

2
2

2+
−

−
+

+
= ′

y
x

y
x

y
.

В
оно є рівнянням вигляду:

 
 

+
+

+
+

= ′
2

2
2

1
1

1

c
y

b
x

a
c

y
b

x
a

f
y

і зводиться до рівняння з відокремлю
ваними змінними, бо

0
2

2
1

1

2
2

1
1

=
−

−
=

=
∆

b
a

b
a

.

П
окладемо   

y
x

z
+

=
.

Тоді 
1

,
− ′

= ′
−

=
z

y
x

z
y

.

П
ідставимо вирази для y

 і y ′ в задане рівняння 
1

2
2

2+
−

−
+

+
= ′

y
x

y
x

y
.

М
аємо

1
2

2
1

+
−

+
=

− ′
z

z
z

.

Звідки отримуємо рівняння з відокремлю
ваними змінними

1
1

2
2

+
+

−
+

=
z

z
dx dz

,

1
2

3+
−

+
−

=
z z

dx dz
      або       

1
2

3− −
=

z z
dx dz

.

В
ідокремлю

ю
чи змінні та інтегрую

чи, маємо

dx
dz

z z
=

− −3 1
2

,        
C

x
dz

z z
+

=
− −

∫
3 1

2
,
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В
важ

аю
чи C

 функцією
 від x

, загальний розв’язок вихідного дифе-
ренціального рівняння ш

укаємо у вигляді:

2 )
(x x

C
y

=
.

Знаходимо y ′:

 
 −

+
′

= ′
3

2
2

)
(

1
)

(
x

x
C

x
x

C
y

.

П
ідставимо y

 і y ′ у вихідне рівняння:

3
3

3
2

)
(

2
)

(
2

)
(

x
x

x
C

x
x

C
x

x
C

=
+

−
′

,

5
)

(
x

x
C

=
′

.
Інтегрую

чи, маємо

1

6
5

6
)

(
C

x
dx

x
x

C
+

=
=∫

.

О
тж
е, загальний розв’язок вихідного диференціального рівняння:

2 1
4

1

6

2
2

6
6

1
)

(
x C

x
C

x
x

x x
C

y
+

=  
  

+
=

=
.

С
посіб 3. М

етод Ейлера (метод інтегрувального множ
ника).

Згідно з цим методом виберемо інтегрувальний множ
ник 

)
(x

µ
 у вигляді

2
ln

2
2

)
(

)
(

x
e

e
e

x
x

dx
x

dx
x

P
=

=
∫

=
∫

=
µ

.
П
омнож

имо обидві частини заданого рівняння на інтегрувальний
множ

ник 
2

x
=

µ
:

5
2

2
2

x
x

x y
x

y
=

⋅
+

⋅ ′
,

5
2

2
x

x
y

x
y

=
+

′
.

Звідки маємо зліва похідну функції 
2

yx
:

5
2)

(
x

xy
= ′

.
Інтегрую

чи, маємо:

C
x

x
y

+
=

6 6
2

,     
2

46
x C

x
y

+
=

. 

О
тримаємо

  

=
′

=
+ ′

.

,0
2

3
x

v
u

x v
v

Інтегрую
чи перш

е з цих рівнянь, дістанемо

0
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=
+

x v
dx dv

,
∫

∫
−

=
x dx

v dv
2

,

x
v

ln
2
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−

=
,

2 1x
v

=
.

П
ідставивш

и 
2 1x

v
=

 у друге рівняння системи, дістанемо

3
2 1

x
x

u
=

′
,

5
x

dx du
=

,

dx
x

du
5

=
,

C
x

u
+

=
6 6

.

Тоді загальний розв’язок диференціального рівняння приймає вигляд:

2

4

2

6

6
1

6
x C

x
x

C
x

uv
y

+
=

  
  

+
=

=
.

С
посіб 2. М

етод Л
агранж

а (метод варіації довільної сталої).
Запиш

емо однорідне диференціальне рівняння

0
2

=
+ ′

x y
y

,

яке відповідає заданому диференціальному рівнянню
3

2
x

x y
y

=
+ ′

,

та знайдемо його загальний розв’язок.
М
аємо:

0
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=
+
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dx dy

,
x y

dx dy
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−
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x dx
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=
,

∫
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−
=
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2
,

C
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2

ln
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−
=

,

2
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y
=

.

§1. Д
иференціальні рівняння перш

ого порядку



39
38

Глава 1. Д
иференціальні рівняння

О
тж
е, маємо

2
2

)
1(

2 1
2

y
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e
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y
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+
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−
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−
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)
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2

2
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C
e
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=
. 

П
риклад 11. Знайти загальний розв’язок рівняння

y x
x y

dx dy
2

2

2
+

=
.

 П
ерепиш

емо задане рівняння у вигляді:

y x
x y

y
2

2

2
=

− ′
.

Ц
е рівняння Бернуллі, яке має вигляд:

α
⋅

=
+ ′

y
x

f
y

x
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y
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(
,
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,
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,
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)
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2
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=
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P
.

П
еретворимо задане рівняння до вигляду

2
2

2
x

x y
y

y
=

− ′
.

Розв’язання цього рівняння виконаємо двома способами.

С
посіб 1. Застосуємо підстановку

y
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z
y

y
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′
= ′

=
=

α−
2

, 2
1

.
Тоді отримуємо рівняння, яке є лінійним рівнянням перш

ого порядку
2

x
x z

z
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.

Розв’яж
емо його методом Бернуллі:
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,

П
риклад 10. Розв’язати рівняння

0
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+
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.

 Запиш
емо задане рівняння у вигляді:

3
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1
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+
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.

В
оно є нелінійним рівнянням відносно функції 

)
(x

y
y

=
. А

ле якщ
о

змінити ролі ш
уканої функції та аргументу, то рівняння стає лінійним відносно

ф
ункції 

)
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 т
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+
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.

Розв’яж
емо це рівняння методом Бернуллі:
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v

u
x

uv
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′
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станній результат отримано інтегруванням частинами.
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Д
иф

еренціальні рівняння, нерозв’язні відносно
похідної
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риклад 16. Розв’язати рівняння3

2
y

yx
y

′
− ′

=
.

 Задане рівняння є рівнянням Л
агранж

а:
)

(
)

(
y

y
x

y
′

ψ
+

′
ϕ

=
.

В
ведемо параметр 

y
p

′
=

, тоді
3

2
p

xp
y

−
=

.
Д
иференцію

ю
чи, отримуємо

dx dp
p

dx dp
x

p
p

2
3

2
2

−
+

=

або

p
p

x
dx dp

=
+

−
)

3
2

(
2

і після ділення на dx dp
 дістанемо рівняння

2
3

2
p

x
dp dx

p
+

−
=

.

Інтегрую
чи це лінійне рівняння (див. приклад 9), маємо:

2
2

4 3
p

p C
x

+
=

(перевірте!).
О
тж
е, інтегральні криві визначаю

ться рівняннями
3

2
p

xp
y

−
=

,   
2

2
4 3

p
p C

x
+

=
.

П
ри діленні на dx dp

 губимо розв’язок 
0

=
p

 рівняння

є рівнянням вигляду
)

,
(

y
y

f
x

′
=

,

де 
y y

y
y

y
f

′
+

′
=

′
2

)
,

(
.

Введемо параметр 
y

p
′

=
. Тоді, підставляю

чи в задане рівняння, маємо

p y
p

x
+

=
2

.

Д
иференцію

ємо цю
 рівність по y

 та врахуємо, щ
о 

dx dy
dy dx

1
=

:

2
2

1
p

dy dp
y

p

dy dp
p

p

−
+

=

або

dy dp
p y

p
dy dp

p
p

2
1

2
1

−
+

=
.

Звідки

0
2

2
=  

  
−

p y
p

dy dp
.

М
аємо

0
=

dy dp
;   

0
2

2
=

−
p y

p

C
p

=
1

;    
3

2
2 y

p
=

.

В
раховую

чи, щ
о 

p y
p

x
+

=
2

, маємо 
3

p
xp

y
−

=
. П

ідставимо замість

p
 їх значення. Тоді отримаємо:

при 
C

p
=

1
 загальний розв’язок  

3
C

xC
y

−
=

;

при 
3

2
2 y

p
=

маємо:

2
2

3
y

y
x

y
−

=
,

3

2
2

3
y

x
y

=
,

2
2

3
3

3 3
3

y
x

y
=

,
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Задачі геом
етрії

П
риклад 18. Знайти рівняння кривої, яка проходить через

точку 
)1

,1
(

, якщ
о для кож

ного відрізка 
]

,1
[

x
 площ

а криволіній-
ної трапеції, яка обмеж

ена відповідною
 дугою

 цієї кривої, вдві-
чі більш

е добутку координат точки 
)

,
(

y
x

M
 кривої 

)0
,0

(
>

>
y

x
.

 Згідно з умовою
 задачі маємо

)
(

2
)

(
1

x
y

x
dt

t
y x

=
∫

.

Д
иференцію

ю
чи цю

 рівність по x , отримуємо диференціальне рівняння
)

(2
yx

y
y

′
+

=
або

x y
y

2
−

= ′
.

П
роінтегруємо це рівняння та врахуємо початкову умову 

1
)1

(
=

y
:

∫
∫

−
=

x dx
y dy

2 1
,

C
x

y
ln

ln
2 1

ln
+

−
=

,

x C
y

=
,       

1
)1

(
=

=
C

y
.

О
тж
е, маємо рівняння ш

уканої кривої:

x
y

1
=

. 

П
риклад 19. Знайти всі лінії, у яких піддотична пропор-

ційна абсцисі точки дотику (коефіцієнт пропорційності дорів-
ню

є k
). Н

ехай 
)

(x
f

y
=

 – рівняння однієї з ш
уканих кривих. За умовою

задачі запиш
емо, щ

о піддотична 
t s  та абсциса x

 пов’язані так:
kx

st =
.

В
икористаємо формулу  для довж

ини дотичної

y y
st

′
=

і отримуємо відразу диференціальне рівняння

p
p

x
dx dp

=
+

−
)

3
2

(
2

,

якому згідно з рівнянням
3

2
p

xp
y

−
=

відповідає розв’язок 
0

=
y

 вихідного рівняння. 

П
риклад 17. Знайти розв’язок рівняння

2
y

yx
y

′
− ′

=
.

 Задане рівняння є рівнянням К
леро:)

(y
yx

y
′

ψ
+ ′

=
.

С
користаємось вказаним у теорії практичним правилом. Загальний

розв’язок цього рівняння, згідно з формулою
 (1.61)

)
(C

C
x

y
ψ

+
=

,

має вигляд
2

C
C

x
y

−
=

.
О
собливий розв’язок заданого рівняння дістанемо, виклю

чаю
чи далі

параметр C
 з системи рівнянь:  

−
=

−
=

C
x

C
xC

y
2

0
, 2

(друге рівняння системи отримано диференцію
ванням обох частин перш

ого
рівняння системи по x

).

Звідки отримаємо  
4 2
x

y
=

 – особливий розв’язок.

Ц
е рівняння обвідної сім’ї прямих  

2
C

C
x

y
−

=
  (рис.1.6).

 yO
 x

4 2
x

y=

Рис.1.6 
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Ц
е рівняння, однорідне відносно змінних. П

оклавш
и 

ux
y

=
, 

u
x

u
y

+
′

= ′
,

дістанемо загальний інтеграл:

2
1

u
u

u
x

u
+

−
=

+
′

,
2

1
u

x
dx du

+
−

=
,

x dx

u

du
−

=
+

2
1

,
C

x
u

u
ln

ln
1

ln
2

+
−

=
+

+
,

x C
u

u
=

+
+

2
1

,
C

y
x

y
=

+
+

2
2

.

В
икориставш

и початкову умову 
0

)1
(

=
y

, знайдемо 
1

=
C

.

О
тж
е, рівняння ш

уканої кривої має вигляд

1
2

2
=

+
+

y
x

y
. 

П
риклад 21. Знайти ортогональні траєкторії сім’ї кубіч-

них парабол 
3

ax
y

=
.

 Знайдемо диференціальне рівняння даної сім’ї, виклю
чаю

чи пара-
метр a

 із системи рівнянь

  

= ′ =

.
3

,2

3ax
y

ax
y

О
тримуємо

x y
y

3
= ′

.

В
икористовую

чи означення сім’ї ортогональних траєкторій, запиш
е-

мо їх диференціальне рівняння:

y x
y

3
−

= ′
.

Загальний інтеграл цього рівняння
2

2
2

3
C

y
x

=
+

є рівнянням сім’ї ортогональних траєкторій (еліпсів).

Задачі ф
ізики

П
риклад 22. Н

ехай 
xy

u
=

 – потенціал ш
видкостей плос-

копаралельної течії рідини. Знайти рівняння лінії течії рідини.

y y
kx

′
=

   або   
kx y

y
= ′

.

Інтегрую
чи, маємо сім’ю

 ш
уканих кривих:

C
x

y
k

=
. 

П
риклад 20. Знайти рівняння кривої, яка проходить через

точку 
)0

,1
(

, якщ
о відомо, щ

о трикутник, утворений віссю
 O

y
,

дотичною
 до кривої в довільній її точці і радіусом-вектором точ-

ки дотику, рівнобедрений, причому основою
 його є відрізок до-

тичної від точки дотику до осі O
y

.

 Н
ехай 

)
(x

f
y

=
 – ш

укана крива. П
роведемо дотичну M

A
 в довіль-

ній точці 
)

,
(

y
x

M
 кривої до перетину з віссю

 O
y

 (рис.1.7).

 y

 x
O

 M
(x, y)

 А

 
)

(x
f

y
=

Рис.1.7

За умовою
 

2
2

,
y

x
O

M
O

A
O

M
+

=
=

, отж
е, 

 
 

+
2

2
,0

y
x

A
.

Записуємо рівняння дотичної до кривої в точці 
)

,
(

y
x

M
:

)
(

x
X

y
y

Y
−

′
=

−
,

і врахуємо, щ
о точка 

 
 

+
2

2
,0

y
x

A
 належ

ить дотичній, тобто в рівнянні

дотичної покладемо 
2

2
,0

y
x

Y
X

+
=

=
.

Д
істанемо рівняння

x
y

y
y

x
′

−
=

−
+

2
2

або

x
y

x
y

y
2

2
+

−
= ′

.

§1. Д
иференціальні рівняння перш

ого порядку



55
54

Глава 1. Д
иференціальні рівняння

П
рирівню

ю
чи елементарні об’єми, дістанемо диференціальне рівняння

dh
r

dt
gh

S
2

2
π−

=
,

звідки

h dh
g

S
r

dt
2 2

π
−

=
.

Інтегрую
чи, маємо

C
h

g
S

r
t

+
π

−
=

2
2

2
.

З умови 
H

h
=)

0(
 знаходимо сталу 

H
g

S
r

C
2

2
2

π
=

, тому

)
(

2
2

2
h

H
g

S
r

t
−

π
=

.

П
оклавш

и 
0

=
h

, знайдемо час, за який витече вся рідина:

g H
S r

H
g

S
r

t
2

2
2

2
2

π
=

π
=

. 

П
риклад 24. В

ідомо, щ
о нагріте до температури 

0
T

 тіло
помістили в середовищ

е, температура якого стала і дорівню
є

)
(

1
0

1
T

T
T

>
. Знайти залеж

ність температури тіла від часу.
 Згідно із законом Н

ью
тона, ш

видкість охолодження тіла пропорційна
різниці між

 температурою
 тіла і температурою

 навколиш
нього середовищ

а.
Н
ехай в момент часу t  температура T

 тіла дорівню
є 

)
(t

T
. За умовою

0
1

)0
(

;0
),

(
T

T
k

T
T

k
dt
dT

=
>

−
−

=

(знак мінус вказує на зменш
ення температури).

В
ідокремлю

ю
чи змінні та інтегрую

чи, маємо
kt

C
e

T
T

−
+

=
1

,kt
e

T
T

T
T

−
−

+
=

)
(

1
0

1
. 

П
риклад 25. Експериментально встановлено, щ

о ш
вид-

кість радіоактивного розпаду речовини пропорційна її кількос-
ті в даний момент часу. В

казати закон зміни маси речовини від
часу, якщ

о при 
0

=t
 маса речовини дорівню

вала 
0

m
.

 В
ідомо, щ

о лінії течії є ортогональними траєкторіями сім’ї еквіпо-
тенціальних ліній (тобто ліній рівного потенціалу) 

C
xy

=
. Знаходимо куто-

вий коефіцієнт дотичної до еквіпотенціальних ліній:

x y
y

y
yx

−
= ′

=
+ ′

,0
.

О
тж
е, диференціальне рівняння ліній течії рідини має вигляд:

y x
y

= ′
   або   

dx
x

dy
y

=
.

Інтегрую
чи, отримуємо

C
y

x
=

−
2

2
.

Ц
е є рівняння сім’ї гіпербол. 

П
риклад 23. Ц

иліндричний резервуар, у дні якого є отвір,
заповнено рідиною

. Знайти час 
0 t , за який рідина витече з резер-

вуару, якщ
о висота стовпа рідини дорівню

є H
, радіус циліндра

r , площ
а отвору S

.
 С
користаємось законом Торичеллі, згідно з яким для малих отворів

ш
видкість витікання рідини знаходять за формулою

 
gh

v
2

=
, де h

 – висо-
та стовпа рідини над отвором, g

 – прискорення сили тяж
іння.

Н
ехай у момент часу t  висота рідини дорівню

вала h
 і за час dt  змен-

ш
илась на dh

. В
важ

аю
чи, щ

о протягом часу dt  ш
видкість витікання була

сталою
 і дорівню

вала 
gh

2
, знайдемо об’єм dV

 рідини, яка витекла за час
dt  (рис.1.8):

dt
gh

S
dt

Sv
dV

2
=

=
.

 r
.

 dh
 H

 S

 h

Рис.1.8
З інш

ого боку, рівень рідини понизився на dh
, тому

dh
r

dV
2

π
−

=
.
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в) 
2

tg
x

e
y

=
,

y
y

x
y

ln
sin

=
′

;

г) 
2x

e
y

−
=

,
)

1(
2

2
y

xe
y

x
+

= ′
.

1.2. П
еревірити, чи є функція 

)
,

(
C

x
y

y
=

, де C
 – довільна

стала, розв’язком заданого диференціального рівняння:
а) 

1
2

)
(

−
+

=
x

x
e

e
C

y
,

  
x

e
y

y
y

2
2

=
+ ′

;
б) 

)
ln

(
x

C
x

y
−

=
,

  
0

)
(

=
+

−
dy

x
dx

y
x

;

в) 
  

  
+

=
∫

C
dx

e
x

x
y

x
10 1

, 
x

xe
y

yx
=

− ′
;

г) 
C

x
C

y
1

+
=

,
0

1
=

+
− ′

y
y

yx
.

1.3. П
оказати, щ

о функція 
)

,
(

C
x

y
y

=
, задана неявно, є

інтегралом диференціального рівняння (C
 – довільна стала):

а) 
2

4
2

C
y

y
x

=
+

,  
dy

y
x

dx
xy

)
(

4
2−

=
;

б) 
C

y
e

y
x

=
,  

y
x

y
y

xy
′

=
− ′

2
2

;
в) 

0
sin

2
2

3
=

−
+

+
C

y
x

x
,

0
2

sin
3

2
2

=
+

+ ′
x

x
yy

;
г) 

x
y

C
e

y
x

−
=

−
+

2
1

2
,

0
)3

2
4(

)1
2(

=
−

+
−

+
+

dy
y

x
dx

y
x

.
1.4. У

 заданій сім’ї кривих виділити рівняння кривої, яка
задовольняє наведену початкову умову:

а) 
5,

0
)1

(
,1

)
1(

=
=

−
y

C
x

y
;

б) 
1

)0
(

,
cos

2
−

=
+

=
y

x
C

y
.

1.5. С
класти диференціальне рівняння сім’ї кривих:

а) парабол 
ax

x
y

2
2

+
=

;

б) гіпербол 
x a

y
=

;

в) ланцю
гових ліній 

x
a

y
ch

=
;

г) гіпербол 
ax

y
x

2
2

2
=

−
.

1.6. С
класти диференціальне рівняння прямих, щ

о прохо-
дять через задану точку 

)
,

(
b

a
M

.

 Н
ехай 

)
(t

m
m

=
 – маса речовини в момент часу t . За умовою

0
)0

(
;0

,
m

m
k

mk
dt
dm

=
>

−
=

,

де k
 – коефіцієнт пропорційності. Знак мінус береться тому, щ

о маса речо-
вини зменш

ується. Розв’язую
чи отримане рівняння, дістаємо

kt
e

m
m

−
=

0
. 

П
риклад 26. Знайти залеж

ність сили струму I від часу t
в контурі, який має електроруш

ійну силу E
, опір R

 та індуктив-
ність L

, де 
L

R
E

,
,

 – сталі.
 Згідно з законом О

ма, маємо

E
RI

dt dI
L

=
+

.

Розв’язую
чи це лінійне рівняння заміною

 
uv

I
=

, дістанемо загаль-
ний розв’язок

R E
C

e
t

I
t

L R

+
=

−
)

(
,

де C
 – довільна стала, яку знайдемо при 

0
=t

:

R E
C

I
−

=
=

,0
)0

(
.

О
тж
е,

  
  

−
=

−
t

L R

e
R E

t
I

1
)

(
. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

О
сновні поняття

1.1. П
еревірити, чи є функція 

)
(x

y
y

=
 розв’язком задано-

го диференціального рівняння:

а) 
2

5x
y

=
,   

y
yx

2
= ′

;

б) 
x

y
tg

4
3 +

=
,  

x
x

y
y

ctg
ctg

2
+

= ′
;
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У
 задачах 1.24 – 1.29 знайти частинні розв’язки диферен-

ціальних рівнянь, які задовольняю
ть задані початкові умови.

1.24. 
y

y
x

y
ln

sin
=

′
;  

e
y

= 
  π2

.

1.25. 
2 2

1 1
x y

y
+ +

= ′
;  

1
)0

(
=

y
.

1.26. 
dx

x
y

dy
x

y
sin

cos
cos

sin
=

;  
4

)0
(

π
=

y
.

1.27. 
)

1(
2y

x
b

yx
y

′
+

= ′
−

;  
1

)1
(

=
y

.
1.28. 

0
)

(
)

(
2

2
=

−
+

+
dx

y
y

x
dy

x
xy

;  
1

)1
(

=
y

.

1.29. 
y

x
y

=
′tg

;  
1

2
= 

  π
y

.

Розв’язати задані геометричні та фізичні задачі, щ
о зводяться

до диференціальних рівнянь з відокремлю
ваними змінними.

1.30. Знайти лінію
, яка проходить через точку 

)3
;2

(
K

, і
таку, щ

о відрізок будь-якої її дотичної, який міститься між
 ося-

ми координат, ділиться точкою
 дотику навпіл.

1.31. Знайти всі лінії, для яких відрізок дотичної між
 точ-

кою
 дотику і віссю

 абсцис ділиться пополам у точці перетину з
віссю

 ординат.
1.32. Знайти лінію

, яка проходить через точку 
)0

;2
(

K
 і таку,

щ
о відрізок дотичної між

 точкою
 дотику і віссю

 ординат має
сталу довж

ину 
2

= l
.

1.33. Знайти криві, для яких відрізок, щ
о його відтинає

дотична на осі O
x

, пропорційний квадрату абсциси точки до-
тику (k

 – коефіцієнт пропорційності).
1.34. Знайти рівняння кривих, у яких довж

ина відрізка
нормалі (відрізок її від точки кривої до осі абсцис) стала вели-
чина, яка дорівню

є a
.

1.35. Знайти лінію
, щ

о проходить через точку 
)1

,
(a

K
 і має

сталу піддотичну, довж
ина якої дорівню

є a
.

1.7. С
класти диференціальне рівняння парабол, верш

ини
яких проходять через точку 

)3
,1

(−
M

 і маю
ть за вісь симетрії

пряму 
1−

=
x

.
1.8. М

етодом ізоклін побудувати наближ
ено сім’ю

 інтег-
ральних кривих заданих диференціальних рівнянь:

а) 
y

x
y

+
= ′

;
б) 

y
y

+
= ′

1
;

в) 
x y

y
−

= ′
;

г) 
2

x
y

y
−

= ′
.

Д
иф

еренціальні рівняння з відокрем
леним

и та
відокрем

лю
ваним

и зм
інним

и та звідні до них

У
 задачах 1.9 – 1.19 розв’язати задані диференціальні рів-

няння з відокремлю
ваними змінними.

 1.9. 
0

)
(

)
(

2
2

=
−

+
+

dy
y

x
y

dx
x

xy
.

1.10. 
2

1
x

y
xy

−
= ′

.
1.11. 

y
x

yy
2

1−
= ′

.

1.12. 
a

y
x

y
=

−
′tg

.
1.13. 

2
y

y
yx

=
+ ′

.

1.14. 
0

1 1
2 2

=
− −

+ ′
x y

y
.

1.15. 
0

1
1

2
2

=
−

+
−

dy
x

y
dx

y
.

1.16. 
y

x
y

+
= ′

10
.

1.17. 
0

)
1(

2
2

=
+

−
dy

e
dx

ey
x

x
.

1.18. 
0

)
1(

)
()

1(
2

2
=

+
−

−
+

dy
y

dy
e

dx
e

y
y

x
.

1.19. 
0

ln
2

=
−

dx
x

y
dy

.
У

 задачах 1.20 – 1.23 заміною
 ш
уканої функції звести дані

диференціальні рівняння до рівнянь з відокремлю
ваними змін-

ними та розв’язати їх.

1.20. 
)

cos(
y

x
y

+
= ′

.
1.21. 

)1
sin(

−
−

= ′
x

y
y

.

1.22. 
2)1

4(
+

+
= ′

y
x

y
.

1.23. 
5

2
3

+
−

= ′
y

x
y

.
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1.43. 
ydy

ydx
xdy

=
−

.
1.44. 

2
2 2

y
x

xy
y

−
= ′

.

1.45. 
x y

y x
y

+
= ′

.
1.46. 

2
2

y
x

y
yx

+
=

− ′
.

1.47. 
x y

y
yx

ln
= ′

.

1.48. 
dy

xy
x

dx
x

xy
y

)
2

(
)

3
3(

2
2

2
+

=
+

+
.

1.49. 
x y

x y
y

sin
+

= ′
.

1.50. 
0

ln
cos

=
−

dx
x y

y
xdy

.

1.51. 
x y

x
y

yx
tg

+
= ′

.
1.52. 

2

2
2

x
y

xy
x

y
+

+
= ′

.

У
 задачах 1.53 – 1.56 заміною

 ш
уканої функції звести за-

дані диференціальні рівняння до рівнянь, однорідних відносно
змінних або до рівнянь з відокремлю

ваними змінними та роз-
в’язати їх.

1.53. 
4

2
5

2
+

−
−

+
−

= ′
y

x
y

x
y

.

1.54. 
1

2
1

2
+

−
+

−
= ′

y
x

y
x

y
.

1.55. 
dy

y
x

dx
y

x
)1

2
2(

)1
(

−
+

=
+

+
.

1.56. 
2 2)1

(
)2

(2
−

+
+

= ′
y

x
y

y
.

У
 задачах 1.57 – 1.62 знайти частинні розв’язки однорід-

них відносно змінних диференціальних рівнянь, які задоволь-
няю

ть задані початкові умови.

1.57. 
x

x y
y

yx
=

− ′
arctg

)
(

;  
0

)1
(

=
y

.

1.58. 
0

2
)

3
(

2
2

=
+

−
dx

xy
dy

x
y

;  
1

)0
(

=
y

.

1.59. 
2

2

2
2

2 2
x

xy
y

x
xy

y
y

−
+

−
−

= ′
;  

1
)1

(
−

=
y

.

1.36. Знайти лінію
 

)0
)0

(
,0

)
(

(
)

(
=

≥
=

f
x

f
x

f
y

, яка об-
меж

ує криволінійну трапецію
 з основою

 
]

,0
[

x
, площ

а якої про-
порційна 

)1
(

+
n

-ому степеню
 

)
(x

f
. В

ідомо, щ
о 

1
)1

(
=

f
.

1.37. Знайти рівняння кривої, яка проходить через точку

 
 

2 1,1
, якщ

о для кож
ного відрізка 

]
,1

[
x

 площ
а криволінійної

трапеції, яка обмеж
ена відповідною

 дугою
 цієї кривої, дорів-

ню
є віднош

енню
 абсциси x кінцевої точки до ординати.

1.38. М
атеріальна точка маси 

1
=

m
 г рухається прямолі-

нійно під дією
 сили F

, прямо пропорційної часу t, щ
о відрахо-

вується від моменту 
0

=t
, і обернено пропорційної ш

видкості
v руху точки. В

 момент 
10

=t
 с ш

видкість 
5,

0=
v

м/с, а сила
5

10
4

−
⋅

=
F

Н
. Я

ка буде ш
видкість через хвилину після початку

руху?1.39. М
оторний човен рухається в стоячій воді із ш

видкіс-
тю

 
20

0
=

v
 км/год. Через 40 с після того, як двигун виклю

ча-
ю
ть, ш

видкість човна зменш
ується до 

8
1

=
v

 км/год. О
пір води

пропорційний ш
видкості руху човна. Визначити ш

видкість чов-
на v через 2 хвилини після зупинки двигуна.

1.40. У
 дні циліндричної посудини з поперечним перері-

зом S
 см

2 і вертикальною
 віссю

 є малий круглий отвір площ
ею

q
 см

2, який закритий діафрагмою
. У

 посудину налита рідина
до висоти h

. В
 момент 

0
=t

 діафрагма починає відкриватися,
причому площ

а отвору пропорційна часу і повністю
 отвір від-

кривається за T
с. Я

кою
 буде висота H

 рідини в посудині через
T
с з початку експерименту?

Д
иф

еренціальні рівняння, однорідні відносно
зм

інних, та звідні до них

У
 задачах 1.41 – 1.52 розв’язати задані диференціальні рів-

няння, однорідні відносно змінних.

1.41. 
2

2 2
−

= ′
x y

y
.

1.42. 
y

x
y

x
y

− +
= ′

.

§1. Д
иференціальні рівняння перш

ого порядку



63
62

Глава 1. Д
иференціальні рівняння

1.74. 
x

y
y

cos
=

+ ′
.

1.75. 
0

)
6

(
2

2
=

−
+

dy
x

y
dx

y
.

1.76. 
2

2
1

y
x

y
−

= ′
.

1.77. 
x

y
y

y
y

y
−

+
= ′

ln
2

.

1.78. 
x

x y
y

+
= ′

3
.

1.79. 
2)1

(
1

2
+

+
+

= ′
x

e
x

y
y

x
.

1.80. 
x

x
y

yx
cos

2
+

= ′
.

1.81. 
y

y
y

x
= ′

+
)

2
(

3
.

У
 задачах 1.82 – 1.87 знайти частинні розв’язки лінійних

диференціальних рівнянь перш
ого порядку, які задовольняю

ть
задані початкові умови.

1.82. 
x

x
y

y
cos 1

=
− ′

tg
;  

0
)0

(
=

y
.

1.83. 
0

=
−

+ ′
x

e
y

yx
;    

b
a

y
=)

(
.

1.84. 
x

x
y

yx
=

+
− ′

1
;

    
0

)1
(

=
y

.

1.85. 
dt

t
xt

x
dx

t
t

)
(

)
1(

2
2

2
−

+
=

+
;   

4
)1

(
π

−
=

x
.

1.86. 
x

x
y

y
cos 1

=
+ ′

tg
;  

0
)0

(
=

y
.

1.87. 
x

e
y

y
x−

+
= ′

2
;    

4 1
)0

(
=

y
.

У
 задачах 1.88 – 1.93 розв’язати задані диференціальні рів-

няння Бернуллі.

1.88. 
3

3
2

2
y

x
xy

y
=

+ ′
.

1.89. 
0

1
2

=
+

+
+ ′

y
x

y
y

.

1.90. 
dy

y
y x

dx
x

  
  

−
=

3
2

.
1.91. 

x
y

y
yx

ln
2

=
+ ′

.

1.92. 
0

cos
2

=
+

− ′
x

y
x

y
y

tg
.1.93. 

0
4

2
=

−
− ′

y
x

y
yx

.

1.60. 
0

2
2

=
−

+
 

 
y

dx dy
x

dx dy
y

;  
5

)0
(

=
y

.

1.61. 
0

)
(

=
+

−
dx

y
dy

x
xy

;   
1

)1
(

=
y

.

1.62. 
0

)
(

2
2

=
−

+
+

dy
x

dx
y

x
y

;  
0

)1
(

=
y

.
Розв’язати задані геометричні задачі, щ

о зводяться до ди-
ференціальних рівнянь, однорідних відносно змінних.

1.63. Знайти лінію
, у якої квадрат довж

ини відрізка, щ
о

відтинається будь-якою
 дотичною

 від осі ординат, дорівню
є до-

бутку координат точки дотику.
1.64. Знайти лінію

, у якої початкова ордината (ордината при
0

=
x

) будь-якої дотичної дорівню
є відповідній піднормалі.

1.65. Знайти лінію
, у якої довж

ина полярного радіуса будь-
якої її точки M

 дорівню
є відстані між

 точкою
 перетину з віссю

O
y

 дотичної, проведеної в точці M
, і початком координат.

1.66. Знайти криву, якщ
о в кож

ній її точці довж
ина відріз-

ка дотичної від точки дотику до осі O
x

 дорівню
є довж

ині від-
різка, який відтинає дотична на осі O

x
.

1.67. Знайти криву, дотична до якої в довільній точці від-
тинає на осі ординат відрізок, рівний абсцисі точки дотику.

1.68. Знайти криву, для якої добуток абсциси будь-якої точ-
ки, щ

о належ
ить кривій, на відрізок, щ

о відтинається нормаллю
на осі O

x
, дорівню

є подвоєному квадрату відстані цієї точки
від початку координат.

Л
інійні диф

еренціальні рівняння та звідні до них

У
 задачах 1.69 – 1.81 розв’язати задані лінійні диф

ерен-
ціальні рівняння перш

ого порядку.

1.69. 
x

y
y

4
2

=
+ ′

.
1.70. 

x
e

y
y

3
2

=
+ ′

.

1.71. 
2

2
x

xe
xy

y
−

=
+ ′

.
1.72. 

1
2

1
2

=
−

+ ′
y

x
x

y
.

1.73. 
2

2
2

)
1(

2
)

1(
x

xy
y

x
+

=
− ′

+
.
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1.101. Знайти криву, кож
на дотична до якої перетинає пря-

му 
1

=
y

 у точці з абсцисою
, щ

о дорівню
є подвоєній абсцисі

точки дотику.
1.102. Знайти криву, дотична до якої в точці 

)
,

(
y

x
M

 про-
ходить через точку 

)
,

(
2

2
y

x
N

.
1.103. Н

а тіло маси m
, яке рухається прямолінійно, діє

сила, пропорційна часу, щ
о проходить від моменту, коли ш

вид-
кість дорівню

вала нулю
, та сила опору, яка пропорційна ш

вид-
кості. Знайти залеж

ність ш
видкості від часу, якщ

о коефіцієнти
пропорційності відповідно дорівню

ю
ть 

1 k та 
2

k
.

1.104. Н
а тіло маси m

, яке рухається прямолінійно, діє сила,
пропорційна кубу часу, щ

о проходить від моменту, коли ш
вид-

кість дорівню
вала 

0
v

, та сила опору, яка пропорційна добутку
ш
видкості та часу. Знайти залеж

ність ш
видкості від часу, якщ

о
коефіцієнти пропорційності відповідно дорівню

ю
ть 

1
k

 та 
2

k
.

1.105. Сила струму I в електричному колі з опором R
 і кое-

фіцієнтом самоіндукції L
 задовольняє рівнянню

 
E

RI
dt dI

L
=

+
,

де E
 – електроруш

ійна сила. Знайти залеж
ність сили струму 

)
(t

I
від часу, якщ

о 
t

E
E

ω
=

sin
0

 і 
0

)0
(

=
I

.
1.106. П

очаткова температура тіла 
0

Θ
 дорівню

є темпера-
турі навколиш

нього середовищ
а. Тіло дістає теплоту від нагрі-

вача зі ш
видкістю

 
)

(t
c ϕ

, де c  – стала теплоємкість тіла і віддає
теплоту навколиш

ньому середовищ
у зі ш

видкістю
 охолодж

ен-
ня, яка пропорційна різниці між

 температурами тіла і середови-
щ
а. Знайти залеж

ність температури тіла від часу, який відрахо-
вується з моменту початку досліду.

Д
иф

еренціальні рівняння у повних диф
еренціалах та

звідні до них

У
 задачах 1.107 – 1.114 розв’язати задані диференціальні

рівняння, попередньо впевнивш
ись, щ

о вони є рівняннями у
повних диференціалах.

У
 задачах 1.94 – 1.96 знайти частинні розв’язки рівнянь Бер-

нуллі перш
ого порядку, які задовольняю

ть задані початкові умови.

1.94. 
dx

x
y

y
dy

sin
)

3
1(

3
2

+
−

=
; 

1
2

= 
  π

y
.

1.95. 
0

2 1
3

=
 

 
−

+
dy

y
x

x
dx

y
;   

1
2 1

= 
 y

.

1.96. 
0

cos
2

=
+

− ′
x

y
x

y
y

tg
;     

1
)0

(
=

y
.

1.97. Розв’язати задане рівняння Ріккаті при заданому час-
тинному розв’язку 

)
(1 x

y
 цього рівняння:

а) 
2

2
2

3
12

)
1(

y
y

x x
y

x
=

+
−

+ ′
+

, 
x

x
y

1
)

(1
=

;

б) 
2

3
2

+
=

+
+ ′

x
x y

xy
y

,
      

x
x

y
=)

(1
;

в) 
2

2
2

3
x

y
x

y
y

x
−

=
−

− ′
,

      
x

x
y

=)
(1

;

г) 
2

2
1x

x y
y

y
=

−
− ′

,
      

x
x

y
1

)
(1

−
=

;

д) 
x

x
y

y
yx

4
4

3
2

2
−

=
+

− ′
,      

x
x

y
2

)
(1

=
;

е) 
0

2
)

(
2

2
4

=
+

−
− ′

−
xy

y
x

y
x

x
, 

2
1

)
(

x
x

y
=

.

Розв’язати задані геометричні та фізичні задачі, щ
о зво-

дяться до лінійних диференціальних рівнянь перш
ого порядку

та до рівнянь Бернуллі.
1.98. Знайти лінію

, у якої початкова ордината (ордината
при 

0
=

x
) будь-якої дотичної на дві одиниці масш

табу менш
е

абсциси точки дотику.
1.99. Знайти криві, для яких площ

а трикутника, утворено-
го віссю

 O
x

, дотичною
 і радіусом-вектором точки дотику, є ве-

личиною
 сталою

 і дорівню
є 

2
a

.
1.100. П

лощ
а трапеції, утвореної дотичною

 до деякої кри-
вої, осями координат та ординатою

 точки дотику, є сталою
 ве-

личиною
 та дорівню

є 
2

a
. Знайти цю

 криву.

§1. Д
иференціальні рівняння перш

ого порядку



67
66

Глава 1. Д
иференціальні рівняння

Д
иф

еренціальні рівняння, нерозв’язні відносно
похідної

У
 задачах 1.124 – 1.130 розв’язати задані диференціальні

рівняння, нерозв’язні відносно похідної.

1.124. 
3

2
4y

y
y

′
+

′
=

.
1.125. 

y
e

y
y

′
− ′

=
)1

(
.

1.126. 
2

2
2

2
x

yx
y

y
+ ′

+
′

=
.

1.127. 
2

3
+ ′

−
′

=
y

y
x

.

1.128. 
y

y
x

′
′

=
cos

.
1.129. 

y
y

x
′

− ′
=

ln
2

.

1.130. 
2

1y
y y

x
′

+′
=

.

У
 задачах 1.131 – 1.141 знайти загальні та особливі роз-

в’язки заданих рівнянь Л
агранж

а та К
леро.

1.131. 
2

y
yx

y
′

+ ′
=

.
1.132. 

3
3y

yx
y

′
− ′

=
.

1.133. 
y

yx
y

′
+ ′

=
1

.
1.134. 

2
1

y
yx

y
′

+
+ ′

=
.

1.135. 
y

y
yx

′
=

− ′
ln

.
1.136. 

)1
( 2

+
′

=
x

y
y

.

1.137. 
)4

(
2

2
+

′
= ′

y
x

yy
.

1.138. 
yx

yy
y

′
+

′
=

2
2

.

1.139. 
2

)
1(

y
y

x
y

′
+

′
+

=
.

1.140. 
)

(
ln

y
yx

y
− ′

= ′
.

1.141. 
2

)1
(

y
x

y
y

′
+

+
′

=
.

Розв’язати задані геометричні задачі, щ
о зводяться до ди-

ференціальних рівнянь, нерозв’язних відносно похідної.
1.142. Знайти лінію

, дотичні до якої відтинаю
ть на осях

координат відрізки, сума яких дорівню
є 

a2
.

1.143. Знайти лінію
, для якої добуток відстаней довільної

дотичної до двох заданих точок є величина стала.
1.144. Знайти лінію

, якщ
о відрізок довільної її дотичної,

яка леж
ить між

 осями координат, має сталу довж
ину a

.

1.107. 
0

)
2(

)
2(

2
3

2
3

=
−

+
−

dy
y

x
y

dx
xy

x
.

1.108. 
dx

y
x

y
y

x
dy

x
  

  
−

+
=

+
1

2
2

2
2

.

1.109. 
0

)
2

(
=

−
+

dy
y

xe
dx

e
y

y
.

1.110. 
0

ln
1

=
+

−
dy

x
x

dx
yx

y
y

.

1.111. 
2

2
2

x
dy

x
dx

y
y

x
dy

y
dx

x
−

=
+ +

.

1.112. 
0

sin
)

(
cos

)
(

cos
)

(
cos

sin
2

2

2
=

+
+

+
dy

y
dy

xy
x

dx
xy

xy
x

y
.

1.113. 
0

)
1

(
)

1(
2

2
2

2
=

+
+

−
+

+
+

dy
y

y
x

dx
y

x
x

.

1.114. 
0

3
2

4

2
2

3
=

−
+

dy
y

x
y

y dx
x

.

У
 задачах 1.115 – 1.121 знайти розв’язки заданих диферен-

ціальних рівнянь, використовую
чи інтегрувальний множ

ник.

1.115. 
0

)
(

2
=

−
+

dy
x

dx
y

x
.

1.116. 
0

)
1(

=
−

+
dy

x
dx

xy
y

.

1.117. 
0

2
)

2
(

2
2

=
+

+
+

dy
y

dx
x

y
x

.

1.118. 
0

)
ln

(
3

=
−

+
dy

x
y

dx
x y

.

1.119. 
0

)
cos

sin
(

)
sin

cos
(

=
+

+
−

dx
y

y
y

x
dy

y
y

y
x

.

1.120. 
0

2
)

(
2

=
−

+
dy

xy
dx

y
x

.

1.121. 
0

)
1(

=
−

+
dy

x
dx

xy
y

.
1.122. В

певнитись, щ
о інтегрувальним множ

ником ліній-

ного рівняння 
)

(
)

(
x

f
y

x
P

y
=

+ ′
 є функція 

∫
=

µ
dx

x
P

e
x

)
(

)
(

.
1.123. Знайти інтегрувальний множ

ник рівняння Бернуллі
)

(
)

(
x

f
y

y
x

P
y

n
=

+ ′
.
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1.159. 
2

2
2cos

x
x

x
y

y
′+

=
.

У
 задачах 1.160 – 1.186 знайти загальні розв’язки заданих

диференціальних рівнянь.

1.160. 
4 2

−
−

−
+

= ′
x

y
y

x
y

.
1.161. 

2

2
2

y
x

xy
y

y
−

+
= ′

.

1.162. 
2

2

)
(

y
x

a
y

+
= ′

.
1.163. 

y
x

y
y

=
−

′
)

(
2

.

1.164. 
0

3
2

4

2
2

3
=

−
+

dy
y

x
y

y dx
x

.

1.165. 
0

)
(

)
2(

2
2

3
=

+
+

+
dy

y
x

x
dx

xy
y

.

1.166. 
0

)
(

3
2

2
2

3
2

=
+

+
  

  
+

+
dy

y
x

dx
y

y
x

xy
.

1.167. 
2

2

)1
(

)
1(

x
y

x
y

y
−

+ +
= ′

.

1.168. 
0

)
( 2

=
−

+
+

dx
y

dy
x

y
dx

y
dy

x
.

1.169. 
0

1
)

(
)

(
1

2

2

2

2
=

  
  

−
−

+
  

  
−

−
dy

y
y

x
x

dx
y

x
y

x
.

1.170. 
1

2−
+

= ′
x xy

y
x

y
.

1.171. 
1

cos
sin

=
′

+
x

y
x

y
.

1.172. 
0

cos
2

=
+

− ′
x

y
y

y
.

1.173. 
y

x
x

y
x

y
cos

sin sin
cos

2
tg

+
= ′

.

1.174. 
x

x y
y

x y
yx

−
=

′
cos

cos
.

1.145. П
лощ

а трикутника, утвореного дотичною
 до ш

ука-
ної лінії і осями координат, є величина стала і дорівню

є 
2

a
. Знай-

ти цю
 лінію

.

О
ртогональні траєкторії

У
 задачах 1.146 – 1.149 знайти траєкторії, ортогональні за-

даним сім’ям кривих (a
 – параметр).

1.146. П
араболам

 а) 
2

ax
y

=
;

б) 
)

(4
2

a
x

y
−

=
.

1.147. Колам 
ax

y
x

2
2

2
=

+
.

1.148. Гіперболам 
2

2
2

2
a

y
x

=
−

.
1.149. К

ривим

 а) 
3

2
x

ay
=

;
б) 

x
ae

y
2

=
.

Різні типи диф
еренціальних рівнянь перш

ого порядку
У

 задачах 1.150 – 1.159 визначити типи заданих диферен-
ціальних рівнянь і вказати у загальному вигляді підстановки або
методи їх розв’язання.

1.150. 
ln

ln y
y

x
x

x
x

′−
=

.

1.151. 
2

2
6

6
2

3
xdx

ydy
x

ydy
xy

dx
−

=
−

.

1.152. 
2

2

4
2

arctg
1

1

y
xy

y
x

x
x

′−
=

+
+

.

1.153. 
0

)
2(

2
=

−
+

dy
y

x
dx

y
.

1.154. 
0

2
2

2 2
2

=
  

  
−

+
+

 
 

+
−

dy
y x

y
xy

dx
y

x
y x

.

1.155. 
0

)
2

(
=

−
+

dy
xy

x
dx

y
.

1.156. 
0

)1
(

2
2

=
+

+
+

dx
xy

dy
y

x
.

1.157. 
)

sin(
x

y
y

−
= ′

.
1.158. 

2
4

2
3

2
x

xy
y

y
′−

=
−

.
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1.190. Знайти лінію
, у якої площ

а трапеції, утвореної ося-
ми координат, ординатою

 довільної точки і дотичної в цій точ-
ці, дорівню

є половині квадрата абсциси.
1.191. Знайти рівняння кривої, яка проходить через точку
)0

,
2

(
, якщ

о сума довж
ини її дотичної та піддотичної дорів-

ню
є добутку координат точки дотику.

1.192. Знайти рівняння кривої, яка проходить через точку
)2

,1
(

, якщ
о її піддотична вдвічі більш

е абсциси точки дотику.
1.193. Знайти рівняння кривої, яка проходить через точку

 
 

−
1

,
2 1

, якщ
о довж

ина відрізка півосі абсцис, щ
о відтинається

її дотичною
, дорівню

є квадрату абсциси точки дотику.
1.194. Знайти рівняння кривої, яка проходить через точку

)0
,1

(
, якщ

о довж
ина відрізка осі абсцис, щ

о відтинається її нор-
маллю

, на дві одиниці більш
е абсциси точки дотику.

1.195. Знайти лінію
, у якої піднормаль в будь-якій точці

так відноситься до суми абсциси та ординати, як ордината цієї
точки до її абсциси.

1.196. За який час температура тіла, яке нагріте до 
0

100
С

,
зменш

иться до 
0

25
С

, якщ
о температура приміщ

ення дорівню
є

0
20

С
 і за перш

і 10 хвилин тіло охолодилося до 
0

60
С

?
1.197. Ш

видкість розпаду радія пропорційна його кількості.
П
ротягом року із кож

ного грама радія розпадається 0,44 мг. Через
скільки років розпадеться половина наявної кількості радія?

1.198. Ч
овен уповільню

є свій рух під дією
 опору води,

який пропорційний ш
видкості човна. П

очаткова ш
видкість

човна 1,5 м/с, ш
видкість її через 4с 1 м/с. Коли ш

видкість змен-
ш
иться до 1 м/с? Я

кий ш
лях пройде човен до зупинки?

1.199. П
уля, яка рухається зі ш

видкістю
 

400
0

=
v

 м/с, проби-
ває стіну товщ

иною
 

20
=

h
 см і вилітає, маю

чи ш
видкість 100 м/с.

П
окладаю

чи силу опору стіни пропорційною
 квадрату ш

видкос-
ті руху пулі, знайти час проходж

ення пулі крізь стіну.

1.175. 
0

sin
cos

sin
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x y
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x y
x

.
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y
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= ′
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.
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y
−

=
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−
.

1.178. 
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x
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x
e
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x y
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2
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2
2

2
2

−
+

+
= ′

+

.

1.179. (
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0
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1
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−
+

+
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y x
e
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e

y
x

y
x

.

1.180. 
0

)1
3

(
)1

(
2

3
2 3

2
=

−
+

+
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dx
x

xy
x

dy
x

.

1.181. 
a

y
dx dy

x
=

−
tg

.

1.182. 
0

)
(

2
2

2
=

+ ′
+

−
′

xy
y

y
x

y
xy

.

1.183. 
0

)
3

2
(

)
2

3(
2

2
2

2
=

−
−

+
−

+
dy

y
xy

x
dx

y
xy

x
.

1.184. 
2

2
+

= ′
−

y
e

x
yx

.
1.185. 

y
y

ye
y

y
xe

= ′
+

)
2(

4
.

1.186. 
2

2
2

2
x

yx
y

y
+ ′

+
′

=
.

Розв’язати задані геометричні та фізичні задачі.
1.187. Знайти лінію

, у якої довж
ина нормалі пропорційна

квадрату ординати. Коефіцієнт пропорційності дорівню
є k

.
1.188. Знайти лінію

, у якої будь-яка дотична перетинаєть-
ся з віссю

 ординат у точці, однаково віддаленій від точки доти-
ку і від початку координат.

1.189. Знайти рівняння лінії, яка перетинає вісь абсцис у
точці 

1
=

x
 і такої, щ

о має властивість: довж
ина піднормалі в

кож
ній точці лінії дорівню

є середньому арифметичному коор-
динат цієї точки.
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Д
иф

еренціальні рівняння вищ
их порядків, які допускаю

ть зни-
ж
ення порядку

1. Рівняння вигляду
)

(
)

(
x

f
y

n
=

,
(1.67)

де 
)

(x
f

 – задана неперервна функція.
Загальний розв’язок цього рівняння отримується n

- кратним послі-
довним інтегруванням.
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=∫

∫
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dx

dx
x

f
y

n
+

+
+

=∫
∫

∫
−

,

. . . . . . . . . . . . . . .

(
)

(
)

(
)

n
n

n
C

x
n C

x
n C

dx
dx

dx
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x
f

y
+

+
−

+
−

+
=

−
−

∫
∫

∫
∫

…
…

…
2

2
1

1

!)
2

(
!)

1
(

)
(

.

2. Рівняння вигляду
0

)
,

(
)

(
=

n
y

x
F

.
(1.68)

Я
кщ

о це рівняння мож
на розв’язати відносно 

)
(n

y
, то маємо вж

е роз-
глянутий випадок рівняння (1.67).

П
рипустимо, щ

о рівняння (1.68) мож
на розв’язати відносно x

:
)

(
)

( n
y

f
x

=
.

(1.69)
Тоді підстановка

t
y

n
= )

(

знову зводить його до рівняння (1.67).
Д
ійсно, рівняння (1.69) набуде вигляду

)
(t

f
x

=
,

звідки
dt

t
f

dx
)

( ′
=

.

П
ідставимо 

)
(n

y
 і dx

 у тотож
ність

dx
y

y
d

n
n

)
(

)1
(

)
(

=
−

,
тоді маємо

dt
t

ft
y

d
n

)
(

)
(

)1
(

′
=

−
,1

)1
(

)
(

C
dt

t
ft

y
n

+
′

=∫
−

.
(1.70)

Інтегрую
чи послідовно рівняння (1.70) і враховую

чи щ
оразу, щ

о
dt

t
f

dx
)

( ′
=

, дістанемо розв’язок рівняння (1.69) у параметричній формі.
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І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття. Диф

еренціальним рівнянням n
- го порядку нази-

вається рівняння вигляду

0
)

,
,

,
(

=
′

n
y

y
y

x
F

…
(1.63)

або

)
,

,
,

(
)1

(
)

(
−

′
=

n
n

y
y

y
x

f
y

…
.

(1.64)

Задачею
 Кош

і для диференціального рівняння (1.64) називається за-
дача відш

укання його розв’язку 
)

(x
y

y
=

, щ
о задовольняє задані початкові

умови

0
0 )

(
y

x
y

=
, 

0
0 )

(
y

x
y

′
=

′
, . . . , 

)1
(0

0
)1

(
)

(
−

−
=

n
n

y
x

y
.

(1.65)

Загальним розв’язком диференціального рівняння (1.63) або (1.64) на-
зивається така функція 

)
,

,
(

1
n

C
C

x
y

…
ϕ

=
, яка при будь-яких припустимих

значеннях параметрів 
n

C
C
…,

1
 є розв’язком цього диференціального рів-

няння і для будь-якої задачі Кош
і з ум

овам
и (1.65) знайдуться сталі

0
01

1
,

,
n

n
C

C
C

C
=

=
…

, які визначаю
ться з системи рівнянь

    

ϕ
= ϕ ′

=
′

ϕ
=

−
−

),
,

,
,

(

),
,

,
,

(
),

,
,

,
(

1
0

)1
(

)1
(0

1
0

0

1
0

0

n
n

n

n n

C
C

x
y

C
C

x
y

C
C

x
y

…

… …

такі, щ
о функція 

)
,

,
,

(
0

01
n

C
C

x
y

…
ϕ

=
 задовольняє ці початкові умови.

Загальним інт
егралом диференціального рівняння називається рівняння

0
)

,
,

,
,

(
1

=
Φ

n
C

C
y

x
…

,
(1.66)

яке визначає загальний розв’язок як неявну функцію
.

Ч
аст

инний розв’язок або част
инний інт

еграл отримується із загаль-
ного при заданих числових значеннях сталих 

n
C

C
,

,1 …
.

Теорема існування і єдиност
і розв’язку задачі Кош

і. Я
кщ

о диферен-
ціальне рівняння (1.64) таке, щ

о функція 
)

,
,

,
(

)1
(

−
′

n
y

y
y

x
f

…
 в деякій області

D
 зміни своїх аргументів неперервна і має неперервні частинні похідні

)1
(

,
,

,
−

∂
∂

′
∂ ∂

∂ ∂
n

y
f

y f
y f

…
, то для будь-якої точки 

D
y

y
y

x
n

∈
′

−
)

,
,

,
,

(
)1

(0
0

0
0

…
 існує єди-

ний розв’язок цього диференціального рівняння, який задовольняє початко-
ві умови (1.65).
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Тоді рівняння (1.76) мож
на записати у вигляді

0
)

,
,

,
,

(
)1

(
=

′
Φ

−n
y

y
y

x
dx d

…
.

(1.77)

Інтегрую
чи по x

, отримуємо рівняння

C
y

y
y

x
n

=
′

Φ
−

)
,

,
,

,
(

)1
(

…
,

порядок якого на одиницю
 ниж

че порядку вихідного рівняння (1.76).
6. Рівняння вигляду

0
)

,
,

,
,

(
)

(
=

′
n

y
y

y
x

F
…

,
(1.78)

де ліва част
ина є однорідною

 ф
ункцією

 n
- го виміру відносно 

)
(

,
,

,
n

y
y

y
… ′

,
тобто

0
),

,
,

,
,

(
)

,
,

,
,

(
)

(
)

(
≠

′
≡

′
t

y
y

y
x

F
t

yt
yt

yt
x

F
n

n
n

…
…

.
Каж

уть, щ
о рівняння (1.78) однорідне відносно функції 

)
(x

y
 та її

похідних.
П
орядок рівняння мож

на знизити, застосувавш
и заміну

∫
=

dx
z

e
y

(1.79)
або

zy
y

= ′
,

де 
)

(x
z

 – нова ш
укана функція.

Д
ійсно, диференцію

ю
чи, отримуємоz

e
y

dx
z

⋅
∫

= ′
,

)
(

2
z

z
e

y
dx

z
′

+
∫

= ′′
,

)
3

(
3

z
zz

z
e

y
dx

z
′′

+ ′
+

∫
= ′′

′
,

. . . . . . . . .

)
,

,
,

(
)1

(
)

(
−

′
Φ

∫
=

n
dx

z
n

z
z

z
e

y
…

.

П
ідставляю

чи ці вирази у рівняння (1.78) і враховую
чи, щ

о в силу

однорідності множ
ник 

∫
dx

z
e

 мож
на винести за знак функції F

, отримуємо

0
)

,
,

,
,

(
)1

(
=

′
∫

−n
dx

z
n

z
z

z
x

f
e

…
.

С
коротивш

и на 
∫

dx
z

n
e

, маємо

0
)

,
,

,
,

(
)1

(
=

′
−n

z
z

z
x

f
…

,
тобто отримали диференціальне рівняння 

)1
(

−
n

- го порядку.

3. Рівняння вигляду
0

)
,

,
,

,
(

)
(

)1
(

)
(

=
+

n
k

k
y

y
y

x
F

…
,

(1.71)
тобто рівняння не міст

ит
ь ш

уканої ф
ункції т

а її похідних до 
)1

(
−

k
- го

порядку вклю
чно.

У
 цьому випадку порядок рівняння зниж

ується до 
)

(
k

n
−

 заміною
змінних

)
(

)
(

x
p

y
k

=
.

(1.72)
П
ісля заміни рівняння (1.71) набуде вигляду

0
)

,
,

,
,

(
)

(
=

′
−k

n
p

p
p

x
F

…
.

Із цього рівняння визначається функція 
)

,
,

,
,

(
2

1
k

n
C

C
C

x
f

p
−

=
…

, а
функцію

 
)

(x
y

 знаходимо із рівняння

)
,

,
,

,
(

2
1

)
(

k
n

k
C

C
C

x
f

y
−

=
…

k
- кратним інтегруванням.

4. Рівняння вигляду

0
)

,
,

,
,

(
)

(
=

′′
′

n
y

y
y

y
F

…
,

(1.73)
тобто рівняння не міст

ит
ь явно незалеж

ної змінної x
.

П
ідстановкою

)
(y

p
y

= ′
(1.74)

порядок рівняння зниж
ується на одиницю

.
Д
ійсно, врахуємо, щ

о

p
dx dy

=
,

p
dy dp

dx dy
dy dp

dx dp
dx y
d

=
=

=
2 2

,
(1.75)

p
dy dp

p
dy p
d

dx dy
p

dy dp
dy d

p
dy dp

dx d
dx y
d

2
2

2

2

3 3
 

 
+

=
 

 
= 

 
=

і так далі.
П
ідставивш

и ці вирази замість 
)

(
,

,
,

n
y

y
y

… ′′
′

 у задане рівняння, отри-
маємо диференціальне рівняння 

)1
(

−
n

- го порядку.
5. Рівняння вигляду

0
)

,
,

,
,

(
)

(
=

′′
′

n
y

y
y

x
F

…
,

(1.76)
ліва част

ина якого є повною
 похідною

 по 
x

 від деякої ф
ункції

)
,

,
,

,
(

)1
(

−
′

Φ
n

y
y

y
x

…
.
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Л
інійні неоднорідні диф

еренціальні рівняння. Рівняння вигляду

)
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)
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)
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)
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1
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(
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)
(

x
f

y
x

a
y

x
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y
x

a
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n
n

n
n

=
+ ′

+
+

+
−

−
…

,
(1.82)

в якому 
0

)
(

≠
x

f
, називається лінійним неоднорідним диф

еренціальним рів-
нянням n

- го порядку.
Більш

 загальний вигляд цього рівняння

)
(

)
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)
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)
(

)
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1
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(
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f
y

x
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y
x

a
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x
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y
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a
n

n
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n
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+ ′
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+
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−
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…
,

де 
0

)
(0

≠
x

a
, 

0
)

(
≠

x
f

, зводиться до вигляду (1.82) діленням обох частин
рівняння на 

0
)

(0
≠

x
a

.
Загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рів-

няння (1.82) визначається формулою
)

( ~
)

(
)

(
0

x
y

x
y

x
y

+
=

,
(1.83)

де 
)

(0 x
y

 – загальний розв’язок відповідного лінійного однорідного дифе-
ренціального рівняння (1.80), а 

)
( ~
x

y
 – деякий частинний розв’язок неодно-

рідного рівняння (1.82).

Д
ля знаходж

ення частинного розв’язку 
)

( ~
x

y
 рівняння (1.82) мож

е
бути використано метод варіації довільних сталих.

М
етод варіації довільних сталих (м
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Н
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n
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C
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C
y

C
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+
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+
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…
2

2
1

1
(1.84)

є загальним розв’язком відповідного неоднорідному рівнянню
 (1.82) одно-

рідного рівняння (1.80).
Згідно з методом варіації довільних сталих частинний розв’язок 

)
( ~
x

y
неоднорідного рівняння (1.82) знаходимо у такому ж

 вигляді (1.84), вваж
аю

-
чи, щ
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n

C
C

C
,

,
,

2
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…
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,
(1.85)

де 
)

(
,

),
(
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2
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x
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x
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x
C

n
…

 – невідомі функції.
С
кладемо систему рівнянь
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(1.86)

Л
інійні диф

еренціальні рівняння вищ
их порядків. Загальна теорія

Л
інійні однорідні диф

еренціальні рівняння. Рівняння вигляду
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(1.80)

називається лінійним однорідним диф
еренціальним рівнянням n

- го порядку.
Більш

 загальний вигляд цього рівняння

0
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,
де 

0
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(0
≠

x
a

, зводиться до вигляду (1.80) діленням обох частин рівняння на
0

)
(0

≠
x

a
.

Я
кщ

о відомий який-небудь частинний розв’язок 
)

(1 x
y

 рівняння (1.80),
то підстановка 

)
(

)
(

)
(

1
x

z
x

y
x

y
=

 призводить це рівняння до лінійного рів-
няння відносно функції 

)
(x

z
, яке не містить явно цю

 функцію
. Тому, покла-

даю
чи

)
(

)
(

x
u

x
z

=
′

,

отримаємо лінійне однорідне рівняння 
)1

(
−

n
- го порядку відносно функції 

)
(x

u
.

Визначником
 Вронського (вронскіаном

) систем
и функцій 
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(1 x

y
)

(
,
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x
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x
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n
…

називається визначник
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)
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Я
кщ

о система функцій 
)

(
,
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(
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(

2
1

x
y

x
y

x
y

n
…

 лінійно залеж
на на ін-

тервалі 
)

,
(

b
a

, то 
0

)
(

=
x

W
 для всіх 

)
,

(
b

a
x ∈

. Я
кщ

о ж
 хоча б в одній точці

)
,

(
0

b
a

x
∈

 маємо 
0

)
(

0
≠

x
W

, то система функцій 
)

(
,

),
(

),
(

2
1

x
y

x
y

x
y

n
…

 лі-
нійно незалеж

на на 
)

,
(

b
a

.
Ф
ундамент

альною
 сист

емою
 розв’язків лінійного однорідного ди-

ференціального рівняння (1.80) називається будь-яка система з n
 лінійно

незалеж
них розв’язків 

)
(

,
),

(
),

(
2

1
x

y
x

y
x

y
n

…
 цього рівняння.

Загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального рівняння
(1.80) представляється у вигляді

i

ni
i y

C
y

∑=
=

1
,

(1.81)

де 
)

(
,

),
(

),
(

2
1

x
y

x
y

x
y

n
…

 – фундаментальна система розв’язків цього рів-
няння, 

n
i

C
i

,1
,

=
 – довільні сталі.

§2. Д
иференціальні рівняння вищ

их порядків



79
78

Глава 1. Д
иференціальні рівняння

Рівняння (1.90) отримується з (1.88) формально заміною
 похідних 

)
(i

y

степенями 
i

k
, 

(0)
0,

(
)

i
n

y
y

=
=

.
Кож

ному дійсному кореню
 k

 рівняння (1.90) кратності r  відповідає
r  лінійно незалеж

них розв’язків рівняння (1.88)
kx

r
kx

kx
e

x
xe

e
1

,
,

,
−

…
.

(1.91)
Кож

ній парі комплексно-спряж
ених коренів 

β
±

α
i

 кратності s  від-
повідає s  пар лінійно незалеж

них розв’язків

.
sin

,
,

sin
,

sin

,
cos

,
,

cos
,

cos
1 1

x
e

x
x

xe
x

e

x
e

x
x

xe
x

e
x

s
x

x

x
s

x
x

β
β

β

β
β

β
α

−
α

α

α
−

α
α

… …
(1.92)

Н
ехай характеристичне рівняння (1.90) має 

p
 дійсних коренів

p
k

k
k

,
,

,
2

1
…

 кратностей 
p r

r
r

,
,

,
2

1
…

 і q
 пар комплексно-спряж

ених коренів

q
q

i
i

i
β

±
α

β
±

α
β

±
α

,
,

,
2

2
1

1
…

 кратностей 
q s

s
s

,
,

,
2

1
…

 (
+

+
+

+
p r

r
r

…
2

1

n
s

s
s

q
=

+
+

+
+

2
2

2
2

1
…

). Їм відповідає n
 лінійно незалеж

них розв’язків, щ
о

утворю
ю
ть фундаментальну систему розв’язків.

Загальний розв’язок рівняння (1.88) запиш
еться у вигляді

+
β

+
β

+
+

+
=

α
x

x
k

p
x

k
e

x
x

R
x

x
Q

e
x

P
e

x
P

x
y

p
1

1
))

(
sin

)
(

cos
)

(
(

)
(

)
(

)
(

1
1

1
1

1
…

x
q

q
q

q
q

e
x

x
R

x
x

Q
α

β
+

β
+

+
))

(
sin

)
(

cos
)

(
(

…
,

(1.93)

де 
)

(x
P

ν
 – довільний многочлен степеня 

p
r

,1
,1

=
ν

−
ν

, а 
)

(x
Q

µ
 і 

)
(x

R
µ

 –

довільні многочлени степеня 
q

s
,1

,1
=

µ
−

µ
.

Л
інійні однорідні диф

еренціальні рівняння другого порядку зі
сталим

и коеф
іцієнтам

и. П
ри 

2
=

n
 маємо лінійне однорідне диференціа-

льне рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами
0

=
+ ′

+ ′′
qy

yp
y

,
(1.94)

де 
q

p,
 – задані числа.
Характ

ерист
ичне рівняння для нього0

2
=

+
+

q
pk

k
.

(1.95)

Корені характеристичного рівняння мож
уть бути такі:

1) дійсні та різні: 
2

1
k

k
≠

,
2) дійсні та рівні, тобто кратні: 

k
k

k
=

=
2

1
,

3) комплексно-спряж
ені: 

β
±

α
=

i
k

2,
1

.

Розв’язую
чи цю

 систему, знаходимо похідні 
n

i
x

C
i

,1
),

(
=

′
, а потім ін-

тегруванням – і самі функції 
n

i
x

C
i

,1
),

(
=

.
Я
кщ

о взяти всі сталі інтегрування рівними нулю
 і підставити функції

)
(x

C
i

 у рівність (1.85), то матимемо частинний розв’язок неоднорідного рів-
няння (1.82). Я

кщ
о у рівність (1.85) підставити функції 

i
i

C
x

C
+ )

(
, де 

i
C

 –
довільні сталі, то відразу дістанемо загальний розв’язок.

Зауваж
имо, щ

о коли порядок диференціального рівняння 
2

=
n

, сис-
тема (1.86) для визначення 

)
(

),
(

2
1

x
C

x
C

′
′

 набуває вигляду:

  
=

′
′

+ ′
′

=
′

+
′

).
(

)
(

)
(

,0
)

(
)

(

2
2

1
1

2
2

1
1

x
f

y
x

C
y

x
C

y
x

C
y

x
C

(1.87)

П
ринцип суперпозиції розв’язків. Я

кщ
о функції 

)
(

~
x

y
i

 – частинні
розв’язки рівнянь

k
i

x
f

y
x

a
y

x
a

y
x

a
y

i
n

n
n

n
,1

),
(

)
(

)
(

)
(

1
)1

(
1

)
(

=
=

+ ′
+

+
+

−
−

…
,

то функція

∑=
=

ki
i

x
y

x
y

1
)

(
~

)
( ~

є частинним розв’язком рівняння

∑=
−

−
=

+ ′
+

+
+

ki
i

n
n

n
n

x
f

y
x

a
y

x
a

y
x

a
y

1
1

)1
(

1
)

(
)

(
)

(
)

(
)

(
…

.

Л
інійні однорідні диф

еренціальні рівняння n
- го порядку зі ста-

лим
и коеф

іцієнтам
и. Л

інійне однорідне диф
еренціальне рівняння n

- го
порядку зі ст

алими коеф
іцієнт

ами має вигляд

0
1

)1
(

1
)

(
=

+ ′
+

+
+

−
−

y
a

y
a

y
a

y
n

n
n

n
…

,
(1.88)

де 
n

i
a

i
,1

,
=

 – дійсні числа.
М
етод побудови фундаментальної системи розв’язків цього рівняння

(мет
од Ейлера) полягає в тому, щ

о частинні розв’язки рівняння (1.88) ш
ука-

ю
ть у вигляді

kx
e

y
=

,
(1.89)

де k
 – стала, дійсна чи комплексна, щ

о підлягає визначенню
.

П
ідстановка функції (1.89) та її похідних у диференціальне рівняння

(1.88) призводить до рівняння

0
1

1
1

=
+

+
+

+
−

−
n

n
n

n
a

k
a

k
a

k
…

,
(1.90)

яке називається характ
ерист

ичним для рівняння (1.88).
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Я
кщ

о α
 не є коренем характеристичного рівняння відповідного од-

норідного рівняння, то частинний розв’язок y ~
 ш
укаємо у вигляді:

x
s

s
s

x
s

e
B

x
B

x
B

e
x

P
y

α
−

α
+

+
+

=
=

)
(

)
(

~
1

1
0

…
.

(1.101)
Тут 

)
(x

P
s

 – многочлен степеня s  з невизначеними коефіцієнтами
s

B
B

B
,

,
,

1
0

…
.

Я
кщ

о α
 є коренем характеристичного рівняння кратності r , то час-

тинний розв’язок y ~
 ш
укаємо у вигляді:

x
s

s
s

r
x

s
r

e
B

x
B

x
B

x
e

x
P

x
y

α
−

α
+

+
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=
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)
(

)
(

~
1

1
0

…
.

(1.102)
Н
евідомі числа 

s
B

B
B

,
,

,
1

0
…

 відш
укую

ть методом невизначених кое-
фіцієнтів, тобто підставивш

и y ~
 та 

)
(

~,
,

~
n

y
y
… ′

 у диференціальне рівняння
(1.96), прирівню

ємо коефіцієнти при однакових степенях x
. Розв’язки отри-

маної системи рівнянь – числа 
s

B
B

B
,

,
,

1
0

…
.

2. П
рава частина диференціального рівняння (1.96) така:

]
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)
(
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)

(
[

)
(

2
1

x
x

P
x

x
Q

e
x

f
s

s
x

β
+

β
=

α
,

(1.103)

де 
)

(
),

(
2

1
x

P
x

Q
s

s
 – многочлени степенів 

2
1 ,s

s
 відповідно з заданими коефі-

цієнтами, 
s

s
s

=)
,

m
ax(

2
1

.
Якщ

о 
β

±
α

i
 не співпадає ні з одним з коренів характеристичного рів-

няння, то y ~
 ш
укаємо у вигляді:

]
sin

)
(

cos
)

(
[

~
x

x
v

x
x

u
e

y
s

s
x

β
+

β
=

α
,

(1.104)

де 
)

(
),

(
x

v
x

u
s

s
 – многочлени степеня s  з невизначеними коефіцієнтами.

Я
кщ

о 
β

±
α

i
 співпадає з деяким коренем характеристичного рівнян-

ня кратності r , то y ~
 ш
укаємо у вигляді:

]
sin

)
(
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)

(
[

~
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x
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x
x

u
e

x
y

s
s

x
r

β
+

β
=

α
,

(1.105)
де 

)
(

),
(

x
v

x
u

s
s

 – многочлени степеня s  з невизначеними коефіцієнтами.
Зауваж

имо, щ
о вигляд розв’язку (1.104) або (1.105) зберігається і у

випадку, коли у формулі (1.103) відсутній доданок, щ
о містить 

x β
cos

 або
x β

sin
.Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 не підпадає під вигляд наведених функцій, то,
якщ

о це мож
ливо, перетворю

ю
ть 

)
(x

f
 таким чином, щ

об вона представля-
лась у вигляді суми доданків, кож

ний з яких представляє один з вказаних
виглядів. Д

алі використовується принцип суперпозиції розв’язків.
У

 більш
 складних випадках використовую

ть мет
од варіації довіль-

них сталих.

Згідно з загальною
 теорією

 їм відповідаю
ть такі фундаментальні сис-

теми розв’язків 
2

1 ,y
y

 та загальні розв’язки рівняння (1.94):

1) 
x

k
x

k
x

k
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k
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C
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C
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e
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e
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C
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y
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y
e

y
)

(
;

,
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1
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=
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=
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x
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e
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C
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C
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x
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y
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e
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α
α

α
β

+
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=
β

=
β

=
)
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(
;
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,
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2

1
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1
.

Л
інійні неоднорідні диф

еренціальні рівняння n
- го порядку зі

сталим
и коеф

іцієнтами. Лінійне неоднорідне диф
еренціальне рівняння n

- го
порядку зі ст

алими коеф
іцієнт

ами має вигляд

)
(

1
)1

(
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)
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x
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y
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y
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y
a

y
n

n
n

n
=

+ ′
+

+
+

−
−

…
,

(1.96)

де 
n

i
a

i
,1

,
=

 – задані дійсні числа, 
0

)
(

≠
x

f
 – задана функція.

В
ідповідне йому лінійне однорідне диференціальне рівняння

0
1

)1
(

1
)

(
=

+ ′
+

+
+

−
−

y
a

y
a

y
a

y
n

n
n

n
…

.
(1.97)

Загальний розв’язок рівняння (1.96) визначається формулою
)

( ~
)

(
)

(
0

x
y

x
y

x
y

+
=

,
(1.98)

де 
)

(0 x
y

 – загальний розв’язок однорідного диференціального рівняння
(1.97), а 

)
( ~
x

y
 – деякий частинний розв’язок неоднорідного диференціаль-

ного рівняння (1.96).

Загальний розв’язок диференціального рівняння (1.97) визначається
формулою

i

ni
i y

C
x

y
∑=

=
1

0
)

(
,

(1.99)

де 
n

i
y

i
,1

,
=

 – фундаментальна система розв’язків, 
n

i
C

i
,1

,
=

 – довільні
сталі.

Д
ля відш

укання 
)

( ~
x

y
 – частинного розв’язку неоднорідного рівнян-

ня (1.96) в загальному випадку мож
на скористатись мет

одом Л
агранж

а
варіації довільних ст

алих.
У

 деяких випадках, коли функція 
)

(x
f

 має спеціальний вигляд, вико-
ристовую

ть мет
од підбору вигляду част

инного розв’язку за виглядом цієї
функції – правої частини рівняння (1.96). П

ри цьому для визначення самого
частинного розв’язку використовую

ть мет
од невизначених коеф

іцієнт
ів.

Розглянемо ці випадки спеціальних виглядів функції 
)

(x
f

 – правої
частини рівняння (1.96).

1. П
рава частина диференціального рівняння (1.96) така:

x
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s
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x
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…
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(1.100)
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Рівняння Е
йлера. Рівняння вигляду
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(1.106)

де 
n

i
a

i
,1

,
=

 – сталі, називається рівнянням Ейлера.
Ц
е рівняння є частинним випадком лінійного диференціального рів-

няння із змінними коефіцієнтами. В
оно зводиться до лінійного неоднорід-

ного диференціального рівняння зі сталими коефіцієнтами введенням під-
становки
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(1.107)

Більш
 загальний вигляд рівняння Ейлера:
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де 
n

i
a

b
a

i
,1

,
,

,
=

 – сталі.

Ц
е рівняння зводиться до лінійного диференціального рівняння зі ста-

лими коефіцієнтами підстановкою
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О
днорідне рівняння Ейлера має вигляд
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Ц
е рівняння зводиться до лінійного однорідного диференціального

рівняння зі сталими коефіцієнтами підстановкою
 (1.107), або підстановкою

0
,

>
=

x
x

y
k

.
(1.111)

П
ідставляю

чи 
)

(
,

,
,

n
y

y
y

… ′
 в однорідне рівняння (1.110), знаходимо

характеристичне рівняння для визначення показника степеня k
 в підстанов-

ці (1.111). П
ри цьому, якщ

о k
 – дійсний корінь характеристичного рівняння

кратності r , то йому відповідає r  лінійно незалеж
них розв’язків
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(1.112)

Я
кщ

о 
β
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α

i
 – пара комплексно-спряж

ених коренів кратності s , то
їм відповідає s  пар лінійно незалеж

них розв’язків

.)
ln

(
sin

)
(ln

,
),

ln
(

sin
ln

),
ln

sin(

),
ln

cos(
)

(ln
,

),
ln

cos(
ln

),
ln

cos(
1 1

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

s s

β
β

β

β
β

β
−

α
α

α

−
α

α
α

… …
(1.113)

Л
інійні неоднорідні диф

еренціальні рівняння другого порядку зі
сталим

и коеф
іцієнтам

и. П
ри 

2
=

n
 маємо лінійне неоднорідне диферен-

ціальне рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами

)
(x

f
qy

yp
y

=
+ ′

+ ′′
,

де 
q

p,
 – задані числа, 

0
)

(
≠

x
f

 – задана функція.

А
налогічно попередньому розглядаю

ться два спеціальні вигляди функ-
ції 

)
(x

f
.

І. 
x

s
s

s
x

s
e

A
x

A
x

A
e

x
Q

x
f

α
−

α
+

+
+

=
=

)
(

)
(

)
(

1
1

0
…

,
де 

)
(x

Q
s

 – многочлен степеня s  з заданими коефіцієнтами.
Я
кщ

о
1) α

 не є коренем характеристичного рівняння відповідного однорід-
ного рівняння, то частинний розв’язок y ~

 ш
укаємо у вигляді:

x
s

s
s

x
s

e
B

x
B

x
B

e
x

P
y

α
−

α
+

+
+

=
=

)
(

)
(

~
1

1
0

…
,

де 
)

(x
P

s
 – многочлен степеня s  з невизначеними коефіцієнтами;

2) α
 – однократний (простий) корінь характеристичного рівняння, то

частинний розв’язок y ~
 ш
укаємо у вигляді:

x
s

s
s

x
s

e
B

x
B

x
B

x
e

x
Px

y
α

−
α

+
+

+
=

=
)

(
)

(
~

1
1

0
…

,
де 

)
(x

P
s

 – многочлен степеня s  з невизначеними коефіцієнтами;
3) α

 – двократний корінь характеристичного рівняння, то частинний
розв’язок y ~

 ш
укаємо у вигляді:

x
s

s
s

x
s

e
B

x
B

x
B

x
e

x
P

x
y

α
−

α
+

+
+

=
=

)
(

)
(

~
1

1
0

2
2

…
,

де 
)

(x
P

s
 – многочлен степеня s  з невизначеними коефіцієнтами.

ІІ. 
]

sin
)

(
cos

)
(

[
)

(
2

1
x

x
P

x
x

Q
e

x
f

s
s

x
β

+
β

=
α

,

де 
)

(
),

(
2

1
x

P
x

Q
s

s
 – многочлени степенів 

2
1 ,s

s
 відповідно з заданими коефі-

цієнтами, 
s

s
s

=)
,

m
ax(

2
1

.
Я
кщ

о
1) 

β
±

α
i

 не є коренем характеристичного рівняння, то частинний
розв’язок y ~

 ш
укаємо у вигляді:

]
sin

)
(

cos
)

(
[

~
x

x
v

x
x

u
e

y
s

s
x

β
+

β
=

α
,

де 
)

(
),

(
x

v
x

u
s

s
 – многочлени степеня s  з невизначеними коефіцієнтами;

2) 
β

±
α

i
 є коренем характеристичного рівняння, то частинний роз-

в’язок y ~
 ш
укаємо у вигляді:

]
sin

)
(

cos
)

(
[

~
x

x
v

x
x

u
xe

y
s

s
x

β
+

β
=

α
,

де 
)

(
),

(
x

v
x

u
s

s
 – многочлени степеня s  з невизначеними коефіцієнтами.
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коефіцієнтами розглядаю
ться при застосуванні методу підбору

вигляду частинного розв’язку?
15. Запиш

іть частинний розв’язок лінійного неоднорідного
диференціального рівняння n

-го порядку для випадків, коли
права частина 

)
(x

f
 має вигляд:

а)
x

Ae
x

f
α

=)
(

;      б)
x

B
x

A
x

f
β

+
β

=
cos

sin
)

(
;

в)
x

s
e

x
P

x
f

α
=

)
(

)
(

.
16. Запиш

іть рівняння Ейлера (неоднорідне та однорідне).
Я
кою

 заміною
 рівняння Ейлера перетворю

ється у рівняння зі
сталими коефіцієнтами?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті розглянуто 28 прикладів розв’язання за-

дач, які за своєю
 тематикою

 розподілились так:
1. О

сновні поняття: приклади 1, 2.
2. Д

иференціальні рівняння вищ
их порядків, які допуска-

ю
ть зниж

ення порядку: приклади 3 – 9.
3. Л

інійні диференціальні рівняння із змінними коефіцієн-
тами: приклади 10, 11.

4. Л
інійні однорідні диференціальні рівняння n

-го поряд-
ку зі сталими коефіцієнтами: приклади 12 – 14.

5. Л
інійні неоднорідні диференціальні рівняння n

-го по-
рядку зі сталими коефіцієнтами: приклади 15 – 23.

6. М
етод варіації довільних сталих (метод Л

агранж
а):

приклади 22 ,23.
7. Д

иференціальні рівняння Ейлера: приклади 24 – 26.
8. Задачі фізики: приклади 27, 28.

О
сновні поняття

П
риклад 1. П

оказати, щ
о функція 

x
C

e
C

y
2

1
=

, 
R

∈2
1 ,C

C
є розв’язком диференціального рівняння 

2
y

yy
′

= ′′
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Дайте означення диференціального рівняння n
-го порядку.

2. Щ
о називається загальним і частинним розв’язками ди-

ференціального рівняння n
-го порядку?

3. Н
аведіть типи диференціальних рівнянь вищ

их поряд-
ків, які допускаю

ть зниж
ення порядку.

4. Я
ке диференціальне рівняння n

-го порядку називаєть-
ся лінійним однорідним; неоднорідним? Запиш

іть їх у загаль-
ному вигляді.

5. Я
ка система розв’язків лінійного однорідного диферен-

ціального рівняння називається фундаментальною
?

6. Я
к записується загальний розв’язок лінійного однорід-

ного диференціального рівняння n
-го порядку?

7. Я
кий вигляд має загальний розв’язок лінійного неодно-

рідного диференціального рівняння n
-го порядку?

8. У
 чому полягає метод варіації довільних сталих?

9. У
 чому полягає принцип суперпозиції розв’язків для лі-

нійного неоднорідного диференціального рівняння n
-го порядку?

10. У
 чому полягає метод Ейлера знаходж

ення фундаменталь-
ної системи розв’язків лінійного однорідного диференціально-
го рівняння n

-го порядку зі сталими коефіцієнтами?
11. Я

ке рівняння називається характеристичним? Я
к його

знаходять?
12. Який вигляд має загальний розв’язок лінійного однорід-

ного диференціального рівняння 2-го порядку зі сталими коефі-
цієнтами, якщ

о корені характеристичного рівняння:
а) дійсні і різні;  б) рівні;  в) комплексні?
13. У

 чому полягає метод підбору частинного розв’язку лі-
нійного неоднорідного диференціального рівняння зі сталими
коефіцієнтами з правою

 частиною
 спеціального вигляду?

14. Я
кі спеціальні вигляди правої частини лінійного неод-

норідного диференціального рівняння n
-го порядку зі сталими
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их порядків
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=
 

 
+

+
+

−
=∫

dx
C

x
C

x
C

x
y

3
2

2
12

2
sin

8 1
4

3
2

2
3

1

2
6

2
cos

16 1
C

x
C

x
C

x
C

x
+

+
+

+
. 

П
риклад 4. Знайти загальний розв’язок рівняння

x
y

2
cos 1

= ′′

та його частинний розв’язок, який задовольняє початкові умови

1
4

,
2 2

ln
4

= 
  π
′

= 
  π

y
y

.
 М
аємо задачу Кош

і для диференціального рівняння другого поряд-

ку 
x

y
2

cos 1
= ′′

 вигляду 
)

(
)

(
x

f
y

n
=

, де 
x

x
f

n
2

cos 1
)

(
,2

=
=

.

Розв’язуємо задане рівняння послідовним інтегруванням його лівої
та правої частин.

Інтегрую
чи перш

ий раз, маємо

1
C

x
y

+
= ′

tg
.

П
овторне інтегрування дає загальний розв’язок

2
1

cos
ln

C
x

C
x

y
+

+
−

=
.

Знайдемо 
2

1 ,C
C

, скориставш
ись початковими умовами. П

ослідовно

покладемо у виразах, щ
о визначаю

ть 
та

y
y

′
 значення  

4
x

π
=

. В
рахуємо,

щ
о 

2
1

ln
2

lncos
ln

ln
2

ln
2

4
2

2
2

π
=

=
−

=
−

. Тоді маємо:

1
1

1
tg

,
1

1
0

4
4

y
C

C
C

π
π




′
=

+
=

+
⇒

=






.

З виразу для y
 отримаємо:

2
2

ln
2

ln
2

lncos
,

lncos
0

4
4

4
4

2
2

y
C

C
y

π
π

π
π







=
−

+
=

+
=

−
=













.

О
тж
е, частинний розв’язок заданого рівняння, щ

о задовольняє задані
початкові умови, має вигляд:

x
y

cos
ln

−
=

. 

П
риклад 5. Розв’язати рівняння

0
3

)
(

3
=

− ′′
+

′′
x

y
y

.

 В
раховую

чи, щ
о 

x
C

e
C

y
2

1
=

, знаходимо
x

C
e

C
C

y
2

2
1

= ′
;   

x
C

e
C

C
y

2
22

1
= ′′

.
П
ідставивш

и 
y

y
y

′′
′,

,
 в задане рівняння, отримаємо тотож

ність
2

2
1

22
1

1
)

(
2

2
2

x
C

x
C

x
C

e
C

C
e

C
C

e
C

≡
⋅

.

О
тж
е, функція 

x
C

e
C

y
2

1
=

 є розв’язком заданого рівняння. 

П
риклад 2. Знайти область існування та єдиності розв’яз-

ку диференціального рівняння 
x y

y
y

′
= ′′

.

 Задане рівняння має вигляд
)

,
,

(
y

y
x

f
y

′
= ′′

,

де 
x y

y
y

y
x

f
′

=
′)

,
,

(
.

Ф
ункція 

x y
y

y
y

x
f

′
=

′)
,

,
(

 і її частинна похідна 
x y

y f
′

=
∂ ∂

 непе-

рервні при 
0

,0
≥ ′

≠
y

x
; частинна похідна 

y
x y

y f
′

=′
∂ ∂

2
 неперервна при

0
,0

> ′
≠

y
x

.
О
тж
е, задане рівняння має єдиний розв’язок при 

0
,0

> ′
≠

y
x

. 

Д
иф

еренціальні рівняння вищ
их порядків, які

допускаю
ть зниж

ення порядку

П
риклад 3. Знайти загальний розв’язок рівняння

x
y

2
cos

)4
(

=
.

 Ц
е рівняння вигляду 

)
(

)
(

x
f

y
n

=
, де 

x
x

f
n

2
cos

)
(

,4
=

=
.

П
ослідовно інтегрую

чи задане рівняння, отримуємо

1
2

sin
2 1

2
cos

C
x

dx
x

y
+

=
= ′′

′
∫

,

2
1

1
2

cos
4 1

2
sin

2 1
C

x
C

x
dx

C
x

y
+

+
−

=
 

 
+

= ′′∫
,

3
2

2
1

2
1

2
2

sin
8 1

2
cos

4 1
C

x
C

x
C

x
dx

C
x

C
x

y
+

+
+

−
=

 
 

+
+

−
= ′∫

,
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О
тж
е, поклавш

и

)
(

4 4
)4

(
x

p
dx y
d

y
=

=
,

маємо

0
1

=
−

p
x

dx dp
.

В
ідокремивш

и змінні і проінтегрувавш
и, дістанемо:

C
x

p
ln

ln
ln

+
=

,    
C

x
p

=
.

В
раховую

чи підстановку, дістанемо рівняння

C
x

dx y
d

=
4 4

,

проінтегрувавш
и яке, отримуємо загальний розв’язок5

4
2

3
3

2
5

1
C

x
C

x
C

x
C

x
C

y
+

+
+

+
=

.

б) 
4

3
2

1
x

y
x

y
′′′

′′
+

=
, 

1
1

(1)
,

(1)
,

(1)
1

2
2

y
y

y
′

′′
=

=
=

−
.

Д
ане рівняння не містить 

і
y

y ′. П
окладемо 

,
(

)
y

p
p

p
x

′′=
=

, тоді

dp
y

dx
′′′=

 і  рівняння приймає вигляд

4
3

2
1

dp
x

x
p

dx
+

=
    або   

4
2

1
dp

p
dx

x
x

+
=

.

Ц
е лінійне рівняння перш

ого порядку. Розв’язую
чи його відомими

методами, отримаємо загальний розв’язок:1
3

2
1

C
p

x
x

=
−

+
.

З врахуванням того, щ
о p

y ′′
=

, маємо диференціальне рівняння дру-
гого порядку

1
3

2
1

C
y

x
x

′′=
−

+
.

П
ерш

 ніж
 його розв’язати, знаходимо значення довільної сталої 

1
C

,

скориставш
ись початковою

 умовою
 

(1)
1

y ′′
=

−
, підставивш

и 
1,

(1)
1

x
y ′′

=
=

−
:

1
1

1
1

0
1

1 C
C

−
=

−
+

⇒
=

.

 Ц
е рівняння вигляду

0
)

,
(

)
(

=
n

y
x

F
.

П
редставимо рівняння у вигляді: 

y
y

x
′′

+
′′

=
3

)
(

3
.

П
оклавш

и 
y

t
′′

=
, маємо

dt
t

dx
t

t
x

)3
3(

,
3

2
3

+
=

+
=

.

Інтегруємо рівняння 
t

y
= ′′

, для якого 
)

(x
y

y
=

:

1
2

4
2

2 3
4 3

)3
3(

C
t

t
dt

t
t

dx
t

y
+

+
=

+
=

= ′
∫

∫
,

=
+

 
 

+
+

=
 

 
+

+
=

dt
t

C
t

t
dx

C
t

t
dy

)3
3(

2 3
4 3

2 3
4 3

2
1

2
4

1
2

4

dt
C

t
C

t
t

 
 

+
 

 
+

+
+

=
1

2
1

4
6

2 3
4 9

4 3
3

.

Інтегрую
чи, маємо

2
1

3
1

5
7

3
2 3

20 27
28 9

C
t

C
t

C
t

t
y

+
+

 
 

+
+

+
=

.

О
тж
е, загальний розв’язок заданого рівняння у параметричній формі

має вигляд:

t
t

x
3

3+
=

,  
2

1
3

1
5

7
3

2 3
20 27

28 9
C

t
C

t
C

t
t

y
+

+
 

 
+

+
+

=
. 

П
риклад 6. а) знайти загальний розв’язок рівняння

0
1

)4
(

)5
(

=
−

y
x

y
;

б) знайти розв’язок задачі Кош
і для диференціального рів-

няння 
4

3
2

1
x

y
x

y
′′′

′′
+

=
, який задовольняє початкові ум

ови:
1

1
(1)

,
(1)

,
(1)

1
2

2
y

y
y

′
′′

=
=

=
−

.

 а) 
(5)

(4)
1

0
y

y
x

−
=

.

М
аємо рівняння, яке допускає зниж

ення порядку, вигляду

0
)

,
,

,
,

(
)

(
)1

(
)

(
=

+
n

k
k

y
y

y
x

F
…

,
щ
о не міст

ит
ь ф

ункції y
 т
а її похідних до 3-го порядку вклю

чно.

§2. Д
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Тоді за формулою
 для похідної складної функції маємо:
(

)
(

(
))

d
y

d
p

y
dp

dy
dp

y
p

dx
dx

dy
dx

dy
′

′′=
=

=
=

⋅
.

а) 
2

(
)

0
yy

y
′′

′
−

=
.

С
посіб 1. П

ідставимо вирази для похідних перш
ого порядку у зада-

не диф
еренціальне рівняння і отримаємо рівняння з відокремлю

ваними
змінними:

0
2

=
−

p
dy dp

yp
,    

y dy
p dp

=
,    

1
ln

ln
ln

C
y

p
+

=
,

y
C

p
1

=
   або   

y
C

dx dy
1

=
.

Знову відокремивш
и змінні в останньому рівнянні і проінтегрував-

ш
и, отримуємо розв’язок заданого рівняння

2
1

ln
ln

C
x

C
y

+
=

або
x

C
e

C
y

1
2

=
.

С
посіб 2. Розглядаємо задане рівняння0

)
(

2
=

′
− ′′

y
yy

,
як рівняння, ліву частину якого мож

на перетворити у похідну від функції

y y ′. Д
ля цього обидві частини рівняння помнож

имо на множ
ник 

2 1y
=

µ
.

М
аємо

0
)

(2

2
=

′
− ′′y

y
yy

   або   
0

= 
 

′y y
dx d

.

Звідки

1
C

y y
= ′

   або   
1

ln
C

y
dx d

=
.

П
роінтегрувавш

и обидві частини рівняння, отримуємо розв’язок за-
даного рівняння

2
1

ln
ln

C
x

C
y

+
=

або
x

C
e

C
y

1
2

=
.

О
тж
е,

3 1
y

x
′′=

−
.

Звідки

2
2

12
y

C
x

′=
+

.

С
користаємось початкою

 умовою
 

1
(1)

2
y ′

=
:

2
2

1
1

0
2

2
1

C
C

=
+

⇒
=

⋅
.

О
тж
е, 

2
12

y
x

′=
. Інтегрую

чи щ
е раз, отримаємо:

3
12

y
C

x
=

−
+

.

З умови 
1

(1)
2

y
=

 маємо

3
3

1
1

1
2

2
C

C
=

−
+

⇒
=

.

О
тж
е, ш

уканий розв’язок такий1
1

2
y

x
=

−
+

.

Зауваж
имо, щ

о іст
от
ним є той факт, щ

о довільні сталі 
1

2
,

C
C

 зна-
ходились безпосередньо після того, як отримувалось відповідне диф

ерен-
ціальне рівняння, щ

о спрощ
увало вигляд і інтегрування цього рівняння. 

П
риклад 7. а) розв’язати рівняння 

2
(

)
0

yy
y

′′
′

−
=

;
б) знайти розв’язок задачі Кош

і для диференціального рівняння
3

1
0

y
y ′′

+
=

 з початковими умовами 
(1)

1,
(1)

1
y

y ′
=

−
=

−
.

 Розглядаємо задані рівняння як рівняння вигляду

0
)

,
,

,
,

(
)

(
=

′′
′

n
y

y
y

y
F

…
,

щ
о не міст

ит
ь явно незалеж

ної змінної x
.

Застосуємо підстановку:)
(y

p
y

= ′
,  тобто 

)
(y

p
dx dy

=
.
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відокремлю
ємо змінні та інтегруємо

2

2
1

;
;

2
dy

y
ydy

dx
x

C
dx

y
=

=
=

+
.

В
рахуємо початкову умову 

(1)
1

y
=

−
. Тоді

2
2

1
1

1
;

2
2

C
C

=
+

=
.

О
тж

е,
2

2
2

1
;

2
1;

2
1

2
2

y
x

x
y

y
x

=
+

=
+

=
−

.

Розв’язок задачі Кош
і

2
1

y
x

=
−

−
.

Знак мінус вибрано з урахуванням початкової умови 
(1)

1
0

y
=

−
<

.
Зауваж

имо, щ
о істотним при розв’язанні був той ф

акт, щ
о довільна

стала 
1

C
 вибиралась безпосередньо після отримання відповідного диф

е-
ренціального рівняння, щ

о спростило його розв’язання. 

П
риклад 8. Розв’язати рівняння

2
2

6
)

(
xy

y
yy

=
′

− ′′
.

 Задане рівняння однорідне відносно функції т
а її похідних, бо функція

2
2

6
)

(
)

,
,

,
(

xy
y

yy
y

y
y

x
F

−
′

− ′′
=

′′
′

є однорідною
 функцією

 2-го виміру відносно 
y

y
y

′′
′,

,
, тобто

=
−

′
− ′′

=
−

′
− ′′

⋅
=

′′
′

)
6

)
(

(
6

)
(

)
,

,
,

(
2

2
2

2
2

2
xy

y
yy

t
y

xt
yt

yt
ty

yt
yt

ty
x

F

)
,

,
,

(
2

y
y

y
x

F
t

′′
′

=
.

Тому застосуємо заміну
∫

=
dx

z
e

y
,

тоді
∫

= ′
dx

z
ez

y
,   

)
(

2
z

z
e

y
dx

z
′

+
∫

= ′′
.

П
ідставимо ці вирази у задане рівняння і отримаємо2

2
2

)
(

6
)

(
)

(
∫

=
⋅

∫
−

′
+

∫
∫

dx
z

dx
z

dx
z

dx
z

e
x

z
e

z
z

e
e

або, після перетворень,
x

z
6

= ′
.

б) 
3

1
0,

(1)
1,

(1)
1

y
y

y
y

′′
′

+
=

=
−

=
−

.

П
ідставимо вираз для другої похідної 

dp
y

p
dy

′′=
 в задане рівняння і

отримаємо рівняння з відокремлю
ваними змінними:

3
3

1
0,

1
dp

dp
py

py
dy

dy
+

=
=

−
.

В
ідокремлю

ємо змінні та інтегруємо:

3
3

1
,

dy
pdp

dy
pdp

y
y

=
−

=
−

∫
∫

,

2
2

1
1

2
2

1
1

,
2

2
2

C
p

p
C

y
y

=
+

=
+

,

де p
y ′

=
.

О
тж
е,

2
1

1
2

2
1

1
,

y
C

y
C

y
y

′
′

=
+

=
±

+
.

П
окладаємо

1
2 1

y
C

y
′=

−
+

.

В
ибрали знак мінус перед коренем, враховую

чи початкову умову
(1)

1
0

y ′
=

−
<

. П
ерш

 ніж
 розв’язувати отримане рівняння, знаходимо сталу

1
C

, використовую
чи обидві початкові умови 

(1)
1,

(1)
1

y
y ′

=
−

=
−

. М
аємо:

1
1

2 1
(1)

,
1

1
(1)

y
C

C
y

′
=

−
+

−
=

−
+

,

1
1

1
1

,
0

C
C

=
+

=
.

Тоді

2 1
1

,
|

|
y

y
y

y
′

′
=

−
=

−
    або    

1
y

y
′=

,

бо в силу перш
ої початкової умови 

0
y

<
, отж

е |
|

y
y

=
−

.
Д
алі в рівнянні

1
y

y
′=
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 Задане рівняння є лінійним однорідним диф
еренціальним рівнян-

ням другого порядку із змінними коеф
іцієнт

ами.
П
ереконаємось, щ

о 
x

x
y

= )
(1

 – частинний розв’язок заданого рівнян-
ня. Знаходимо 

0
)

(
,1

)
(

1
1

=
′′

=
′

x
y

x
y

. П
ідставивш

и 
)

(
),

(
),

(
1

1
x

y
x

y
x

y
′′

′
 у дифе-

ренціальне рівняння, отримаємо тотож
ність, тобто функція 

x
x

y
=)

(1
 є час-

тинним розв’язком даного рівняння.
В
иконуємо підстановку  

)
(

)
(1

x
z

x
y

y
⋅

=
, тобто покладемо

z
x

y
⋅

=
,

z
zx

y
z

zx
y

′
+ ′′

= ′′
+ ′

= ′
2

,
.

П
ідставивш

и ці вирази в задане диференціальне рівняння, отримаємо
0

2
)

(
2

)
2

()
1

(
2

=
+

+ ′
−

′
+ ′′

+
xz

z
zx

x
z

zx
x

або, після перетворень
0

2
)1

(
2

= ′
+ ′′

+
z

z
x

x
.

Тепер, поклавш
и

u
z

u
z

′
= ′′

= ′
,

,
приходимо до рівняння перш

ого порядку відносно функції 
)

(x
u

u
=

0
2

)1
(

2
=

+ ′
+

u
u

x
x

.
Ц
е рівняння з відокремлю

ваними змінними. Й
ого загальний розв’я-

зок має вигляд

2

2

1
1

x x
C

u
+

=

(перевірте!).
Звідси, враховую

чи, щ
о 

z
u

′
=

, отримуємо рівняння перш
ого поряд-

ку відносно z

dx
x

C
dz

x x
C

z
 

 
+

=
+

= ′
2

1
2

2

1
1

1
, 1

.

Інтегрую
чи останнє рівняння, знаходимо2

1
1

C
x

x
C

z
+ 

 
−

=
.

О
скільки 

xz
y

=
, тобто 

x y
z

=
, отримуємо загальний розв’язок вихід-

ного рівняння

x
C

x
C

y
2

2
1

)1
(

+
−

=
. 

П
риклад 11. Розв’язати задане диференціальне рівняння

2
x

y
yx

= ′
+ ′′

,
використовую

чи метод варіації довільних сталих.

Звідки, інтегрую
чи, маємо

1
2

3
C

x
z

+
=

.
О
тж
е,

∫
=

+
dx

C
x

e
y

)
3(

1
2

або

  
x

C
x

e
C

y
1

3

2
+

=
. 

П
риклад 9. Знайти загальний розв’язок рівняння

1
)

ln
2

1(
=

′
+

′′
y

y
.

 Д
ля заданого рівняння відш

укати розв’язок у явному або неявно-
му вигляді досить важ

ко (перевірте!), але мож
на отримати розв’язок у па-

раметричній ф
ормі.

П
окладемо

)
(x

p
y

= ′
,   

dx dp
y

= ′′
.

Тоді отримаємо

1
)

ln
2

1(
=

+
p

dx dp

або
dp

p
dx

)
ln

2
1(+

=
.

Звідки

1
ln

2
C

p
p

p
x

+
+

−
=

.
В
раховую

чи, щ
о 

dx
p

dy
=

, маємо

dp
p

p
dy

)
ln

2
1(+

=
,

2
2ln

C
p

p
y

+
=

.
О
тж
е, отримали загальний розв’язок у параметричному вигляді

1
)

ln
2

1
(

C
p

p
x

+
+

−
=

,  
2

2ln
C

p
p

y
+

=
. 

Л
інійні диф

еренціальні рівняння із зм
інним

и
коеф

іцієнтам
и

П
риклад 10. Знайти загальний розв’язок рівняння

0
2

2
)1

(
2

=
+ ′

− ′′
+

y
yx

y
x

,

попередньо впевнивш
ись, щ

о функція 
x

x
y

=)
(1

 є його частин-
ним розв’язком.
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а) для диференціального рівняння
0

6
5

=
+ ′

− ′′
y

y
y

складаємо характеристичне рівняння
0

6
5

2
=

+
−

k
k

,

корені якого 
3

,2
2

1
=

=
k

k
 – дійсні і різні.

О
тж
е, фундаментальною

 системою
 розв’язків є 

x
x

e
y

e
y

3
2

2
1

,
=

=
, а

загальний розв’язок записується так:
x

x
e

C
e

C
y

3
2

2
1

+
=

;
б) для диференціального рівняння

0
13

4
=

+ ′
+ ′′

y
y

y
складаємо характеристичне рівняння

0
13

4
2

=
+

+
k

k
,

корені  якого 
i

k
3

2
2,

1
±

−
=

 – комплексні (пара комплексно-спряж
ених коренів).

О
тж

е, фундаментальна система розв’язків: 
x

e
y

x
3

cos
2

1
−

=
, 

y
2

=
x

e
x

3
sin

2−
=

, а загальний розв’язок представляється у вигляді:
)

3
sin

3
cos

(
2

1
2

x
C

x
C

e
y

x
+

=
−

. 

П
риклад 13. Розв’язати рівняння

0
3

3
=

− ′
+ ′′

− ′′
′

y
y

y
y

.
 Задане рівняння є лінійним однорідним диф

еренціальним рівнян-
ням т

рет
ього порядку зі ст

алими коеф
іцієнт

ами.
Х
арактеристичне рівняння для заданого диференціального рівняння

0
1

3
3

2
3

=
−

+
−

k
k

k
або

0
)1

(
3

=
−

k

має трикратний корінь 
1

3,
2,

1
=

k
.

О
тже, фундаментальна система розв’язків: 

x
x

xe
y

e
y

=
=

2
1

,
, 

x
e

x
y

2
3

=
,

а загальний розв’язок має вигляд:
x

e
x

C
x

C
C

y
)

(
2

3
2

1
+

+
=

. 

П
риклад 14. Знайти загальні розв’язки заданих рівнянь:

а) 
0

2
= ′′

−
y

y
IV

;
б) 

0
2

=
+ ′′

+
y

y
y

IV
.

 Задане рівняння є лінійним неоднорідним диф
еренціальним рівнян-

ням другого порядку із змінними коеф
іцієнт

ами.
Розв’язуємо відповідне заданому рівнянню

 однорідне рівняння
0

= ′
+ ′′

y
yx

.
В
икористовую

чи методи зниж
ення порядку, отримаємо його загаль-

ний розв’язок
2

1 ln
C

x
C

y
+

=
(перевірте!).

Загальний розв’язок вихідного рівняння, згідно з методом варіації
довільних сталих, ш

укаємо у вигляді
)

(
ln

)
(

2
1

x
C

x
x

C
y

+
=

.
Задане рівняння представляємо у вигляді

x
x y

y
= ′

+ ′′
.

Д
алі складаємо систему для визначення 

)
(

),
(

2
1

x
C

x
C

′
′

:

  

=
⋅

′
+

′

=
⋅

′
+

′

.
0

)
(

1)
(

,0
1

)
(

ln
)

(

2
1

2
1

x
x

C
x

x
C

x
C

x
x

C

Звідси

  

−
=

′
=

′

.
ln

)
(

,
)

(
2

2

2
1

x
x

x
C

x
x

C

Д
алі, інтегрую

чи, знаходимо

2

3
3

2
1

3

1
9

ln
3

)
(

,
3

)
(

C
x

x
x

x
C

C
x

x
C

+
+

−
=

+
=

.

О
тж
е, загальний розв’язок вихідного рівняння має вигляд
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Л
інійні однорідні диф

еренціальні рівняння
n

-го порядку зі сталим
и коеф

іцієнтам
и
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риклад 12. Знайти загальні розв’язки рівнянь другого
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 Задані рівняння є лінійними однорідними диф

еренціальними рів-
няннями другого порядку зі ст

алими коеф
іцієнт

ами.
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Таким чином, частинний розв’язок неоднорідного диференціального
рівняння має вигляд
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-го порядку зі сталим
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риклад 15. Знайти загальні розв’язки заданих рівнянь:
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аємо лінійні неоднорідні диф
еренціальні рівняння зі ст

алими кое-
ф
іцієнт

ами з правими част
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Таким чином, для визначення функції 
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 задачах 1.236 – 1.245 знайти частинні розв’язки вказа-
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.
1.203. С

класти диф
еренціальні рівняння заданих сімей

кривих ш
ляхом виклю

чення параметрів:
а) прямих на площ

ині, не паралельних осі O
y

;
б) синусоїд 

)
sin(

α
+

=
x

A
y

, де A
 та α

 – параметри;
в) парабол з віссю

, паралельною
 осі O

y
.

Д
иф

еренціальні рівняння вищ
их порядків, які

допускаю
ть зниж

ення порядку

У
 задачах 1.204 – 1.235 розв’язати вказані диференціальні

рівняння, використовую
чи методи зниж

ення порядку.

1.204. 
x

x
y

sin
+

= ′′
.

1.205. 
x

y
arctg

= ′′
.

1.206. 
x

y
ln

= ′′
.

1.207. 
x

y
1

= ′′
′

.

1.208. 
x

y
2

cos
= ′′

′
.

1.209. 
3

2
+

= ′′
′

x
yx

.
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має частинний розв’язок 
x

e
x

y
=)

(1
. Знайти розв’язок рівнян-

ня, який задовольняє початкові умови 
1

)1
(

,0
)1

(
=

′
=

y
y

.
1.250. В

икористовую
чи метод варіації довільних сталих,

знайти загальні розв’язки вказаних лінійних неоднорідних ди-
ференціальних рівнянь:

а) 
3

2
3x

yx
y

x
= ′

− ′′
;

б) 
3

2
4x

y
yx

y
x

=
+ ′

− ′′
;

в) 
1

1
1

1
−

=
−

+ ′
−

− ′′
x

y
x

y
x x

y
;

г) 
6

6
)

1(
6

)
2

3(
2

=
+ ′

+
− ′′

+
y

y
x

y
x

x
.

1.251. Л
інійне неоднорідне диференціальне рівняння

2
4

2
2

)
1(

2
2

+
=

− ′
+ ′′

+
x

y
yx

y
x

має частинний розв’язок 
2

1
)

(
x

x
y

=
. Знайти розв’язок рівнян-

ня, який задовольняє початкові умови 
0

)1
(

,0
)1

(
=

− ′
=

−
y

y
.

Л
інійні однорідні диф

еренціальні рівняння
n

-го порядку зі сталим
и коеф

іцієнтам
и

У
 задачах 1.252 – 1.265 знайти загальні розв’язки вказа-

них диференціальних рівнянь.
1.252. 

0
2

=
− ′

+ ′′
y

y
y

.
  1.253. 

0
9

=
− ′′

y
y

.
1.254. 

0
4

= ′
− ′′

y
y

.
  1.255. 

0
2

=
− ′

− ′′
y

y
y

.
1.256. 

0
8

2
3

=
− ′

− ′′
y

y
y

.
  1.257. 

0
=

+ ′′
y

y
.

1.258. 
0

13
6

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

.
  1.259. 

0
5

8
4

=
+ ′

− ′′
y

y
y

.

1.260. 
0

2
=

+ ′
− ′′

y
y

y
.

  1.261.
0

25
20

4
2 2

=
+

−
x

dt dx
dt x
d

.

1.262. 
0

3
4

=
+ ′′

+
y

y
y

IV
.

  1.263. 
0

16
8

= ′
+ ′′

′
+

y
y

y
V

.
1.264. 

0
9

6
= ′′

′
+

−
y

y
y

IV
V

.  1.265. 
0

2
=

+
+

IV
V

VI
y

y
y

.
У

 задачах 1.266 – 1.270 знайти розв’язки даних диферен-
ціальних рівнянь, які задовольняю

ть вказані початкові умови.
1.266. 

0
3

4
=

+ ′
− ′′

y
y

y
;  

10
)0

(
,6

)0
(

=
′

=
y

y
.

1.238. 
y x

x y
y

′
+ ′

= ′′
2

;  
4

)2
(

,0
)2

(
=

′
=

y
y

.

1.239. 
2

3
2

y
y

= ′′
;  

1
)2

(
,1

)2
(

−
=

− ′
=

−
y

y
.

1.240. 
3

2
)

(
)

(
y

y
yy

′
−

′
= ′′

;  
1

)1
(

,1
)1

(
−

=
′

=
y

y
.

1.241. 
1

3
−

= ′′
y

y
;  

0
)1

(
,1

)1
(

=
′

=
y

y
.

1.242. 
1

3
4

= ′′
−

y
y

y
;  

2 2
)0

(
,2

)0
(

=
′

=
y

y
.

1.243. 
y

e
y

2
= ′′

;  
1

)0
(

,0
)0

(
=

′
=

y
y

.

1.244. 
)1

(
)

(2
2

−
′′

=
′

y
y

y
;  

1
)1

(
,2

)1
(

−
=

′
=

y
y

.

1.245. 
1

+
+ ′

= ′′
y

yx
y

;  
0

)0
(

,1
)0

(
=

′
=

y
y

.
1.246. Знайти інтегральну криву диференціального рівнян-

ня 
2

3
y

y
y

yy
′′

+
′

= ′′
′

, для якої дотичною
 на початку координат є

пряма 
0

=
+

y
x

.
1.247. Знайти інтегральну криву диференціального рівнян-

ня 
0

1
2

=
−

′
+ ′′

y
yy

, яка проходить через точку 
)1

,0
(0

M
 і дотич-

ною
 до якої в цій точці є пряма 

1
=

+
y

x
.

Л
інійні диф

еренціальні рівняння із зм
інним

и
коеф

іцієнтам
и

1.248. Знайти загальний розв’язок заданого лінійного од-
норідного диференціального рівняння, якщ

о відомий його час-
тинний розв’язок 

)
(1 x

y
:

а) 
0

9
)

1(
2

=
+ ′

− ′′
−

y
yx

y
x

,   
x

x
x

y
3

4
)

(
3

1
−

=
;

б) 
0

2
=

+ ′
⋅

− ′′
y

y
x

y
tg

,   
x

x
y

sin
)

(1
=

;

в) 
0

2
=

+ ′
+ ′′

xy
y

yx
,   

x x
x

y
sin

)
(1

=
;

г) 
0

2
2

)
1(

2
=

+ ′
− ′′

−
y

yx
y

x
,   

x
x

y
=)

(1
.

1.249. Л
інійне однорідне диференціальне рівняння

0
)

1(
2

)2
(

)
2(

2
2

=
−

+ ′
−

+ ′′
−

y
x

y
x

y
x

x
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У
 задачах 1.283 – 1.296 знайти загальні розв’язки заданих

лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь.
1.283. 

x
e

y
y

y
2

2
=

− ′
+ ′′

.
1.284. 

x
y

y
e

′′+
=

.
1.285. 

x
y

y
y

sin
6

7
=

+ ′
− ′′

.

1.286. 
x

y
y

y
2

cos
2 17

5
2

−
=

+ ′
+ ′′

.

1.287. 
3

2
9

6
2

+
−

=
+ ′

− ′′
x

x
y

y
y

.

1.288. 
x

y
y

y
2

2
2

=
+ ′

− ′′
.

1.289. 
1

5
4

=
− ′

+ ′′
y

y
y

.
1.290. 

)
(

2
3

x
f

y
y

y
=

+ ′
− ′′

, якщ
о:

1) 
x

e
x

f
−

=
10

)
(

;
  2) 

x
e

x
f

2
3

)
(

=
;

3) 
x

x
f

sin
2

)
(

=
;

  4) 
30

2
)

(
3−

=
x

x
f

;

5) 
2

cos
2

)
(

x
e

x
f

x
=

;
  6) 

)
4

3(
)

(
x

e
x

f
x

−
=

;

7) 
2

(
)

1
x

f
x

x
e

−
=

−
+

;
  8) 

(
)

3
5sin

2
f

x
x

x
=

+
;

9) 
2

(
)

2
x

x
f

x
e

e
−

=
−

;
10) 

(
)

sh
f

x
x

=
.

1.291. 2
5

(
)

y
y

f
x

′′
′

+
=

, якщ
о:

1) 
(

)
29

sin
f

x
x

x
=

;
  2) 

(
)

100
cos

x
f

x
xe

x
−

=
;

3) 
2

(
)

cos
f

x
x

=
.

1.292. 
x

y
y

cos
=

+ ′′
.

1.293. 
x

xe
y

y
y

2
6

=
− ′

+ ′′
.

1.294. 
x

e
y

y
y

x
2

cos
5

2
=

+ ′
− ′′

.

1.295. а) 
x

e
y

y
y

y
=

− ′
+ ′′

− ′′
′

3
3

;

           б) 
)

10
4

4(
2

3
2

−
+

=
+ ′

− ′′
′

−
x

x
e

y
y

y
x

.

1.267. 
0

29
4

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;  
15

)0
(

,0
)0

(
=

′
=

y
y

.
1.268. 

0
4

4
=

+ ′
+ ′′

y
y

y
;  

0
)0

(
,2

)0
(

=
′

=
y

y
.

1.269. 
0

2
=

+ ′
− ′′

y
y

y
;  

2
)2

(
,1

)2
(

−
=

′
=

y
y

.
1.270. 

0
= ′

− ′′
′

y
y

;  
1

)0
(

,1
)0

(
,3

)0
(

=
′′

−
=

′
=

y
y

y
.

1.271. Знайти інтегральну криву рівняння 
0

9
=

+ ′′
y

y
, яка

проходить через точку 
)1

,
(

−
π

M
 і дотичною

 до якої в цій точці
є пряма 

π
−

=
+

x
y

1
.

1.272. Знайти інтегральну криву рівняння 
0

=
− ′′

y
y

, до-
тична до якої в точці 

)0
,0

(
O

 є прямою
 з рівнянням 

x
y

=
.

1.273. Знайти інтегральну криву диференціального рівнян-
ня 

0
3

4
=

+ ′
− ′′

y
y

y
, яка проходить через точку 

)2
,0

(
M

 і дотич-
ною

 до якої в цій точці є пряма 
0

4
2

2
=

+
−

y
x

.
Л
інійні неоднорідні диф

еренціальні рівняння
n

-го порядку зі сталим
и коеф

іцієнтам
и

У
 задачах 1.274 – 1.282 для кож

ного з заданих лінійних
неоднорідних диференціальних рівнянь вказати вигляд частин-
ного розв’язку з невизначеними коефіцієнтами (числових зна-
чень коефіцієнтів не знаходити).

1.274. 
x

e
x

y
y

y
4

)
1(

16
8

−
=

+ ′
− ′′

.

1.275. 
x

xe
y

y
4

4
= ′

− ′′
.

1.276. 
2)1

(
7

−
= ′

− ′′
x

y
y

.

1.277. 
)

2
sin

3
2

cos
)1

((
5

2
x

x
x

e
y

y
y

x
+

+
=

+ ′
+ ′′

.

1.278. 
)

3
sin

3
cos

(
13

4
2

2
x

x
x

x
e

y
y

y
x

−
=

+ ′
− ′′

.

1.279. 
x

y
y

2
cos

9
=

+ ′′
.

1.280. 
x

e
y

y
y

xsin
2

2
=

+ ′
+ ′′

.

1.281. 
x

e
x

x
xe

y
y

y
x

x
2

sin
2

cos
5

2
2

−
=

+ ′
− ′′

.

1.282. 
x

x
y

y
y

IV
2

sin
4

4
=

+ ′′
+

.
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1.313. 
x

y
y

cos 1
=

+ ′′
.

1.314. 
x

y
y

th
=

− ′′
.

1.315. 
1

1+
= ′

− ′′
x

e
y

y
.

1.316. 
x

y
y

3
cos 1

=
+ ′′

.

У
 задачах 1.317 – 1.321 знайти частинні розв’язки даних ди-

ференціальних рівнянь, які задовольняю
ть вказані початкові умови.

1.317. 
x

e
y

y
y

2 3

4
15

16
4

−
=

+ ′
+ ′′

;  
5,

5
)0

(
,3

)0
(

−
=

′
=

y
y

.
1.318. 

6
18

10
10

2
2

+
+

=
+ ′

− ′′
x

x
y

y
y

;  
2,

3
)0

(
,1

)0
(

=
′

=
y

y
.

1.319. 
)

1(
2

x
y

y
−

= ′
− ′′

;  
1

)0
(

,1
)0

(
=

′
=

y
y

.
1.320. 

)3
(

2
2

−
+

= ′
− ′′

x
x

e
y

y
x

;  
1

)0
(

,2
)0

(
=

′
=

y
y

.
1.321. 

x
y

y
2

sin
−

=
+ ′′

;  
1

)
(

,1
)

(
=

π ′
=

π
y

y
.

Д
иф

еренціальні рівняння Е
йлера

У
 задачах 1.322 – 1.327 знайти загальні розв’язки вказа-

них диференціальних рівнянь Ейлера.

1.322. а) 
0

21
9

2
=

+ ′
− ′′

y
yx

y
x

;
б) 

0
2

=
+ ′

+ ′′
y

yx
y

x
;

           в) 
0

3
3

2
= ′

+ ′′
− ′′

′
y

yx
y

x
;

г) 
0

2
2

= ′
− ′′

′
y

y
x

;
           д)

0
4

)1
2(

2
)1

2(
2

=
+ ′

+
− ′′

+
y

y
x

y
x

.
1.323. 

x
y

yx
y

x
=

+ ′
+ ′′

2
.

1.324. 
x

x y
x y

y
2

2
=

+ ′
− ′′

.

1.325. 
x

x
y

yx
y

x
−

=
+ ′

− ′′
3

2
2

2
2

.
1.326. 

x
y

y
x

ln
12

6
2

=
− ′′

.
1.327. 

x
y

yx
y

x
10

4
2

=
+ ′

+ ′′
.

1.328. Знайти рівняння руху точки 
)

(t
s

s
=

, якщ
о приско-

рення в залеж
ності від часу задається формулою

 
t

a
2,

1
=

 і якщ
о

відстань 
0

=
s

 при 
0

=t
, відстань 

20
=

s
 при 

5
=t

.
1.329. Тіло масою

 m
 ковзає по горизонтальній площ

ині
під дією

 пош
товху, який дає початкову ш

видкість 
0

v
. Н

а тіло
діє сила тертя, яка дорівню

є 
km

−
. Знайти відстань, яку змож

е
пройти тіло.

1.296. а) 
x

x
y

y
IV

+
= ′′

+
2

;

           б) 
x

y
y

y
IV

cos
16

8
=

+ ′′
+

.
У

 задачах 1.297 – 1.302 визначити вигляд частинного роз-
в’язку заданих лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь,
використовую

чи принцип суперпозиції розв’язків (числових зна-
чень коефіцієнтів не знаходити).

1.297. 
x

x
e

e
y

y
y

2
2

−
+

=
− ′

− ′′
.

1.298. 
x

e
x

y
y

4
4

−
+

= ′
+ ′′

.
1.299. 

x
x

y
y

sin
+

=
− ′′

.
1.300. 

x
e

x
y

y
y

)
sin

1(
2

2
+

=
+ ′

− ′′
.

1.301. 
x

e
y

y
+

= ′′
− ′′

′
1

.
1.302. 

x
e

y
y

x
2

sin
4

2
+

= ′
+ ′′

′
.

1.303. 
x

y
y

4
cos

2
4

2
= ′

− ′′
.

У
 задачах 1.304 – 1.309 розв’язати задані лінійні неоднорід-

ні диференціальні рівняння, використовую
чи принцип суперпо-

зиції розв’язків.
1.304. 

x
e

x
y

y
y

2
4

2
−

=
− ′

− ′′
.

1.305. 
x

x
y

y
cos

10
18

3
−

= ′
− ′′

.
1.306. 

x
e

y
y

y
xsin

2
2

+
=

+ ′
− ′′

.
1.307. 

x
e

y
y

y
xch

5
2

3
2

=
− ′

− ′′
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 задачах 1.311 – 1.316 розв’язати задані лінійні неоднорід-
ні диференціальні рівняння, застосувавш

и метод варіації довіль-
них сталих.
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Задача Кош
і для нормальної сист

еми (1.115) ставиться так:
знайти розв’язок системи (1.115), який задовольняє початкові умови
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де 
0

02
01

,
,

,
n

y
y

y
…

 – задані числа.
Д
ля нормальної системи (1.115) справдж

ується т
еорема Кош

і про іс-
нування т

а єдиніст
ь розв’язку: якщ

о в деякій області D
 функції 

n f
f

f
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,
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2
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…
,

щ
о є правими частинами системи (1.115), неперервні разом з частинними по-
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j
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y f
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=
∂ ∂
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D

y
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y
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M
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)

(
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2
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x
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x
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x
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n
…

, який задовольняє початкові
умови (1.116)
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.
Загальним розв’язком сист

еми (1.115) називається сукупність функцій
C

C
x

y
y

n
i

i
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,
,

,
(

1
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…
 

1,
i

n
=
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(1.117)

щ
о залеж

ать від n
 довільних сталих, які при будь-яких припустимих зна-

ченнях 
n

C
C

,
,1 …

 перетворю
ю
ть рівняння системи (1.115) в тотож

ності і для
будь-яких початкових умов (1.116) існую

ть такі числа 
0i

i
C

C
=

, щ
о функції

n
i

C
C

x
y

y
n

i
i

,1
),

,
,

,
(

0
01

=
=

…
, задовольняю

ть ці умови.
Розв’язки, які отримую

ться з загального розв’язку при конкретних
значеннях 

n
C

C
,

,1 …
, називаю

ться част
инними розв’язками.

Д
иференціальне рівняння n

-го порядку
)

,
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,
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(
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(
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′
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y
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f
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(1.118)

мож
на звести до нормальної системи (1.115). І навпаки, система (1.115) в

багатьох випадках зводиться до одного диференціального рівняння n
-го

порядку.Н
а цьому основано мет

од виклю
чення для розв’язання нормальної

системи диференціальних рівнянь (1.115), згідно з яким ця система зводить-
ся до одного диференціального рівняння n

-го порядку вигляду (1.118), яке
розв’язується розглянутими раніш

е в § 2 цієї глави методами.

Ф
ізичний зміст

 нормальної сист
еми. Н

ехай незалеж
на змінна t  – це

час, а система, наприклад, двох диференціальних рівнянь має вигляд
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Розв’язком 
)

(
),

(
t

y
t

x
ψ

=
ϕ

=
 цієї системи є деяка крива (інтегральна

крива) в площ
ині xO

y
 з фіксованою

 декартовою
 прямокутною

 системою

1.330. М
атеріальна точка масою

 
1

=
m

 рухається прямолі-
нійно, наближ

аю
чись до центра, який відш

товхує її з силою
,

рівною
 

x
k

2
 (x – відстань точки від центра). П

ри 
0

=t
 

a
x

=
,

ka
dt dx

=
. Знайти закон руху точки.
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и диф

еренціальних рівнянь

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття. С

истема k
 диференціальних рівнянь, яка зв’язує
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 і k
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Н
ехай 
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=
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p
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, тобто система рівнянь склада-
ється з n

 диференціальних рівнянь перш
ого порядку.
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називається нормальною
 сист

емою
. Число n

 називається її порядком.
Розв’язком сист

еми (1.115) на інтервалі 
b

x
a

<
<

 називається сукуп-
ність функцій
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неперервно диференційовних на 
)

,
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b
a

 і таких, щ
о перетворю

ю
ть рівняння

системи (1.115) в тотож
ності відносно 

)
,

(
b

a
x ∈

.
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Ф
ундамент

альною
 сист

емою
 розв’язків системи (1.120) називається

сукупність n
 лінійно незалеж

них розв’язків цієї системи
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С
т
рукт

ура загального розв’язку однорідної сист
еми диф

еренціаль-
них рівнянь. Загальний розв’язок однорідної системи диференціальних рів-
нянь (1.120) представляється у вигляді
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де 
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 – фундаментальна система розв’язків цієї системи,

n
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C
C

,
,

,
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1
…

 – довільні сталі.

Л
інійні неоднорідні систем

и диф
еренціальних рівнянь
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ормальна лінійна неоднорідна сист
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-го порядку має вигляд
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де хоча б одна з функцій 
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 тотож
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В
ідповідна однорідна система рівнянь для системи (1.124) має вигляд
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С
т
рукт

ура загального розв’язку неоднорідної сист
еми диф

еренціаль-
них рівнянь. Загальний розв’язок неоднорідної системи диференціальних
рівнянь (1.124) представляється у вигляді

)
( ~

)
(

)
(

0
t

t
t

X
X

X
+

=
,

(1.128)

де 
)

(0 t
X

 – загальний розв’язок відповідної однорідної системи, 
)

( ~
t

X
 – де-

який частинний розв’язок заданої неоднорідної системи (1.124).

координат. П
лощ
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y
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 площ

иною
, а крива

)
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t
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t
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азовою

 т
раєкт

орією
 системи (1.119). С

ама система
(1.119) називається динамічною

 сист
емою

. Я
кщ

о в праві частини рівнянь
системи (1.119) час t  не входить явним чином, то така динамічна система
називається авт

ономною
 (ст

аціонарною
).

Д
инамічна система визначає поле ш
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Рівняння руху визначаю
ть також

 і траєкторію
 руху, будучи рівняння-

ми цієї кривої в параметричній формі.
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інійні систем

и диф
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або в матричній формі
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В
 області неперервності коефіцієнтів 

n
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i
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a
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=
, система (1.120)

задовольняє умови теореми існування і єдиності розв’язку задачі Кош
і.
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приходимо до системи алгебраїчних рівнянь відносно 
dt t

dC
k

)
(

:

)
(

)
(

)
(

1
t

t
dt t

dC
nk

k
k

F
X

=
∑=

.
(1.130)

З цієї системи знаходимо 
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та, інтегрую
чи, отримуємо

функції 
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, з точністю
 до довільних сталих. П

ідставляю
чи їх у

(1.129), маємо ш
уканий загальний розв’язок неоднорідної системи (1.125).

Л
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и
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Л
інійна однорідна сист

ема диф
еренціальних рівнянь зі ст

алими кое-
ф
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ами має вигляд
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Тут A
 – матриця коефіцієнтів 
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a

 системи, де 
ji

a
 – сталі, 

n
j

i
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,
=

.
Розглянемо мет

од Ейлера для розв’язання такої системи. У
 цьому

методі для відш
укання фундаментальної системи розв’язків використову-

ю
ться методи лінійної алгебри.

Суть методу Ейлера така.
С
кладаємо характ

ерист
ичне рівняння0
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.

(1.132)

Д
алі знаходимо його корені 
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 – власні значення матриці
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 і для кож
ного кореня 
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чається відповідний йому частинний розв’язок 
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.
Загальний розв’язок системи (1.131) має вигляд
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де 
)

( )
(

t
k

λ
X

 – лінійно незалеж
ні розв’язки системи.

П
ри цьому мож

ливі такі випадки:
а) λ

 – дійсний корінь крат
ност

і 1. Тоді

М
етоди розв’язання лінійних однорідних систем

 диф
еренціальних

рівнянь1. М
етод виклю

чення, оснований на зведенні системи до одного од-
норідного диференціального рівняння n

-го порядку.
2. М

етод Ейлера, призначений для систем диференціальних рівнянь
зі сталими коефіцієнтами (наводиться ниж

че).

М
етоди розв’язання лінійних неоднорідних систем

 диф
еренціа-

льних рівнянь
1. М

етод виклю
чення, оснований на зведенні системи до одного не-

однорідного диференціального рівняння n
-го порядку.

2. М
етод варіації довільних сталих (метод Л

агранж
а).

3. М
етод підбору вигляду частинного розв’язку за спеціальним вигля-

дом правої частини, призначений для систем диференціальних рівнянь зі
сталими коефіцієнтами (наводиться ниж

че). П
ри цьому загальний розв’язок

знаходиться за формулою
 (1.128).

Розглянемо детально мет
од варіації довільних ст

алих.
Н
ехай задана лінійна неоднорідна система диференціальних рівнянь

)
(

)
(

)
(

t
t

t
dt
d

F
X

A
X

+
=

.
В
ідповідна їй однорідна система

)
(

)
(

t
t

dt
d

X
A

X
=

.

Н
ехай відома фундаментальна система розв’язків однорідної систе-

ми: 
n

k
t

k
,1

),
(

=
X

. Загальний розв’язок однорідної системи представля-
ється у вигляді

∑=
=

nk
k

k
t

C
t

1
)

(
)

(
X

X
,

де 
n

k
C

k
,1

,
=

 – довільні сталі.
Загальний розв’язок неоднорідної системи ш

укаємо у вигляді

∑=
=

nk
k

k
t

t
C

t
1

)
(

)
(

)
(

X
X

,
(1.129)

де функції 
n

k
t

C
k

,1
),

(
=

, визначаю
ться з умови того, щ

об 
)

(t
X

 було роз-
в’язком системи (1.125).

П
ідставляємо (1.129) в неоднорідну систему (1.125) і, враховую

чи при
цьому рівності

n
k

t
t

dt
d

k
k

,1
,0

)
(

)
(

=
=

−
X

A
X

,
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Загальний розв’язок такої системи представляється у вигляді
)

( ~
)

(
)

(
0

t
t

t
X

X
X

+
=

,
(1.138)

де 
)

(0 t
X

 – загальний розв’язок відповідної однорідної системи

)
(t

dt
d

X
A

X
=

,
(1.139)

)
( ~
t

X
 – деякий частинний розв’язок неоднорідної системи (1.137).
Д
ля відш

укання загального розв’язку відповідної однорідної системи
використовую

ться відомі методи: метод виклю
чення або метод Ейлера.

Д
ля відш

укання частинного розв’язку неоднорідної системи мож
е бути

використаний метод підбору вигляду частинного розв’язку за спеціальним
виглядом правої частини (метод невизначених коефіцієнтів).

Ц
ей метод застосовується, коли функції 

n
i

t
fi

,1
),

(
=

, які стоять в пра-
вій частині системи, маю

ть спеціальний вигляд: многочлени 
)

(t
P

k
, показни-

кові функції 
t

e
α

, синуси і косинуси 
t

t
β

β
cos

,
sin

 та добутки цих функцій.
Тобто, якщ

о функції 
n

i
t

fi
,1

),
(

=
, маю

ть вигляд добутків
t

e
t

t
Q

t
t

P
α

β
+

β
)

sin
)

(
cos

)
(

(
,

(1.140)

де 
)

(
),

(
t

Q
t

P
 – многочлени, то частинний розв’язок 

)
( ~
t

X
 мож

на знайти ме-
тодом невизначених коефіцієнтів, записавш

и 
)

( ~
t

X
 у вигляді, аналогічному

(1.140) з урахуванням співпадіння або не співпадіння чисел 
β

±
α

i
 з кореня-

ми характеристичного рівняння.
М
аємо підхід аналогічний тому, щ

о має місце при розгляданні неод-
норідних диференціальних рівнянь n

- го порядку зі сталими коефіцієнта-
ми. П

ри цьому мож
ливе застосування принципу суперпозиції.

У
 більш

 складних випадках, коли не вдається звести праву частину до
вказаного спеціального вигляду, використовується метод варіації довільних
сталих.ІІ. Конт

рольні пит
ання т

а завдання

1. Я
ка система диференціальних рівнянь називається ка-

нонічною
?

2. Я
ка система диференціальних рівнянь називається нор-

мальною
?

3. Я
к ставиться задача Кош

і для нормальної системи ди-
ференціальних рівнянь?

4. Щ
о називається загальним розв’язком нормальної сис-

теми диференціальних рівнянь?

t

n

t
e

y y y

e
t

λ

λ λ λ

λ
λ

λ

     

     

=
=

)
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)
(2

)
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)
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)
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)
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Y
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,
(1.134)

де 
)

(λ
Y

 – власний вектор матриці A
, який відповідає власному значенню

λ
, тобто

0
,

)
(

)
(

)
(

≠
λ

=
λ

λ
λ

Y
Y

Y
A

;
б) λ

 – комплексний корінь крат
ност

і 1. Тоді коренем характеристично-
го рівняння (1.132) є також

 спряжене з λ
 число λ

. Замість комплексних час-
тинних розв’язків 

)
( )

(
t

λ
X

 та 
)

( )
(

t
λ

X
 треба взяти дійсні частинні розв’язки

);
(

Im
)
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)
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t
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t
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)
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)
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)
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)
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X
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e
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λ
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λ
λ

= =
(1.135)

в) λ
 – корінь крат

ност
і 

2
≥

r
. В

ідповідний цьому кореню
 розв’язок

системи (1.131) відш
укується у вигляді вектора
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r
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n
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r
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r
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(1.136)

Коефіцієнти 
n

j
i

ji
,1

,
, )

(
=

α
, визначаю

ться із системи лінійних рів-
нянь, яка отримується прирівнянням коефіцієнтів при однакових степенях
t  внаслідок підстановки вектора (1.136) в початкову систему (1.131) (метод
невизначених коефіцієнтів).

Л
інійні неоднорідні системи диф

еренціальних рівнянь зі сталими
коеф

іцієнтами
Л
інійна неоднорідна сист

ема диф
еренціальних рівнянь зі ст

алими
коеф

іцієнт
ами має вигляд

)
(

)
(

t
t

dt
d

F
X

A
X

+
=

,
(1.137)

де A
 – м

атриця коеф
іцієнтів 

ji
a

 систем
и, де 

ji
a

 – сталі, 
n

j
i

,1
,

=
,

T
n

t
f

t
f

t
f

t
))

(
,

),
(

),
(

(
)

(
2

1
…

=
F

, 
n

i
t

fi
,1

),
(

=
 – задані функції.

§3. С
истеми диференціальних рівнянь



133
132

Глава 1. Д
иференціальні рівняння

за спеціальним виглядом правої частини? Я
кі спеціальні вигля-

ди правої частини при цьому використовую
ться?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті розглянуто 17 прикладів розв’язання за-

дач, які за своєю
 тематикою

 розподілились так:
1. О

сновні поняття: приклади 1 – 8.
2. Л

інійні системи диференціальних рівнянь із змінними
коефіцієнтами: приклади 9 – 11.

3. Л
інійні однорідні системи диференціальних рівнянь зі

сталими коефіцієнтами: приклади 12 – 15.
4. Л

інійні неоднорідні системи диференціальних рівнянь
зі сталими коефіцієнтами: приклади 16 – 18.

О
сновні поняття

П
риклад 1. Звести канонічну систему диференціальних

рівнянь

  
−

= ′
′

−
= ′′

2
1

2

2
1

1

2
,

3
2

y
y

y
y

y
y

до нормального вигляду.
 П
окладемо   

4
2

3
1

,
y

y
y

y
=

′
= ′

.
Тоді задану систему мож

на записати у вигляді

    

−
=

′
−

=
′

=
′ = ′

,
2

,
3

2
, ,

2
1

4

2
1

3

4
2

3
1

y
y

y
y

y
y

y
y

y
y

яка і є нормальною
 системою

 четвертого порядку. 

П
риклад 2. Звести до нормальної системи задане диферен-

ціальне рівняння

0
)

(
)

(
2

=
+

′′
x

y
k

x
y

.

5. Н
аведіть фізичний зміст нормальної системи диферен-

ціальних рівнянь.
6. Запиш

іть лінійну однорідну систему диференціальних
рівнянь.

7. Д
айте означення фундаментальної системи розв’язків

однорідної системи диференціальних рівнянь.
8. Я

ка структура загального розв’язку лінійної однорідної
системи диференціальних рівнянь?

9. Запиш
іть лінійну неоднорідну систему диференціаль-

них рівнянь.
10. Я

ка структура загального розв’язку лінійної неоднорід-
ної системи диференціальних рівнянь?

11. Н
аведіть методи інтегрування лінійної однорідної сис-

теми диференціальних рівнянь.
12. Н

аведіть методи інтегрування лінійної неоднорідної сис-
теми диференціальних рівнянь.

13. У
 чому полягає метод виклю

чення для однорідних сис-
тем; для неоднорідних систем?

14. У
 чому полягає метод варіації довільних сталих (метод

Л
агранж

а) для неоднорідної системи?
15. Запиш

іть у матричному вигляді однорідну систему ди-
ференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами.

16. Я
ке рівняння називається характеристичним? Запиш

іть
його.17. Викладіть суть методу Ейлера розв’язання лінійних одно-
рідних систем диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами.

18. Я
кий частинний розв’язок системи відповідає простому

кореню
 характеристичного рівняння; кратному кореню

 кратнос-
ті 

2
≥

r
; комплексно-спряж

еному кореню
?

19. Запиш
іть у матричному вигляді неоднорідну систему ди-

ференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами.
20. У

 чому полягає метод підбору вигляду частинного роз-
в’язку лінійної неоднорідної системи диференціальних рівнянь
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Д
ля будь-яких значень 

D
z

y
x

∈0
0

0
,

,
 виконую

ться умови теореми
Кош

і. П
ідставивш

и ці значення в систему розв’язків, отримаємо систему
для визначення сталих 

2
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C
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.
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0
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1
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x
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e
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e
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−
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В
изначник цієї системи
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3
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−
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−
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∆
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О
тж
е, для будь-яких 

0
0 ,z

y
 числа 

2
1 ,C

C
 визначаю

ться однозначно,
тобто з системи заданих функцій мож

на отримати будь-який розв’язок зада-
чі Кош

і для системи диференціальних рівнянь. 

П
риклад 5. Розв’язати задану систему диференціальних

рівнянь

    

= =

. ,

2 2 2 2

x
dt y
d

y
dt x
d

 Задана система складається з двох рівнянь другого порядку, де не-
відомими є функції 

)
(

),
(

t
y

y
t

x
x

=
=

.
Розв’язуємо систему мет

одом виклю
чення. Д

иференцію
ю
чи двічі пер-

ш
е рівняння, отримуємо рівняння

2 2

4 4

dt y
d

dt x
d

=
.

В
раховую

чи це рівняння та друге рівняння системи, матимемо

x
dt x
d

=
4 4

.

Інтегрую
чи останнє рівняння, яке є лінійним однорідним рівнянням

зі сталими коефіцієнтами, дістанемо

t
C

t
C

e
C

e
C

x
t

t
sin

cos
4

3
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1
+

+
+

=
−

.
Д
алі, диференцію

ю
чи двічі та підставляю

чи в перш
е рівняння систе-

ми, знаходимо

t
C

t
C

e
C

e
C

y
t

t
sin

cos
4

3
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1
−

−
+

=
−
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 П
окладемо 

z
y

= ′
, тоді 

z
y

′
= ′′

 і рівняння зводиться до нормальної
системи рівнянь
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= ′ = ′

.

,
2y

k
z

z
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П
риклад 3. П

оказати, щ
о система функцій 

2
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1t
x

−
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,

t
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x
ln

2
−

=
, визначених на інтервалі 

∞
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<
<

t
0

, є розв’язком
системи рівнянь

    

−
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,
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 П
ідставляю

чи задані функції 
t

t
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t
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1
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2
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−
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−
=

 та їх похідні

1
ln

,
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2
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1
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−
=

=
t

dt
dx

t
dt

dx
 в рівняння системи, отримуємо тотож

ності:

∞
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<
<

−
−

≡
−

−
≡

=
t

t
t

t
t t

t
0

,1
ln

1
ln

;
2

2
2

3
4

3
.

О
тж
е, задана система функцій є розв’язком системи. 

П
риклад 4. П

оказати, щ
о система функцій

x
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x
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e
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e
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e
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є загальним розв’язком системи рівнянь

    

+
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−
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.
4

,

z
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dx dz

z
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dx dy

 У
 даном

у прикладі за область D
 м
ож

на прийняти область

∞
+

<
<

∞
−

z
y

x
,

,
. П

ідставляю
чи функції 

)
(

),
(

x
z

x
y

 та їх похідні 
dx dz

dx dy
,

 в
систему диференціальних рівнянь, отримуємо тотож

ності, справедливі при
будь-яких значеннях 

2
1 ,C

C
 (перевірте!).
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С
истема функцій

2
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C
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+
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утворю
є загальний розв’язок заданої системи.
Знайдемо частинний розв’язок, використовую

чи початкові умови
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 та записавш

и загальний розв’язок у вигляді:
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+
−

=

(тут взято знак “плю
с” перед коренем у виразі для y

, бо саме так мож
на

задовольнити умову 
1

)1
(

=
y

, у виразі для z
 взято відповідно перш

ий знак –
“мінус”). Тоді

2
1

1
C

C
+

=
,    

2
1

1

2
2 1

C
C C

+
−

=
−

.

Звідси 
0

,1
2

1
=

=
C

C
.

О
тж
е, пара функцій 

x
z

x
y

2
1

,
−

=
=

 – частинний розв’язок зада-

ної системи. 

П
риклад 7. П

оказати, щ
о систему рівнянь

  
+

= ′
+ ′ = ′

xy
z

y
z

xy
y

,

не мож
на звести до одного рівняння.
 П
ідставивш

и 
xy

y
= ′

 у друге рівняння системи, отримуємо систе-
му двох рівнянь, не зв’язаних між

 собою

  
= ′ = ′

.
,

z
z

xy
y

Розв’язую
чи кож

не рівняння окремо, знаходимо
x

x
e

C
z

e
C

y
2

2
1

,
2

=
=

. 

П
риклад 8. Знайти фазову траєкторію

 автономної дина-
мічної системи

П
риклад 6. Знайти загальний розв’язок системи диферен-

ціальних рівнянь

    

=

−
=

y z
dx dz

z
dx dy

2 ,

і частинний розв’язок, який задовольняє початкові умови

2 1
)1

(
,1

)1
(

−
=

=
z

y
.

 Задана система є нормальною
 системою

 диференціальних рівнянь,
щ
о складається з диференціальних рівнянь перш

ого порядку, які не є ліній-
ними. Розв’язуємо її мет

одом виклю
чення.

П
ерш

е рівняння системи продиференцію
ємо по x

:
z

y
′

−
= ′′

.

О
скільки з другого рівняння системи 

y z
z

2
= ′

, то 
y z

y
2

−
= ′′

, але з пер-

ш
ого рівняння 

2
2

)
(y

z
′

=
, тому система двох рівнянь перш

ого порядку зве-
лась до одного рівняння другого порядкуy y

y
2)

(
′

−
= ′′

або
0

)
(

2
=

′
+

′′
y

y
y

.

Л
іва частина цього рівняння є 

)
(

′′
yy

, тому

1
2 1

C
yy

= ′
,

звідки

dx
C

dy
y

1
2 1

=
,   

2
1

2

2 1
2 1

2 1
C

x
C

y
+

=
,

тобто

2
1

C
x

C
y

+
±

=
.

З перш
ого рівняння системи  

y
z

′
−

=
, тобто

2
1

1

2
C

x
C

C
z

+
=
∓

.
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або
t

C
e

C
y

1
2

=
.

Тоді
t

C
e

C
C

y
1

2
1

= ′
.

П
ідставивш

и цей вираз у друге рівняння системи, отримуємо
t

C
e

C
C

x
1

2
1

=
.

О
тж
е, загальний розв’язок системи:

t
C

e
C

C
x

1
2

1
=

,  
t

C
e

C
y

1
2

=
.

В
иклю

чимо з загального розв’язку час t . О
тримуємо

y
C

x
1

=
,

тобто фазовими траєкторіями системи є прямі.
В
иділимо пряму, яка проходить через точку 

)3
,2

(0
M

:

3 2
,3

2
1

1
=

⋅
=

C
C

.

О
тж
е, фазова траєкторія, щ

о проходить через точку 
)3

,2
(0

M
, має рів-

няння

x
y

2 3
=

. 

Л
інійні систем

и диф
еренціальних рівнянь

із зм
інним

и коеф
іцієнтам

и
П
риклад 9. Розв’язати задану систему диференціальних

рівнянь

    

+
−

=

+
−

=

.
2

,

2
t y

t x
dt dy

y
t x

dt dx

 М
аємо лінійну однорідну сист

ему диф
еренціальних рівнянь із змін-

ними коеф
іцієнт

ами. Розв’язуємо її мет
одом виклю

чення.
З перш

ого рівняння системи знаходимо

t x
x

y
+ ′

=
.

Звідки

2
1

t x
x

t
x

y
− ′

+ ′′
= ′

.

    

= =

,

,
2

x
dt dy

y x
dt dx

яка проходить через точку 
)3

,2
(0

M
.

 Розв’язання задачі зводиться до знаходж
ення загального розв’язку

заданої системи диференціальних рівнянь. В
иклю

чаю
чи з цього розв’язку

час t , отримуємо рівняння фазових траєкторій, з сукупності яких виділимо
ту, щ

о проходить через точку 
)3

,2
(0

M
.

Загальний розв’язок знайдемо мет
одом виклю

чення. Запиш
емо дру-

ге рівняння системи у вигляді
y

x
′

=
.

П
родиференцію

ємо це рівняння по t
y

x
′′

= ′

та підставимо x
 і x ′ у перш

е рівняння системи. О
тримаємо

y y
y

2)
(

′
= ′′

або
0

)
(

2
=

′
−

′′
y

y
y

,
тобто маємо одне рівняння другого порядку з однією

 невідомою
 функцією

 y
.

П
оділимо ліву та праву частини останнього рівняння на 

2
y

:

0
)

(2

2
=

′
−

′′
y

y
y

y
.

Тоді це рівняння запиш
еться так:

0
= 

 
′y y

dt d
.

Звідси

1
C

y y
= ′

або

dt
C

y dy
1

=
.

Звідки, інтегрую
чи, отримуємо

2
1

ln
ln

C
t

C
y

+
=
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П
ідставляю

чи 
kt

x
=

 та 
2

)1
(

−
−

= ′′
kt

k
k

x
 в рівняння та скорочую

чи
на 

kt
, отримуємо характеристичне рівняння0

2
)1

(
=

−
−

k
k

або
0

2
2

=
−

−
k

k
,

корені якого 
1

,2
2

1
−

=
=

k
k

.
Загальний розв’язок рівняння Ейлераt C

t
C

x
2

2
1

+
=

.

Звідси

2 2
1

2
t C

t
C

x
−

= ′
.

П
ідставляю

чи це в перш
е рівняння, маємо

2 2
1

2
t C

t
C

y
−

=
.

О
тж
е, загальний розв’язок заданої системи

t C
t

C
x

2
2

1
+

=
,    

2 2
1

2
t C

t
C

y
−

=
.

В
раховую

чи початкові умови, знаходимо сталі 
2

1 ,C
C

:

  
−

=
−

−
=

−
=

−
=

−
.2

2
)1

(
,1

)1
(

2
1

2
1

C
C

y
C

C
x

Звідси 
0

,1
2

1
=

=
C

C
.

О
тж
е, ш

уканий розв’язок такий:   
t

y
t

x
2

, 2
=

=
. 

П
риклад 11. Розв’язати систему диференціальних рівнянь

    

−
+

 
 

+
=

+
−

=

.1
2

1

,1
2

y
x

t
dt dy

t x
dt dx

 М
аємо лінійну неоднорідну сист

ему диф
еренціальних рівнянь із змін-

ними коеф
іцієнт

ами.

П
ідставляємо y

 та y ′ у друге рівняння системи

 
 

+ ′
+

−
=

− ′
+ ′′

t x
x

t
t x

t x
x

t
x

1
2

1
2

2
.

Звідки
0

= ′′
x

.
Інтегрую

чи це рівняння, отримуємо1
C

x
= ′

,

2
1

C
t

C
x

+
=

.

Д
алі, враховую

чи, щ
о 

t x
x

y
+ ′

=
, отримуємоt C

C
t

C
t

C
C

y
2

1
2

1
1

2
+

=
+

+
=

.
Загальний розв’язок системи

2
1

C
t

C
x

+
=

,

0
,

2
2

1
2

1
1

≠
+

=
+

+
=

t
t C

C
t

C
t

C
C

y
. 

П
риклад 10. Знайти розв’язок системи диференціальних

рівнянь

    

= =

,
2 ,2t x

dt dy

y
dt dx

який задовольняє початкові умови
2

)1
(

,1
)1

(
−

=
−

=
−

y
x

.
 М
аємо лінійну однорідну сист

ему диф
еренціальних рівнянь із змін-

ними коеф
іцієнт

ами. Розв’язуємо її мет
одом виклю

чення.

x
t

dt dy
dt x
d

2
2 2

2
=

=

або

0
2

2 2
2

=
−

x
dt x
d

t
.

О
тримали однорідне рівняння Ейлера, розв’язок якого ш

укаємо у виг-
ляді  

kt
x

=
.
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 Задана система є лінійною
 однорідною

 сист
емою

 зі ст
алими кое-

ф
іцієнт

ами, де невідомими є функції 
)

(
),

(
t

y
y

t
x

x
=

=
. С

истема відпові-
дає випадку, коли корені характ

ерист
ичного рівняння дійсні т

а різні (див.
розв’язання). Розв’язання системи виконаємо двома способами.

С
посіб 1. М

етод виклю
чення (зведення до однорідного диференціа-

льного рівняння другого порядку).
Запиш

емо задану систему у вигляді

  
+

= ′
+

= ′
.

3
4

,
2

y
x

y
y

x
x

З перш
ого рівняння системи знаходимо y

:

x
x

y
2 1

2 1
− ′

=
.

Звідси

x
x

y
′

− ′′
= ′

2 1
2 1

.

П
ідставимо y

 та y ′ у друге рівняння системи:

 
 

− ′
+

= ′
− ′′

x
x

x
x

x
2 1

2 1
3

4
2 1

2 1
.

П
ісля перетворень отримуємо

0
5

4
=

− ′
− ′′

x
x

x
.

Ц
е лінійне однорідне диф

еренціальне рівняння другого порядку зі ст
а-

лими коеф
іцієнт

ами, розв’язання якого виконується відомим методом.
Записуємо характеристичне рівняння0

5
4

2
=

−
−

k
k

.

Корені його 
1

,5
2

1
−

=
=

k
k

 – дійсні т
а різні.

О
тж
е, загальний розв’язок отриманого рівняння є

t
t

e
C

e
C

t
x

−
+

=
2

5
1

)
(

.

Д
алі знаходимо x ′:

t
t

e
C

e
C

x
−

−
= ′

2
5

1
5

.

П
ідставимо x

 та x ′ у вираз для визначення функції y
:

(
)

(
)

t
t

t
t

t
t

e
C

e
C

e
C

e
C

e
C

e
C

y
−

−
−

−
=

+
−

−
=

2
5

1
2

5
1

2
5

1
2

2 1
5

2 1
.

О
тж
е, загальний розв’язок заданої системи такий:

t
t

e
C

e
C

t
x

−
+

=
2

5
1

)
(

,

  
t

t
e

C
e

C
t

y
−

−
=

2
5

1
2

)
(

.

П
ерш

е рівняння системи розв’язуємо незалеж
но від другого. Запи-

ш
емо його у вигляді

0
1

2
=

−
+ ′

x
t

x
.

Ц
е лінійне диференціальне рівняння перш

ого порядку відносно x
 та

x ′, розв’язання якого мож
на виконати методом Бернуллі, використовую

чи
підстановку

)
(

)
(

t
v

t
u

x
⋅

=
.

П
ісля розв’язання отримаємо

2 1

3
)

(
t C

t
t

x
+

=

(перевірте!)
П
ідставляю

чи 
)

(t
x

 у друге рівняння системи, отримуємо

3 1
2

3
3 1

2 1
−

+
+

=
− ′

t C
t C

t
y

y
.

Ц
е теж

 лінійне диференціальне рівняння перш
ого порядку відносно

y
 та y ′. Розв’язавш

и це рівняння, отримуємо2 1
2

3
t C

t
e

C
y

t
−

−
=

(перевірте!)
О
тж
е, загальний розв’язок системи

    

≠
−

+
−

=

+
=

.0
,3

)
(

,3
)

(

2
2 1

2 1

t
t

e
C

t C
t

y

t
t C

t
x

t
 

Л
інійні однорідні систем

и диф
еренціальних

рівнянь зі сталим
и коеф

іцієнтам
и

П
риклад 12. Розв’язати задану систему диференціальних

рівнянь

    

+
=

+
=

y
x

dt dy

y
x

dt dx

3
4

,
2

двома способами: 1) методом виклю
чення; 2) методом Ейлера.
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О
тж
е, загальний розв’язок заданої системи має вигляд

=
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. 

П
риклад 13. Знайти загальний розв’язок системи дифе-

ренціальних рівнянь

    

+
−

=

+
=

2
1

2

2
1

1

3
2

,

x
x

dt
dx

x
x

dt dx

двома способами: 1) методом виклю
чення; 2) методом Ейлера.

 Задана система є лінійною
 однорідною

 сист
емою

 зі ст
алими кое-

ф
іцієнт

ами, де невідомими є функції 
)

(
),

(
2

2
1

1
t

x
x

t
x

x
=

=
. С

истема відпо-
відає випадку, коли корені характ

ерист
ичного рівняння комплексно-спря-

ж
ені (див. розв’язання). Розв’язання системи виконаємо двома способами.

С
посіб 1. М

етод виклю
чення (зведення до однорідного диференціа-

льного рівняння другого порядку).
Запиш

емо задану систему у вигляді
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−
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З перш
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0
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.
Ц
е лінійне однорідне диф

еренціальне рівняння другого порядку зі ст
а-

лими коеф
іцієнт

ами, розв’язання якого виконується відомим методом.

С
посіб 2. М

етод Ейлера (за допомогою
 характеристичного рівняння).

Д
ля заданої системи
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матриця якої 
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риклад 14. Знайти загальний розв’язок системи дифе-

ренціальних рівнянь

    

+
=

−
=

2
1

2

2
1

1

6
4

,
2

x
x

dt
dx

x
x

dt
dx

двома способами: 1) методом виклю
чення; 2) методом Ейлера.

 Задана система є лінійною
 однорідною

 сист
емою

 зі ст
алими кое-

ф
іцієнт

ами, де невідомими є функції 
)

(
),

(
2

2
1

1
t

x
x

t
x

x
=

=
. С

истема відпо-
відає випадку, коли корені характ

ерист
ичного рівняння дійсні, крат

ні (див.
розв’язання). Розв’язання системи виконаємо двома способами.

Записуємо характеристичне рівняння0
5

4
2

=
+

−
k

k
.

Корені його 
i

k
±

=
2

2,
1

 – комплексно-спряж
ені.

О
тж
е, загальний розв’язок отриманого рівняння є

)
sin

cos
(

)
(

2
1

2
1

t
C

t
C

e
t

x
t

+
=

.

Д
алі знаходимо 

1 x ′:

=
+

−
+

+
= ′

)
cos

sin
(

)
sin

cos
(

2
2

1
2

2
1

2
1

t
C

t
C

e
t

C
t

C
e

x
t

t

])
cos

sin
2(

)
sin

cos
2(

[
2

1
2

t
t

C
t

t
C

e
t

+
+

−
=

.
П
ідставимо 

1 x  та 
1 x ′ у вираз для визначення функції 

2
x

:

−
+

+
−

=
− ′

=
])

cos
sin

2(
)

sin
cos

2(
[

2
1

2
1

1
2

t
t

C
t

t
C

e
x

x
x

t

])
cos

(sin
)

sin
(cos

[
)

sin
cos

(
2

1
2

2
1

2
t

t
C

t
t

C
e

t
C

t
C

e
t

t
+

+
−

=
+

−
.

О
тж
е, загальний розв’язок заданої системи такий:

                
)

sin
cos

(
)

(
2

1
2

1
t

C
t

C
e

t
x

t
+

=
,

])
cos

(sin
)

sin
(cos

[
)

(
2

1
2

2
t

t
C

t
t

C
e

t
x

t
+

+
−

=
.

С
посіб 2. М

етод Ейлера (за допомогою
 характеристичного рівняння).

Д
ля заданої системи

    

+
−

=

+
=

2
1

2

2
1

1

3
2

,

x
x

dt
dx

x
x

dt
dx

матриця якої 
 

 −
=

3
2

1
1

A
, складаємо характеристичне рівняння:

0
2

)
3(

)
1(

3
2

1
1

(
det

=
+

λ
−

λ
−

=
λ

−
−

λ
−

=
λ

−
E)

A

або
0

5
4

2
=

+
λ

−
λ

,
яке має корені 

i
±

=
λ

2
2,

1
 – комплексно-спряж

ені.

Д
ля знаходж

ення власного вектора, який відповідає кореню
 

i
+

=
λ

2
,

отримуємо систему, у якій два рівняння еквівалентні (перевірте!)

  
+

= =
⇒

+
=

⇒
  

=
−

+
−

=
+

−
−

.
)

1( ,
)

1(
0

)
1(

2
,0

)
1

(

2 1
1

2
2

1

2
1

C
i

x
C

x
x

i
x

x
i

x
x

x
i

§3. С
истеми диференціальних рівнянь



149
148

Глава 1. Д
иференціальні рівняння
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2) методом варіації довільних сталих;
3) методом підбору вигляду частинного розв’язку за ви-

глядом правої частини.
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е, загальний розв’язок заданої неоднорідної системи

    

    

− −
−

+
 

 −
+

 
 

=
+

=

49 2
7 5

49 2
7 2

5 1
1 1

)
(

~
)

(
)

(
2

7
1

0

t t
e

C
e

C
t

t
t

t
t

X
X

X

або

§3. С
истеми диференціальних рівнянь



161
160

Глава 1. Д
иференціальні рівняння

П
риклад 18. Знайти частинний розв’язок системи
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ого рівняння системи функцією

 
)

(1 t
f

 є многочлен друго-
го степеня: 

2
1

)
(

t
t

f
=

;

б) для другого рівняння системи 
t

e
t

f
=)

(2
.

Х
арактеристичне рівняння

0
1

1
(

det
=

λ
− −

λ
−

=
λ

−
E)

A

має корені 
i

±
=

λ
2,

1
.

Частинний розв’язок заданої системи відш
укуємо у вигляді, аналогіч-

ному функціям 
)

(
)

(
2

1
t

f
t

f
i

, тобто у вигляді суми многочлена другого сте-
пеня 

i
i

i
C

t
B

t
A

+
+

2
 і функції вигляду 

t
i e

D
, де 

2,
1

,
,

,
,

=i
D

C
B

A
i

i
i

i
 – ста-

лі, бо число 
1

=
α

 не є коренем характеристичного рівняння. О
тж
е,

t
e

D
C

t
B

t
A

x
1

1
1

2
1

1
+

+
+

=
,

   
t

e
D

C
t

B
t

A
x

2
2

2
2

2
2

+
+

+
=

.
П
ідставивш
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Л
інійні систем

и диф
еренціальних рівнянь

із зм
інним

и коеф
іцієнтам

и
У

 задачах 1.336 – 1.339 розв’язати задані лінійні системи
диференціальних рівнянь.
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У
 задачах 1.340 – 1.354 розв’язати задані лінійні однорід-

ні системи диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами,
використовую

чи: а) метод виклю
чення, б) метод Ейлера. Там,

де задані початкові умови, крім загального розв’язку, знайти від-
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ГЛ
АВА 2. РЯ

Д
И

§1. Ч
ислові ряди

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття. Н

ехай задано числову послідовність {
}n

u
.

В
ираз вигляду

∑ ∞=
=

+
+

+
+

1
2

1
k

k
n

u
u

u
u

…
…

(2.1)

називається числовим рядом, числа 
k

u
 – членами цього ряду, 

n
u

 – загаль-
ний член ряду.

Сума n
 перш

их членів ряду називається n
-ю

 част
инною

 сумою
 ряду

і позначається 
n

S
.

О
тж
е,

∑=
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n
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S
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.

Я
кщ

о існує скінченна границя S
 послідовності {

}n
S

, то каж
уть, щ

о
ряд збігаєт

ься або ряд збіж
ний, і його сума дорівню

є S
, тобто

S
S

n
n

=
∞

→ lim
.

У
 цьому випадку пиш
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У
 випадку, коли 

n
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S
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+
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Я
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∞
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В
еличину 
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-м залиш
ком ряду (2.1). Часто важ
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n

n
S

S
r

−
=

. О
цінка 

n r
 показує з якою

 точністю
частинна сума 

n
S

 наближ
ує суму S

 ряду (2.1).
Н
еобхідна умова збіж

ност
і ряду:

якщ
о ряд ∑ ∞=1

n
n

u
 збігається, то

0
lim

=
∞

→
n

n
u

.
(2.2)

Дост
ат
ня умова розбіж

ност
і ряду:

якщ
о

0
lim

≠
∞

→
n

n
u

,
(2.3)

то ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 розбігається.

К
рит

ерій Кош
і збіж

ност
і ряду:

для того, щ
об ряд ∑ ∞=1

n
n

u
 збігався, необхідно та достатньо, щ

об для

0
>

ε
∀

 існував такий номер N
, щ

о для всіх 
N

n
>

 і будь-якого натурально-
го числа p

, виконувалась умова

ε
<

∑ +

+
=

p
n

n
k

k
u1

.

Розглянемо найбільш
 важ

ливі числові ряди.
Н
а основі геометричної прогресії, тобто послідовності {

}n
u

, де
1−

=
n

n
aq

u
, створимо ряд

∑ ∞=

−
−

=
+

+
+

+
+

1

1
1

2

n

n
n

aq
aq

aq
aq

a
…

…
.

(2.4)

Ц
ей ряд для стислості називатим

ем
о також

 геомет
ричною

 прогре-
сією

. В
икористовую

ть також
 назву геомет

ричний ряд.
Я
кщ

о 
1

<
q

, ряд (2.4) збігається, то його сума S
 обчислю

ється за
формулою

:

∑ ∞=

−

−
=

=
1

1

1
n

n

q a
aq

S
.

Д
ля 

1
≥

q
 ряд (2.4) розбігається.

Гармонічний ряд. Ряд вигляду

∑ ∞=
=

+
+

+
+

+
1 1

1
3 1

2 1
1

n
n

n
…

…
(2.5)

називається гармонічним. Ц
ей ряд розбіж

ний.
Ряд вигляду

R
∈

∑ ∞=
p

n
n

p
,

1

1
(2.6)

називається узагальненим гармонічним. В
ін збіж

ний при 
1

>
p

.
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О
сновні власт

ивост
і збіж

них рядів

.
1 0

 Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
k

k
u

 збіж
ний і має суму S

, то збіж
ним є ряд ∑ ∞=1

k
k

u
C

,

де C
 – константа і 

C
S

u
C

k
k

=
∑ ∞=1

.

.
2

0
 Я
кщ

о ряди ∑ ∞=1
k

k
u

 та ∑ ∞=1
k

k
v

 збіж
ні і маю

ть суми 
1

S
 та 

2
S

 відповід-

но, то збігається ряд ∑ ∞=
+

1
)

(
k

k
k

v
u

 і має суму 
2

1
S

S
+

.

.
3

0
 С
получна властивість збіж

ного ряду. У
 збіж

ному ряді мож
на до-

вільно групувати члени, тобто якщ
о ряд ∑ ∞=1

k
k

u
 є збіж

ним, то збіж
ним є ряд

+
+

+
+

)
(

1
2

1
k

u
u

u
…

+
+

+
+

+
+

)
(

2
1

1
2

1
k

k
k

u
u

u
…

+
+

+
+

)
(

3
2

1
k

k
u

u
…

+
+

+
+

+
)

(
4

3
1

k
k

u
u

…
…

…
…

+
+

+
+

+
−

)
(

1
1

n
n

k
k

u
u

,
утворений довільним об’єднанням його членів із збереж

енням порядку їх
прямування. Сума ряду при цьому не зміню

ється.

.
4

0
 Н
а збіж

ність ряду не впливає відкидання або приєднання скін-
ченної кількості членів ряду.

Н
аслідок. Ряд ∑ ∞=1

k
k

u
 збіж

ний (розбіж
ний) тоді і тільки тоді, коли збіж

-

ний (розбіж
ний) довільний його залиш

ок.

Знакододатні ряди. О
знаки збіж

ності. Ряд вигляду

0
,

1
>

∑ ∞=
n

n
n

u
u

називається знакододат
ним рядом.

Теорема 1 (перш
а ознака порівняння). Н

ехай задано два ряди

0
,

1
>

∑ ∞=
n

n
n

u
u

(2.7)

0
,

1
>

∑ ∞=
n

n
n

v
v

(2.8)

такі, щ
о

n
v

u
n

n
∀

≤
,

.
Тоді, якщ

о
1) ряд (2.8) збіж

ний, то ряд (2.7) збіж
ний,

2) ряд (2.7) розбіж
ний, то ряд (2.8) розбіж

ний.

О
знака залиш

ається в силі, якщ
о нерівність 

n
n

v
u

≤
 виконується не

для всіх n
, а починаю

чи з деякого номера 
k

n
=

.
Теорема 2 (гранична ознака порівняння). Н

ехай для рядів

0
,

1
>

∑ ∞=
n

n
n

u
u

, 
0

,
1

>
∑ ∞=

n
n

n
v

v

існує скінченна границя

0
lim

≠
=

∞
→

l
v u

n n
n

,

(це означає, щ
о 

∞
→

n
lv

u
n

n
,

~
, зокрема, 

n
n

v
u

~
, коли 

1
=l

). Тоді обидва
ряди збіж

ні або обидва ряди розбіж
ні.

Теорема 3 (ознака Даламбера). Н
ехай для ряду

0
,

1
>

∑ ∞=
n

n
n

u
u

існує скінченна границя

l
u u

n n
n

=
+

∞
→

1
lim

.

Тоді, якщ
о

1) 
1

<l
, ряд збіж

ний,
2) 

1
>l

, ряд розбіж
ний.

П
ри 

1
=l

 потрібне додаткове дослідж
ення, бо ознака не дає відповіді

на питання ряд збіж
ний чи розбіж

ний.
Теорема 4 (радикальна ознака Кош

і). Н
ехай для ряду

0
,

1
>

∑ ∞=
n

n
n

u
u

існує скінченна границя

l
u n

n
n

=
∞

→ lim
.

Тоді, якщ
о

1) 
1

<l
, ряд збіж

ний,
2) 

1
>l

, ряд розбіж
ний.

П
ри 

1
=l

 потрібне додаткове дослідж
ення.

Теорема 5 (інт
егральна ознака Кош

і). Н
ехай для ряду

0
,

1
>

∑ ∞=
n

n
n

u
u

виконується умова
≥

1
u

≥
2

u
…

≥
3

u
і існує незростаю

ча функція 
)

(x
f

 така, щ
оn

u
n

f
n

∀
=

,
)

(
.
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Тоді невласний інтеграл ∫ ∞
+1

)
(

dx
x

f
 збіж

ний (розбіж
ний) одночасно з

заданим рядом ∑ ∞=1
n

n
u

.

Інтегральна ознака Кош
і застосовується, зокрема, до рядів вигляду

1

1
(ln

)
n

n
n

∞=
ϕ

∑
.

Зауваж
ення. М

ож
ливо, щ

о умови теореми виконую
ться, починаю

чи
з деякого номера 

k
n

=
. У

 цьому випадку порівняння проводиться з невлас-

ним інтегралом ∫ ∞
+k

dx
x

f
)

(
.

Ряд

=
∑ ∞=1

1

n
p

n
…

…
+

+
+

+
+

p
p

p
n 1

3 1
2 1

1
R

∈
p

,
,

щ
о є узагальненим гармонічним (див. також

 (2.6)), збігається за теоремою
 5

при 
1

>
p

, бо збіж
ним є ∫ ∞

+1
p

x dx
 при 

1
>

p
, а розбіж

ним при 
1

≤
p

. Узагаль-

нений гармонічний ряд часто використовую
ть при дослідж

енні збіж
ності

рядів за допомогою
 ознак порівняння (теорема 1, теорема 2).

Знакозм
інні ряди. Числовий ряд, члени якого мож

уть бути як додат-
ними, так і від’ємними, називаю

ть знакозмінним.
Знакопочереж

ним рядом називаю
ть ряд∑ ∞=

+
+

>
−

=
+

−
+

−
+

−
1

1
1

3
2

1
0

,
)1

(
)1

(
n

n
n

n
n

n
u

u
u

u
u

u
…

…
,

(2.9)

в якому знаки членів строго чергую
ться. Знакопочереж

ний ряд є частинним
випадком знакозмінного ряду.

Теорем
а Л

ейбніца. Знакопочереж
ний ряд (2.9) збігається, якщ

о
…

>
>

>
3

2
1

u
u

u

та
0

lim
=

∞
→

n
n

u
.

Знакопочереж
ний ряд (2.9), для якого виконую

ться умови теореми
Л
ейбніца, називаю

ть лейбніцевим рядом.

Н
айпростіш

ими прикладами лейбніцевих рядів є ряди:

                                  
=

−
∑ ∞=

−

1

1
)1

(

n

n

n
…

…
+

−
+

−
+

−
−

n
n

1
)1

(
3 1

2 1
1

1
(2.10)

                                  
=

−
−

∑ ∞=

−

1

11
2

)1
(

n

n

n
…

…
+

−
−

+
−

+
−

−

1
2

1
)1

(
5 1

3 1
1

1

n
n

(2.11)

А
бсолю

тно та умовно збіж
ні ряди. Розглянемо довільний знакозмін-

ний ряд

∑ ∞=1
n

n
u

.
(2.12)

У
творимо ряд з абсолю

тних величин членів цього ряду

∑ ∞=1
n

n
u

.
(2.13)

Ряд (2.13) знакододатний.

Теорема. Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 збіж
ний, то збіж

ний і ряд ∑ ∞=1
n

n
u

.

У
 випадку, коли ряд ∑ ∞=1

n
n

u
 (2.13) збіж

ний, ряд (2.12) ∑ ∞=1
n

n
u

 назива-

ю
ть абсолю

т
но збіж

ним. Кож
ний абсолю

тно збіж
ний ряд є одночасно і збіж

-
ним. П

роте не кож
ний збіж

ний знакозмінний ряд є абсолю
тно збіж

ним.

Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 збіж
ний, а ряд ∑ ∞=1

n
n

u
 розбіж

ний, то ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 нази-

ваю
ть умовно збіж

ним. Умовно збіж
ними є ряди Л

ейбніца ∑ ∞=

−
−

1

1
)1

(

n

n

n
(2.10)

і  ∑ ∞=

−

−
−

1

11
2

)1
(

n

n

n
(2.11).

Н
аслідок. А

бсолю
тна похибка від заміни суми S

 ряду лейбніцевого
типу будь-якою

 частинною
 сумою

 
n

S
 не перевищ

ує модуля перш
ого з від-

кинутих членів ряду, тобто

1+
≤

−
n

n
u

S
S

,   
1+

≤
n

n
u

r
.

Ц
им користую

ться при наближ
ених обчисленнях.

Власт
ивост

і абсолю
т
но т

а умовно збіж
них рядів

.
1 0

 Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 є абсолю
тно збіж

ним, то абсолю
тно збіж

ним є і

ряд ∑ ∞=1
n

n
u

C
, де 

const
=

C
. §1. Числові ряди
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.
2

0
 Я
кщ

о ряди ∑ ∞=1
n

n
u

 та ∑ ∞=1
n

n
v

 абсолю
тно збіж

ні, то абсолю
тно збіж

-

ними є ряди ∑ ∞=
±

1
)

(
n

n
n

v
u

.

0
3

(С
получна властивість абсолю

тно збіж
ного ряду). У

 абсолю
тно

збіж
ному ряді мож

на довільно групувати члени, зберігаю
чи порядок їх пря-

мування, при цьому сума ряду не зміню
ється.

.
4

0
 Н
а абсолю

тну збіж
ність ряду не впливає відкидання або приєд-

нання скінченної кількості членів.
0

5
(П
ереставна властивість). Я

кщ
о ряд абсолю

тно збіж
ний, то будь-

який ряд, утворений за допомогою
 перестановки його членів, також

 абсо-
лю

тно збіж
ний і має ту саму суму, щ

о і заданий ряд.
Теорема Рімана. Я

кщ
о ряд умовно збіж

ний, то яке б не було наперед
задане число p

, мож
на так переставити члени цього ряду, щ

о утворений
ряд матиме сумою

 саме те число p
.

Ч
ислові ряди з ком

плексним
и членам

и. Н
ехай маємо послідовність

комплексних чисел 
}

{
n z

,
n

n
n

yi
x

z
+

=
. Комплексне число 

bi
a

c
+

=
 назива-

ю
ть скінченною

 границею
 послідовност

і 
}

{
n z

, якщ
о для довільного 

0
>

ε
 іс-

нує номер 
)

(ε
N

 такий, щ
о для всіх 

)
( ε

>
N

n
 має місце нерівність:

ε
<

−
c

zn
.

Коротко це записується так:
c

zn
n

=
∞

→ lim
.

Я
кщ

о границя скінченна, послідовність називаю
ть збіж

ною
, в інш

о-
му разі – вона розбіж

на.
Теорема. Д

ля того, щ
об послідовність 

}
{

n z
 мала скінченну границю

bi
a

c
+

=
, необхідно і достатньо, щ

об послідовності 
}

{
n

x
 та 

}
{

n
y

 мали
скінченні границі, які дорівню

ю
ть відповідно a

 і b
.

В
ираз вигляду

∑ ∞=
=

+
+

+
+

1
2

1
n

n
n

z
z

z
z

…
…

(2.14)

називається числовим рядом з комплексними членами,
n

n
n

yi
x

z
+

=
 – члени ряду,

n
S

 – частинна сума ряду, 
∑=

=
nk

k
n

z
S

1
.

Я
кщ

о існує скінченна границя
S

S
n

n
=

∞
→ lim

,

то ряд (2.14) збіж
ний, у противному випадку – розбіж

ний.

Теорема. Д
ля того, щ

об ряд (2.14) був збіж
ним до числа 

iY
X

S
+

=
,

необхідно і достатньо, щ
об ряди ∑ ∞=1

n
n

x
та∑ ∞=1

n
n

y
 були збіж

ними до X
 та Y

.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення числового ряду, члена ряду, частинної

суми і суми ряду. В
изначте збіж

ність ряду.
2. Д

айте означення n
-го залиш

ку ряду.
3. С

формулю
йте необхідну умову збіж

ності ряду.
4. С

формулю
йте достатню

 умову розбіж
ності ряду

5. Д
айте означення геометричного ряду.

6. Я
кий ряд називаю

ть гармонічним, узагальненим гармо-
нічним?

7. С
формулю

йте властивості збіж
них рядів.

8. Д
айте означення знакододатного ряду.

9. С
формулю

йте перш
у ознаку порівняння збіж

ності ряду.
Н
аведіть приклади.

10. С
ф
ормулю

йте граничну ознаку порівняння, наведіть
приклади.

11. С
формулю

йте ознаку Д
аламбера збіж

ності ряду.
12. С

формулю
йте радикальну ознаку Кош

і збіж
ності ряду.

13. С
формулю

йте інтегральну ознаку Кош
і збіж

ності ряду.
14. Д

айте означення знакозмінного та знакопочереж
ного

рядів.15. С
формулю

йте теорему Л
ейбніца: достатню

 умову збіж
-

ності знакопочереж
них рядів.

16. Д
айте означення абсолю

тної та умовної збіж
ності зна-

козмінних рядів.
17. Н

аведіть приклади умовно збіж
них рядів.

18. Д
айте означення ряду з комплексними членами, наве-

діть ознаку його збіж
ності.
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ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Знайти частинну суму 

n
S

 ряду, довести його
збіж

ність, користую
чись безпосередньо означенням збіж

ності
ряду, знайти суму S

 ряду:

+
⋅ 3

1 1
+

+
⋅

…
5

3 1
=

+
+

−
…

)1
2(

)1
2(

1
n

n
∑ ∞=

+
−

1
)1

2(
)1

2(
1

n
n

n
.

 n
-й член ряду 

)1
2(

)1
2(

1
+

−
=

n
n

u
n

 є правильним раціональним

дробом відносно n
. Розкладемо 

n
u

 на суму найпростіш
их дробів:

=
+

−
)1

2(
)1

2(
1

n
n

+
−1

2n A
1

2
+

n B
.

Звідси, використовую
чи метод невизначених коефіцієнтів, або метод

задання частинних значень, отримуємо 
2 1

−
=

B
, 

2 1
=

A
.

О
тж
е,

 
 

+
−

−
=

1
2

1
1

2
1

2 1
n

n
u

n
.

Тому

+
⋅

=
3

1 1
n

S
+

+
⋅

…
5

3 1
=

+
−

)1
2(

)1
2(

1
n

n

 
+ 

 
−

=
3 1

1
2 1

+
+ 

 
−

…
5 1

3 1
=  

 
+

−
−

1
2

1
1

2
1

n
n

 
 

+
−

1
2

1
1

2 1
n

.

=
∞

→
n

n
S

lim
2 1

1
2

1
1

2 1
lim

= 
 

+
−

∞
→

n
n

.

О
тж
е, 

n
n

S∞
→

∃
lim

, ряд збігається, а сума ряду 
2 1

lim
=

=
∞

→
n

n
S

S
. 

П
риклад 2. Знайти частинну суму 

n
S

 заданого ряду, довес-
ти його збіж

ність, знайти суму S
 ряду:

+
2 1

arctg
…

+
8 1

arctg
…

+
2

2 1n
arctg

 .

 Знайдемо частинні суми ряду 
1

S
, 

2
S

, 
3

S
, щ

об, помітивш
и законо-

мірність результатів, застосувати метод математичної індукції для отриман-
ня виразу для 

n
S

.

1
S

2 1
arctg

=
;

2
S

+
=

2 1
arctg

8 1
arctg

 
+

=
2 1

arctg
tg

 
arctg

=
 

8 1
arctg

=
⋅

−

+
=

8 1
2 1

1

8 1
2 1

arctg
3 2

arctg
;

3
S

+
=

2
S

=
18 1

arctg
+

3 2
arctg

18 1
arctg

=
⋅

−

+
=

18 1
3 2

1

18 1
3 2

arctg
4 3

arctg
.

Звернемося до методу математичної індукції.

Н
ехай 

1
+

=
n n

S
n

arctg
.

=
+

+
=

+
2

1
)1

(2
1n

S
S

n
n

arctg
1

+
n n

arctg
=

+
+

2)1
(2

1n
arctg

=

+
−

+
+

+
=

3

2

)1
(2

1

)1
(2

1
1

n n n
n n

arctg
=

−
+

+
+

+
n

n
n

n
n

3

2

)1
(2

)1
()

1
2

2(
arctg

=
+

+
+

+
+

+
=

)2
()

1
2

2(
)1

()
1

2
2(

2 2

n
n

n
n

n
n

arctg
2 1

+ +
n n

arctg
.

Д
оведено, щ

о, за умови, щ
о 

1
+

=
n n

S
n

arctg
, 

2 1
1

+ +
=

+
n n

S
n

arctg
. За

принципом математичної індукції маємо1
+

=
n n

S
n

arctg
   

N
∈

∀
n

.

Д
алі знаходимо

4
1

1
lim

lim
π

=
=

+
=

=
∞

→
∞

→
arctg

arctg
n n

S
S

n
n

n
.

О
тж
е, ряд збігається і його сума 

4 π
=

S
. 
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П
риклад 3. Д

ослідити на збіж
ність заданий ряд, викорис-

товую
чи достатню

 ознаку розбіж
ності:

∑ ∞=
+

1
1

10
n

n n
.

 О
скільки

0
10 1

1
10

lim
≠

=
+

∞
→

n n
n

,

то виконується достатня ум
ова розбіж

ності 
)0

lim
(

≠
∞

→
n

n
u

, тобто ряд

∑ ∞=
+

1
1

10
n

n n
 розбігається. 

П
риклад 4. Д

ослідити на збіж
ність задані ряди, викорис-

товую
чи ознаки порівняння:

а) ∑ ∞=
+

+
1

2
10

8 1
n

n
n

;
б) ∑ ∞=

⋅
1

3 1
n

n
n

;
    в) ∑ ∞=2 ln 1

n
n

;

г) ∑ ∞=
+ +

1
4

)1
(6

5
n

n n
;

д) ∑ ∞=
+

1
1

3
1

n
n

;
    е) ∑ ∞=

+
1

4)1
2(

1
n

n
.

 а) ∑ ∞=
+

+
1

2
10

8 1

n
n

n
.

П
орівняємо цей ряд з рядом ∑ ∞=1

2 1

n
n

, який є узагальненим гармоніч-

ним рядом ∑ ∞=1

1

n
p

n
 при 

1
2

>
=

p
 і є збіж

ним. В
рахуємо, щ

о

2
2

1
10

8 1
n

n
n

<
+

+
.

Тоді згідно з перш
ою

 ознакою
 порівняння маємо, щ

о заданий ряд збі-
гається.Тут мож

на було застосувати і граничну ознаку порівняння, скористав-
ш
ись тим, щ

о при 
∞

→
n

2
2

1
~

10
8 1

n
n

n
+

+
.

б) ∑ ∞=
⋅

1
3 1

n
n

n
.

П
орівняємо цей ряд з геометричним рядом ∑ ∞=1 3 1

n
n

, який є збіж
ним,

бо 
1

3 1
>

=
q

. В
рахуємо, щ

о

n
n

n
3 1

3 1
≤

⋅
.

Тоді згідно з перш
ою

 ознакою
 порівняння, заданий ряд також

 збіж
ний.

в) ∑ ∞=2 ln 1

n
n

.

П
орівняємо цей ряд з гармонічним рядом ∑ ∞=1 1

n
n

, який є розбіж
ним.

В
рахуємо, щ

о 
n

n
<

ln
, звідки

n
n

1
ln 1

>
.

О
тж
е, за перш

ою
 ознакою

 порівняння, заданий ряд також
 є розбіж

ним.

г) ∑ ∞=
+ +

1
4

)1
(6

5

n
n n

.

П
орівняємо цей ряд з рядом ∑ ∞=1

3 1

n
n

, щ
о є збіж

ним, бо є узагальненим

гармонічним рядом ∑ ∞=1

1

n
p

n
 при 

1
3

>
=

p
.

С
користаємось граничною

 ознакою
 порівняння, поклавш

и

)1
(6

5
4

+ +
=

n n
u

n
,  

3 1n
v

n
=

.

Тоді

=
∞

→
n n

n
v u

lim
1

)1
(6

)5
(

lim
4

3⋅
+

⋅
+

∞
→

n
n

n
n

4 4

6
lim

n n
n

∞
→

=
6 1

=
.

О
тж
е, заданий ряд збіж

ний.

д) ∑ ∞=
+

1
1

3
1

n
n

.

П
орівняємо цей ряд з гармонічним рядом ∑ ∞=1 1

n
n

, який є розбіж
ним.

В
рахуємо, щ

о при 
∞

→
n
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n
n

1
3 1

~
1

3
1

⋅
+

.

М
аємо, щ

о заданий ряд розбіж
ний за граничною

 ознакою
 порівняння.

е) ∑ ∞=
+

1
4)1

2(
1

n
n

.

П
орівняємо цей ряд з рядом ∑ ∞=1

4 1

n
n

, який збігається, бо є узагальне-

ним гармонічним рядом ∑ ∞=1

1

n
p

n
 при 

1
4

>
=

p
.

В
рахуємо, щ

о при 
∞

→
n

4
4

4
1

2 1
~

)1
2(

1
n

n
⋅

+
.

М
аємо, щ

о заданий ряд збіж
ний за граничною

 ознакою
 порівняння.

Зауваж
имо, щ

о в розглянутих прикладах виконувалась необхідна озна-
ка збіж

ності, тобто 
0

lim
=

∞
→

n
n

u
. 

П
риклад 5. Д

ослідити на збіж
ність задані ряди, викорис-

товую
чи ознаку Д

аламбера:

а) ∑ ∞=
−

1
1

2

2

3
n

n n
;

б) ∑ ∞=1
!

n

n

n n
.

 а) ∑ ∞=
−

1
1

2

2

3
n

n n
.

М
аємо, щ

о 
0

>
n

u
   

1
2

2

3
−

=
n

n
n

u
,   

1
2

2

1
)1

(2

2

1
3

)1
(

3
)1

(
+

−
+

+
+

=
+

=
n

n
n

n
n

u
.

=
⋅ ⋅

+
=

+

−

∞
→

+
∞

→
2

1
2

1
2

2
1

3
3

)1
(

lim
lim

n
n

u u
n

n

n
n n

n
1

9 1
~

)1
(

2
2

<
=

∞
→

+n
n

n
.

О
тримали, щ

о 
1

9 1
<

=l
, отж

е, за ознакою
 Д
аламбера заданий ряд

збігається.

б) ∑ ∞=1
!

n

n

n n
.

М
аємо, щ

о 
0

>
n

u
   

!n
n

u
n

n
=

, 
!)

1
(

)1
(

1

1
+ +

=
+

+
n n

u
n

n
.

=
⋅

+
⋅

+
=

+

∞
→

+
∞

→
n

n

n
n n

n
n

n
n

n
u u

!)
1

(
!

)1
(

lim
lim

1
1

=
+

∞
→

n

n

n
n n

)1
(

lim
=

 
 

+
∞

→

n

n
n n

1
lim

1
1

1
lim

>
=

 
 

+
=

∞
→

e
n

n

n
.

О
тримали, щ

о 
1

>
=

e
l

, отж
е, за ознакою

 Д
аламбера заданий ряд роз-

бігається. 

П
риклад 6. Д

ослідити на збіж
ність задані ряди, викорис-

товую
чи радикальну ознаку Кош

і:

а) ∑ ∞=1

1
n

n

n
arctg

;
   б) ∑ ∞=

  
  

+ +
1

2 2

7
2

5
3

n

n

n n
.

 а) ∑ ∞=1

1

n

n

n
arctg

.

М
аємо, щ

о 
0

>
n

u
   

n
u

n
n

1
arctg

=
.

=
∞

→
n

n
n

u
lim

1
0

1
lim

<
=

∞
→

n
n

arctg
.

О
тж
е, 

1
0

<
=l

, за радикальною
 ознакою

 Кош
і заданий ряд збігається.

б) ∑ ∞=
  

  
+ +

1
2 2

7
2

5
3

n

n

n n
.

М
аємо, щ

о 
0

>
n

u
   

n

n
n n

u
  

  
+ +

=
7

2
5

3
2 2

.

=
∞

→
n

n
n

u
lim

7
2

5
3

lim
2 2

+ +
∞

→
n n

n
=

∞
→ + +

=
n

n
n

n
n

2
2

2
2

2
~

7
2

3
~

5
3

1
2 3

2 3
lim

2 2
>

=
∞

→
n n

n
.

О
тж
е 

1
2 3

>
=l

, за радикальною
 ознакою

 Кош
і заданий ряд розбіга-

ється. 
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П
риклад 7. Д

ослідити на збіж
ність задані ряди, викорис-

товую
чи інтегральну ознаку Кош

і:

а) ∑ ∞=
+

1
1

3
1

n
n

;
б) ∑ ∞=

+
1

4)1
2(

1
n

n
;

в) ∑ ∞=2
2

ln 1
n

n
n

;
г) 

2
2

3
(

2)ln(2
)

n

n
n

n

∞=
−

∑
.

 а) ∑ ∞=
+

1
1

3
1

n
n

.

П
окладемо 

1
3

1
)

(
+

=
x

x
f

.

Д
ля даного ряду виконую

ться умови інтегральної ознаки Кош
і:

0
>

n
u

, 
1+

≥
n

n
u

u
, 

n
u

n
f

n
∀

=)
(

.
Розглядаємо невласний інтеграл:

∫ ∞
+

=
1

)
(

dx
x

f
∫ ∞

+

=
+

1
1

3x dx
∫ ∞

+

=
+ +

1
1

3
)1

3(
3 1

x x
d

+∞
=

+
∞

+1
)1

3
ln(

3 1
x

,

тобто невласний інтеграл розбіж
ний, отж

е і заданий ряд розбіж
ний за інтег-

ральною
 ознакою

 Кош
і.

б) ∑ ∞=
+

1
4)1

2(
1

n
n

.

П
окладемо 

4)1
2(

1
)

(
+

=
x

x
f

.

Д
ля даного ряду виконую

ться умови інтегральної ознаки Кош
і:

0
>

n
u

, 
1+

≥
n

n
u

u
, 

n
u

n
f

n
∀

=)
(

.
Розглядаємо невласний інтеграл:

∫ ∞
+

=
1

)
(

dx
x

f
∫ ∞

+

=
+

1
4)1

2(x dx
∫ ∞

+

=
+ +

1
4)1

2(
)1

2(
2 1

x x
d

=
− +

⋅
∞

+
−

1

3

3 )1
2(

2 1
x

=
+

⋅
−

=
∞

+1
3)1

2(
1

6 1
x

162 1
27 1

6 1
=

⋅
,

тобто невласний інтеграл збіж
ний, отж

е і заданий ряд збіж
ний за інтеграль-

ною
 ознакою

 Кош
і.

Зауваж
имо, щ

о раніш
е ряди ∑ ∞=

+
1

1
3

1

n
n

 та ∑ ∞=
+

1
4)1

2(
1

n
n

 були досліджені

за допомогою
 ознак порівняння (приклад 4 д),е)).

в) ∑ ∞=2
2

ln 1

n
n

n
.

П
окладемо 

x
x

x
f

2
ln 1

)
(

=
.

Д
ля даного ряду виконую

ться умови інтегральної ознаки Кош
і:

0
>

n
u

, 
1+

≥
n

n
u

u
, 

n
u

n
f

=)
(

 для 
…,

3,
2

=
n

.
Розглядаємо невласний інтеграл:

∫
∫

∞
+

∞
+

=
=

2
2

2
ln

)
(

x
x

dx
dx

x
f

∫ ∞
+

=
2

2
ln lnx x
d

2
ln 1

ln 1
2

=
−

=
∞

+

x
,

тобто невласний інтеграл збіж
ний, отж

е і заданий ряд збіж
ний за інтеграль-

ною
 ознакою

 Кош
і.

г) 
2

2

3
(1)

(
2)ln(2

)
n

n
n

n

∞=
−

∑
.

П
орівняєм

о 
ряд 

(1) 
з 
рядом

 
2

3
(2)

ln
n

n
n

∞= ∑
. 
В
рахуєм

о, 
щ
о

2
3

3ln
(

2)ln(2
)

n
n

n
n

n
−

∼
 при n

→
∞

, бо

2
2

2

2

3
3

ln
(

2)ln(2
)

2
lim

lim
3

(
2)ln(2

)
3

ln
n

n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
→

∞
→

∞

⋅
⋅

−
−

=
=

=
→

∞
−

⋅
∼

ln
ln

ln
lim

lim
lim

1
ln

2
ln

(2
)

ln
2

ln
ln

1
ln

n
n

n

n
n

n
n

n
n

n
→

∞
→

∞
→

∞
=

=
=

=
+




+







.

Ряди (1) та (2) за граничною
 ознакою

 порівняння обидва збігаю
ться

або обидва розбігаю
ться.

Д
ослідж

уємо на збіж
ність ряд (2) за допомогою

 інтегральної ознаки

збіж
ності. П

окладаємо 
3

(
)

ln
f

x
x

x
=

. Ц
я функція неперервна на проміж

ку

[2,
)

+
∞

 і спадає на ньому до нуля. Вона має очевидну первісну 
(

)
3lnln

F
x

x
=

.
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Д
ослідж

уємо на збіж
ність невласний інтеграл 

2

3ln
dx

x
x

+∞∫
:

2
2

2

3
ln

(
)

3
3ln

ln
3

lim
ln

ln
ln

ln
2

ln
ln

x

d
x

dx
x

x
x

x
x

+∞
+∞

+∞

→
∞




=
=

=
−

=
+∞







∫
∫

.

Н
евласний інтеграл розбігається.

Із розбіж
ності невласного інтеграла випливає розбіж

ність ряду (2), а
отж

е і ряду (1).
Зауваж

имо, щ
о істотним при виборі ряду для порівняння було те, щ

об
при використанні інтегральної ознаки збіж

ності функція 
(

)
f

x
 мала очевид-

ну первісну. 

П
риклад 8. Д

овести, щ
о 

0
!)

2(
lim

=
∞

→
n n
n

n
, використовую

чи

ряд, для якого 
!)

2(n n
u

n

n
=

 є загальним членом.

 Згідно з умовою
 розглядаємо ряд ∑ ∞=1

!)
2(

n

nn n
.

Д
оведемо, щ

о цей ряд збіж
ний і скористаємось необхідною

 ознакою
збіж

ності: для збіж
ного ряду 

0
lim

=
∞

→
n

n
u

.

Д
ля доведення збіж

ності ряду використаємо ознаку Д
аламбера.

0
>

n
u

   
!)

2(n n
u

n

n
=

,   
!)

2
2(

)1
(

!
))

1
(2

(
)1

(
1

1

1
+

+
=

+
+

=
+

+

+
n n

n
n

u
n

n

n
.

=
⋅

+
⋅

+
=

+

∞
→

+
∞

→
n

n

n
n n

n
n

n
n

n
u u

!)
2

2(
!)

2(
)1

(
lim

lim
1

1
=

+
+

+
 

 
+

∞
→

)2
2(

)1
2(

)1
(

1

lim
n

n

n
n n

n

n

=
∞

→
+

+

+

=
n

n
n

n

n
n

2
4

~)
2

2(
)1

2(

~)
1

(

=
⋅

∞
→

2
4

lim
n n

e
n

1
0

4 1
lim

<
=

∞
→

n
e

n
.

О
тж
е, за ознакою

 Д
аламбера ряд збігається, і згідно з необхідною

ознакою
 збіж

ності

0
!)

2(
lim

lim
=

=
∞

→
∞

→
n n

u
n

n
n

n
,

щ
о й треба було довести. 

П
риклад 9. Д

ослідити на збіж
ність задані знакозмінні ряди

та встановити характер збіж
ності (абсолю

тна, умовна):

а) ∑ ∞=1
3

cos
n

n
n

;
б) ∑ ∞=

+
−

1

15
)1

(
n

n
n

n
;

в) ∑ ∞=
−

1

1
)1

(
n

n

n
;

г) ∑ ∞=
+ +

−
1

2
3

1
2

)1
(

n

n

n n
.

 а) ∑ ∞=1
3

cos

n
n

n
. Заданий ряд є знакозмінним.

С
кладаємо ряд з абсолю

тних величин членів заданого ряду ∑ ∞=1
3

cos

n
n

n
.

П
орівняємо цей ряд з рядом ∑ ∞=1

3 1

n
n

, щ
о є узагальненим гармонічним

рядом при 
1

3
>

=
p

 і є збіж
ним. В

рахуємо, щ
о

3
3

1
cos

n
n

n
≤

.

О
тж
е, ряд, складений з абсолю

тних величин членів заданого ряду, є
збіж

ним згідно з перш
ою

 ознакою
 порівняння. Звідси випливає, щ

о заданий
ряд є абсолю

тно збіж
ним.

б) ∑ ∞=

+
−

1

15
)1

(
n

n
n

n
. Заданий ряд є знакопочереж

ним.

С
кладаємо ряд з абсолю

тних величин членів заданого ряду ∑ ∞=1
5

n
n n

.

Д
ослідимо його на збіж

ність, використовую
чи ознаку Д

аламбера.

0
>

n
u

   
n

n
n

u
5

=
,   

1
1

5
1+

+
+

=
n

n
n

u
.1

5 1
5

5
)1

(
lim

lim
1

1
<

=
⋅ ⋅

+
=

+
∞

→
+

∞
→

n
n

u u
n

n

n
n n

n
.

О
тж
е, ряд, складений з абсолю

тних величин членів заданого ряду,
збігається. Звідси випливає, щ

о заданий ряд є абсолю
тно збіж

ним.

в) ∑ ∞=
−

1

1
)1

(
n

n

n
. Заданий ряд є знакопочереж

ним.

С
кладаємо ряд з абсолю

тних величин членів заданого ряду ∑ ∞=1

1

n
n

.
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Ц
ей ряд розбігається, бо є узагальненим гармонічним рядом при

1
1

2
p

=
<

.

О
тж
е, ряд, не є абсолю

тно збіж
ним.

Заданий ряд збігається, бо задовольняє умовам теореми Л
ейбніца для

знакопочереж
них рядів:

n
n

1
1

1
<

+
,   

0
1

lim
=

∞
→

n
n

.

О
тж
е, заданий ряд є умовно збіж

ним.

г) ∑ ∞=
+ +

−
1

2
3

1
2

)1
(

n

n

n n
. Заданий ряд є знакопочереж

ним.

С
кладаємо ряд з абсолю

тних величин членів заданого ряду ∑ ∞=
+ +

1
2

3
1

2

n
n n

.

Ц
ей ряд є розбіж

ним, бо не виконується необхідна умова збіж
ності:

=
∞

→
n

n
u

lim
0

3 2
3

~
1

3
2

~
1

2

2
3

1
2

lim
≠

=
∞

→ + +
=

+ +
∞

→
n

n
n

n
n

n n
n

.

О
тж
е, заданий ряд не є абсолю

тно збіж
ним.

В
раховую

чи, щ
о для заданого ряду також

 не виконується необхідна
умова збіж

ності, робимо висновок, щ
о заданий ряд розбіж

ний. 

П
риклад 10. Д

ослідити на збіж
ність ряд з комплексними

членами: ∑ ∞=
+

1
)

3( 1
n

n
i

n
.

 Розглянемо ряд, складений з модулів членів заданого ряду:

n
n

i
n

u
)

3( 1+
=

;  
n

n
i

n
u

+
=

3 1
,

де  
10

3
=

+
i

, тому  
2

10 1
n

n

n

u

⋅

=
.

О
тж
е, 

∑
∑

∞=

∞=
⋅

=
1

2
1

10 1

n
n

n
n

n

u
.

Ряд ∑ ∞=
⋅

1
2

10 1

n
n

n

 збігається за перш
ою

 ознакою
 порівняння, бо

(
) n

n
n

2
1

2
10 1

10 1
<

⋅
,

а ряд 
(

)
∑ ∞=1

2
1

10 1

n
n

 є геометричним рядом при 
1

10 1
2

1
<

=
q

, який збігається.

О
тж
е, заданий ряд ∑ ∞=

+
1

)
3( 1

n
n

i
n

 абсолю
тно збігається. 

П
риклад 11. Д

ослідити на збіж
ність ряд з комплексними

членами:

∑ ∞=

−
1

3
)1

2(
n

n

n
i

n
.

 Розглянемо ряд, складений з модулів членів заданого ряду:

n

n

n
i

n
u

3
)1

2(
−

=
;  

n

n

n
i

n
u

3
1

2
−

=
,

де  
5

1
2

=
−i

, тому  
n n

n
n

u
3 5

2
⋅

=
.

О
тж
е, 

∑
∑

∞=

∞=

⋅
=

1

2

1
3 5

n
n

n

n
n

n
u

.

Звернемося до ознаки Д
аламбера для дослідж

ення останнього ряду
на збіж

ність.

В
рахуємо, щ

о 
1

2 1

1
3

5
)1

(
+

+

+
⋅

+
=

n

n

n
n

u
.

Тоді 
2

1

2 1

1

5
3

3
5

)1
(

lim
lim

n
n

n
n

n
n n

n
n

n
u u

⋅
⋅

⋅
⋅

+
=

+

+

∞
→

+

∞
→

1
3 5
2 1

<
=

.

О
тж
е, збігається ряд, складений з модулів членів заданого ряду.

Звідси випливає, щ
о заданий ряд ∑ ∞=

−

1
3

)1
2(

n
n

n
i

n
 збігається абсолю

тно. 

П
риклад 12. Д

ослідити на збіж
ність ряд з комплексними

членами:

∑ ∞=1
n

nn i
.
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 Розглянемо ряд, складений з модулів членів заданого ряду:

=
∑ ∞=1
n

nn i
∑ ∞=1 1

n
n

.

Ц
ей ряд розбігається, бо є гармонічним. Тому заданий ряд не є абсо-

лю
тно збіж

ним.
Д
ослідимо заданий ряд на збіж

ність.
В
раховую

чи, щ
о 

1
2

−
=

i
, представимо заданий ряд у вигляді:

=
∑ ∞=1
n

nn i
=

−
+

−
−

+
+

−
−

…
8 1

7
6 1

5
4 1

3
2 1

i
i

i
i

= 
 

+
+

+
−

+
−

+
=∑ ∞=0

4
4

1
3

4
2

4
1

1
4

k
k

k i
k

k i

= 
 

+
+

−
+

+
=∑ ∞=0

)4
4(

)2
4(

2
)3

4(
)1

4(
2

k
k

k
k

k
i

∑ ∞=
+

0
)

(
k

k
k

b
c

,

де 
)3

4(
)1

4(
2

+
+

=
k

k
i

c
k

, 
)4

4(
)2

4(
2

+
+

−
=

k
k

b
k

.

∞
→

+
+

=
k

k
k

k
c

k
,

8 1
~

)3
4(

)1
4(

2
2

,

∞
→

+
+

=
k

k
k

k
b

k
,

8 1
~

)3
4(

)1
4(

2
2

.

Ряди ∑ ∞=0
k

k
c

, ∑ ∞=0
k

k
b

 збігаю
ться за граничною

 ознакою
 порівняння

(порівняно з узагальненим гармонічним рядом ∑
2 1k

, 
1

2
>

=
p

, який збіга-

ється). Тому заданий ряд ∑ ∞=1
n

nn i
 збігається.

В
раховую

чи, щ
о ряд, складений з модулів членів заданого ряду, роз-

бігається, робимо висновок, щ
о заданий ряд умовно збіж

ний. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

Збіж
ність числового ряду

У
 задачах 2.1 – 2.4 для заданого ряду треба:

1) знайти частинну суму 
n

S
; 2) довести збіж

ність ряду,
користую

чись безпосередньо означенням збіж
ності; 3) знайти

суму S
 ряду.

2.1. а) ∑ ∞=
+

1
)1

(
1

n
n

n
;

б) ∑ ∞=
+

1
)3

(
1

n
n

n
.

2.2. а) ∑ ∞=
+

−
1

)1
3(

)2
3(

1
n

n
n

;
б) ∑ ∞=

+
−

1
)5

2
)(

1
2(

1
n

n
n

.

2.3. а) ∑ ∞=
+ +

1
2

2
)1

(
1

2
n

n
n

n
;

б) ∑ ∞=
+

−
1

2
2

)1
2(

)1
2(

n
n

n
n

.

2.4. а) ∑ ∞=

+
1

6
2

3
n

n

n
n

;
б) ∑ ∞=

+
1

10
2

5
n

n

n
n

.

У
 задачах 2.5 – 2.10 довести розбіж

ність рядів, використо-
вую

чи достатню
 умову розбіж

ності (lim
0

n
n

u
→

∞
≠

).

2.5. ∑ ∞=
+ +

1
2

4
1

3
n

n n
.

 2.6. ∑ ∞=
+

1
2 2

1
2

n
n n

.

2.7. ∑ ∞=

π
1 cos

n
n

.
 2.8. ∑ ∞=

−
1

)1
(

n

n
.

2.9. 
n

n
n n

∑ ∞=
 

 
+ −

1
1 1

.
        2.10. ∑ ∞=

+
+

1
2

2
2

3
ln

)2
(

n
n

n
n

.

Ряди з додатним
и членам

и

У
 задачах 2.11 – 2.17 дослідити на збіж

ність задані ряди,
використовую

чи ознаки порівняння.

2.11. а) ∑ ∞=
−

1
2

3
1

n
n

;
б) ∑ ∞=

−
1

2)1
2(

1
n

n
.

2.12. а) ∑ ∞=
+

−
1

2
5

4 1
n

n
n

;
б) ∑ ∞=

+
1

2
2

1
n

n
n

.

2.13. а) ∑ ∞=
−

1
3

1
3

n
n n

;
б) ∑ ∞=

+
1

3

24
3

n
n

n
.

2.14. а) ∑ ∞=

π
1

2
sin

n
n

;
б) ∑ ∞=

π
1

4
n

n
tg

.
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2.15. а) ∑ ∞=
−

−
1

1
2

2)
1

2(
1

n
n

n
;

б) ∑ ∞=1 2 3
n

n nn
.

2.16. а) ∑ ∞=2 3
2

ln
n

n n
;

б) ∑ ∞=1
4

5

ln
n

n n
.

2.17. а) ∑ ∞=
−

−
+

1
)1

1
(

1
n

n
n

n
;

      б) ∑ ∞=
+

−
−

+
+

1

2
2

)1
1

(
1

n
n

n
n

n
n

.

У
 задачах 2.18 – 2.25 дослідити на збіж

ність задані ряди,
використовую

чи ознаку Д
аламбера.

2.18. ∑ ∞=
+

1
)!

1
2(

1
n

n
.

2.19. ∑ ∞=1 2
n

n n
.

2.20. ∑ ∞=1

2

3
n

n
n

.
2.21. ∑ ∞=

+
π

1
1

2
n

n
n

tg
.

2.22. ∑ ∞=
−

⋅
⋅

⋅
−

⋅
⋅

⋅
1

)3
4(

5
1

)1
3(

5
2

n
n n

… …
.

2.23. ∑ ∞=

+
1

2
8

)!
1

3(
n

nn
n

.

2.24. ∑ ∞=1
!

n

nn n
.

2.25. ∑ ∞=
⋅

−
⋅

⋅
⋅

1
!

3
)1

2(
3

1
n

n
n n

…
.

У
 задачах 2.26 – 2.33 дослідити на збіж

ність задані ряди,
використовую

чи радикальну ознаку Кош
і.

2.26. ∑ ∞=
+

1
)1

(
ln

1
n

n
n

.
2.27. ∑ ∞=

 
 

+
1

1
2

n

n

n n
.

2.28. ∑ ∞=
 

 
+

1

2
1

1
n

n

n
.

2.29. ∑ ∞=
 

 
+

1

2
1

2 1
n

n

n
n

n
.

2.30. ∑ ∞=
 

 
+

1

2
1

1
3 1

n

n

n
n

.
2.31. ∑ ∞=1

1
arcsin

n

n

n
.

2.32. ∑ ∞=
 

 
+ −

1
1

2
1

3
n

n

n n
.

2.33. ∑ ∞=
  

  
+

+
+

+
1

2 2

1
2

5
1

2
2

n

n

n
n

n
n

.

У
 задачах 2.34 – 2.41 дослідити на збіж

ність задані ряди,
використовую

чи інтегральну ознаку Кош
і.

2.34. ∑ ∞=
+

+
1

2
)1

(
ln

)1
(

1
n

n
n

.
2.35. ∑ ∞=2

ln 1
n

n
n

.

2.36. ∑ ∞=
2

ln 1
n

n
n

.
2.37. ∑ ∞=2

2
ln 1

n
n

n
.

2.38. ∑ ∞=
 

 
+ +

1

2

2
1 1

n
n n

.
2.39. ∑ ∞=

+
1

2
1

n
n

n
.

2.40. ∑ ∞=
+

+
1

2
5

2 1
n

n
n

.
2.41. ∑ ∞=

+
1

4
3)5

4(

1
n

n
.

У
 задачах 2.42 – 2.54 дослідити на збіж

ність задані ряди,
використовую

чи відомі ознаки збіж
ності.

2.42. ∑ ∞=
+

+
1

1
)1

(
1

n
n

n
.

2.43. ∑ ∞=

+
1

1
n

n n
.

2.44. ∑ ∞=1

2!
n

n n
.

2.45. ∑ ∞=

−
1

3
1

2
n

n
n

.

2.46. ∑ ∞=
−

−
1

)1
4

)(
4

5(
1

n
n

n
.

2.47. ∑ ∞=1

!
3

n
n nn n

.

2.48. ∑ ∞=
 

 
+ −

1
3

5
1

2
n

n

n n
.

2.49. ∑ ∞=1

100

2
n

n
n

.

2.50. ∑ ∞=
− +

1
2 2

4
7

1
5

n
n n

.
2.51. ∑ ∞=3

2)
ln

(ln
ln

1
n

n
n

n
.

2.52. ∑ ∞=
3

ln
ln

ln
1

n
n

n
n

.
2.53. ∑ ∞=1

!
n

n
n n

.
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2.54. а)∑ ∞=
 

 
−

1

2
1

1
n

n

n
;   б)∑ ∞=

−

 
 

+
1

2
1

1
n

n

n
;   в)∑ ∞=

−

 
 

−
1

2
1

1
n

n

n
.

У
 задачах 2.55 – 2.58 довести, щ

о 
0

lim
=

∞
→

n
n

u
, використо-

вую
чи ряд ∑ ∞=1

n
n

u
.

2.55. 
!n a

u
n

n
=

.
   2.56. 

)1
(

)!
2(

!
>

=
a

a n
u

n
n

.

2.57. 
2)!

(n n
u

n

n
=

.
   2.58. 

2 )!
(

n

n

n
n n

u
=

.

Знакозм
інні ряди

У
 задачах 2.59 – 2.72 дослідити, які з заданих рядів збіга-

ю
ться абсолю

тно, які збігаю
ться умовно, які розбігаю

ться.

2.59. ∑ ∞=

+

−
−

1

1

1
3

1
)1

(
n

n

n
.

   2.60. ∑ ∞=

+

−
−

1
3

1

)1
2(

1
)1

(
n

n

n
.

2.61. ∑ ∞=

+
+

−
1

1
1

)1
(

n

n

n n
.

   2.62. ∑ ∞=
−

−
1

2
5

)1
(

n

n

n n
.

2.63. ∑ ∞=
−

1

1
)1

(
n

n

n
.

   2.64. ∑ ∞=
−

1

1
)1

(
n

n

n
n

.

2.65. ∑ ∞=

α
1

2
sin

n
n n

.
   2.66. ∑ ∞=

α
1

)3
(ln sin

n
n

n
.

2.67. ∑ ∞=
−

2

ln
)1

(
n

n

n n
.

   2.68. ∑ ∞=

+

+
−

1

1

)1
ln( 1

)1
(

n

n

n
.

2.69. ∑ ∞=
−

3
3)

ln
(ln

ln
1

)1
(

n

n

n
n

n
. 2.70. ∑ ∞=

−
1

!
2

)1
(

2

n

n
n

n
.

2.71. ∑ ∞=

+
−

1

3
12

)1
(

n
n

n
n

.
   2.72. ∑ ∞=

−
⋅

⋅
⋅

⋅
−

1
)1

2(
5

3
1

!
)1

(
n

n

n
n

…
.

Ряди з ком
плексним

и членам
и

У
 задачах 2.73 – 2.80 дослідити на збіж

ність задані ряди з
комплексними членами.

2.73. ∑ ∞=
−

1
)

(!
n

n

ni
e

n
n

.
2.74. ∑ ∞=

 
 

+
1

4
)

2(
n

n

n
i

n
i

.

2.75. ∑ ∞=1
3 sin

n
n in

.
2.76. ∑ ∞=

+
1

2
)

2(
n

n

nn
i

.

2.77. ∑ ∞=

+
1

2
)

1(
n

n

nn
i

.
2.78. ∑ ∞=

 
 

−
1

2 3
n

n
i

.

2.79. ∑ ∞=
 

 
+

1
3 2

n

n
i

.
2.80. ∑ ∞=

 
 

+
+

1
2

1
5

n
n

n
i

n
.
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І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Ф
ункціональні ряди

О
сновні поняття. Ряд вигляду

∑ ∞=1
)

(
n

n
x

u
,

(2.15)

де 
)

(x
u

n
 – члени ряду є функціями від x

, називається ф
ункціональним.

О
бласт

ю
 збіж

ност
і функціонального ряду (2.15) називається мно-

ж
ина значень аргументу x

, для якого цей ряд збігається. О
бластю

 збіж
ності

функціонального ряду найчастіш
е є який-небудь проміж

ок осі O
x

. П
озна-

чимо область збіж
ності через X

.
Н
а практиці для визначення області збіж

ності функціонального ряду
(2.15) користую

ться ознакою
 Д
аламбера або радикальною

 ознакою
 Кош

і,
тобто, якщ

о

)
(

)
(

)
(

lim
1

x
l

x
u

x
u

n n
n

=
+

∞
→

або
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(

)
(

lim
x

l
x

u
n

n
n

=
∞

→
,

то для визначення області збіж
ності слід розв’язати нерівність 

1
)

(
<

x
l

, а
для визначення області розбіж

ності – нерівність 
1

)
(

>
x

l
. П

ри цьому для
дослідж

ення поведінки ряду в точках, де 
1

)
(

=
x

l
 (в точках меж

і області),
проводиться додаткове дослідж

ення (це пов’язано з тим, щ
о вказані ознаки

збіж
ності при 

1
)

(
=

x
l

 не даю
ть відповіді на питання збіж

ний ряд чи ні).
Сума n

 перш
их членів ряду (2.15) називається n

-ю
 част

инною
 су-

мою
 

)
(x

S
n

 ряду, тобто

∑=
=

nk
k

n
x

u
x

S
1

)
(

)
(

.

Ф
ункція

)
(

lim
)

(
x

S
x

S
n

n
∞

→
=

,

де 
X

x∈
, називається сумою

 ряду.
Ф
ункція

∑ ∞

+
=

=
−

=
1

)
(

)
(

)
(

)
(

n
k

k
n

n
x

u
x

S
x

S
x

r

називається n
- м  залиш

ком ряду.
Ф
ункціональний ряд (2.15) називається рівномірно збіж

ним на про-
між

ку 
]

,
[

b
a

, якщ
о для будь-якого 

0
>

ε
 існує такий номер 

N
∈

N
, щ

о для
всіх 

N
n

>
 і 

]
,

[
b

a
x ∈

∀
 виконується нерівність 

ε
<

)
(x

rn
.

Ф
ункціональний ряд (2.15) називається маж

оровним на проміж
ку

]
,

[
b

a
, якщ

о існує збіж
ний числовий ряд з додатними членами

∑ ∞=
α1

n
n

,
(2.16)

такий, щ
о

n
n

x
u

α
<

)
(

(2.17)
на цьому проміж

ку.
Збіж

ний числовий ряд з додатними членами (2.16) називається маж
о-

рант
ним на проміж

ку 
]

,
[

b
a

 по віднош
енню

 до функціонального ряду (2.15).
Теорема 1 (ознака Вейєрш

т
расса). Я

кщ
о функціональний ряд (2.15)

маж
оровний на проміж

ку 
]

,
[

b
a

, то він абсолю
тно і рівномірно збіж

ний на
цьому проміж

ку.
Теорема 2 (крит

ерій Кош
і). Д

ля того, щ
об функціональний ряд (2.15)

був рівномірно збіж
ним на 

]
,

[
b

a
, необхідно та достатньо, щ

об для будь-
якого 

0
>

ε
 існував такий номер N

, щ
о для всіх 

N
n

>
 і для будь-якого

натурального числа p
 виконувалась нерівність

ε
<

∑ +

+
=

p
n

n
k

k
x

u1
)

(
.

Рівномірно збіж
ні ряди маю

ть такі власт
ивост

і.

.
1 0

 Якщ
о ряд ∑ ∞=1

)
(

n
n

x
u

, де функції 
)

(x
u

n
 неперервні на відрізку 

]
,

[
b

a
,

рівномірно збіж
ний і має суму 

)
(x

S
 на цьому відрізку, то сума ряду 

)
(x

S
неперервна функція на відрізку 

]
,

[
b

a
.

.
2

0
 Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
)

(
n

n
x

u
, де функції 

)
(x

u
n

 неперервні на відрізку

]
,

[
b

a
, рівномірно збіж

ний і має суму 
)

(x
S

 на цьому відрізку, то

dx
x

u
dx

x
u

dx
x

S
n

x

n

x

n
n

x

∑
∫

∫ ∑
∫

∞=
α

α

∞=
α

=
=

1
1

)
(

)
(

)
(

,

де 
]

,
[

)
,

(
b

a
x

∈
α

.

.
3

0
 Якщ

о ряд ∑ ∞=1
)

(
n

n
x

u
, де функції 

)
(x

u
n

 неперервні та диференційов-

ні на відрізку 
]

,
[

b
a

, збіж
ний на цьому відрізку і має суму 

)
(x

S
, а ряд ∑ ∞=

′
1

)
(

n
n

x
u

рівномірно збіж
ний на відрізку 

]
,

[
b

a
 і має суму 

)
(x

F
, то для всіх 

]
,

[
b

a
x ∈

)
(

)
(

x
F

x
S

=
′

,
тобто

∑
∑

∞=

∞=
′

= ′  
  

1
1

)
(

)
(

n
n

n
n

x
u

x
u

.

В
ластивості 

0
2

 та 
0

3
 означаю

ть, щ
о при виконанні вказаних умов

функціональні ряди мож
на почленно інтегрувати та диференцію

вати.

С
тепеневі ряди

О
сновні поняття. С

т
епеневим рядом називається функціональний

ряд вигляду

∑ ∞=
0

n

n
n x

a
(2.18)

або

∑ ∞=
−

0
)

(
n

n
n

a
x

a
,

(2.19)

де 
…,

,
,

,
2

1
0

a
a

a
a

 – дійсні числа.
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Ряд (2.19) заміною
 

X
a

x
=

−
 зводиться до ряду (2.18).

Теорема (Абеля). Якщ
о степеневий ряд ∑ ∞=

0
n

n
n x

a
 збіж

ний при 
0

0
≠

=
x

x
,

то він абсолю
тно збіж

ний для всіх значень x , щ
о задовольняю

ть нерівність
0

x
x

<
; якщ

о цей ряд розбіж
ний при 

1 x
x

=
, то він розбіж

ний всю
ди, де

1 x
x

>
.

Н
аслідком теореми А

беля є наявність існування для степеневого ряду
інт

ервалу збіж
ност

і. Д
ля ряду (2.18) інтервалом

 збіж
ності є інтервал

)
,

(
R

R−
; для ряду (2.19) інтервалом збіж

ності є інтервал 
)

,
(

R
a

R
a

+
−

.
Число R

 називається радіусом збіж
ност

і. В
середині інтервалу збіж

ності
ряд абсолю

тно збігається, за його меж
ами – розбігається. П

итання про збіж
-

ність ряду при 
R

x
±

=
 (на кінцях інтервалу збіж

ності) розв’язується для
кож

ного ряду окремо.
О
бласт

ю
 збіж

ност
і степеневого ряду є інтервал збіж

ності, до якого
приєдную

ться кінці інтервалу 
R

x
±

=
, якщ

о в цих точках ряд збігається.
Д
ля визначення радіуса та інтервалу збіж

ності степеневого ряду

∑ ∞=0
n

n
n x

a
 складаємо ряд із модулів його членів ∑ ∞=

0
n

n
n x

a
. Д

алі, використову-

ю
чи ознаку Д

аламбера або радикальну ознаку Кош
і, отримуємо формули

для обчислення радіуса збіж
ності

1
lim

+
∞

→
=

n n
n

a a
R

(2.20)

або

n
n

n
a

R
1

lim
∞

→
=

.
(2.21)

Я
кщ

о 
∞

+
=

R
, то ряд є збіж

ним на всій числовій осі. Я
кщ

о 
0

=
R

, то
ряд збігається лиш

е в точці 
0

=
x

.

Радіус збіж
ності для ряду ∑ ∞=

−
0

)
(

n

n
n

a
x

a
 визначається за тими сами-

ми формулами, щ
о й для ряду ∑ ∞=

0
n

n
n x

a
, тобто за формулами (2.20) або (2.21).

А
ле інтервал збіж

ності знаходять з нерівності 
R

a
x

<
−

, тобто інтервал
збіж

ності 
)

,
(

R
a

R
a

+
−

.
Зауваж

имо, щ
о радіус та інтервал збіж

ності мож
на знаходити, засто-

совую
чи безпосередньо ознаку Д

аламбера або радикальну ознаку Кош
і до

ряду, складеного з модулів членів вихідного ряду. З цією
 метою

 позначаємо
члени ряду (2.18): 

)
(x

u
x

a
n

n
n

=
. В

казані ознаки збіж
ності застосовуємо до

ряду ∑ ∞=
0

)
(

n
n

x
u

. Інтервал збіж
ності знаходимо з нерівності

1
)

(
)

(
lim

1
<

+
∞

→
x

u
x

u

n n
n

(2.22)

або

1
)

(
lim

<
∞

→

n
n

n
x

u
.

(2.23)

Власт
ивост

і ст
епеневих рядів

.
1 0

 Степеневий ряд ∑ ∞=0
n

n
n x

a
 абсолю

тно і рівномірно збіж
ний на будь-

якому відрізку 
]

,
[

ρ
ρ−

, який цілком міститься в інтервалі збіж
ності 

)
,

(
R

R −
.

.
2

0
 Сума степеневого ряду ∑ ∞=0

n

n
n x

a
 неперервна всередині його ін-

тервалу збіж
ності.

.
3

0
 С
тепеневий ряд 

∑ ∞=
=

0
)

(
n

n
n x

a
x

S
 мож

на інтегрувати почленно в

його інтервалі збіж
ності 

)
,

(
R

R−
, причому радіус збіж

ності отриманого ряду
дорівню

є R
. Зокрема, для всіх 

)
,

(
R

R
x

−
∈

 справедлива формула

1
)

(
1

0
0

0
0

+
=

  
  

=
+

∞=

∞=
∑

∫
∑

∫
n x

a
dx

x
a

dx
x

S
n

n
n

x

n

n
n

x
.

(2.24)

.
4

0
 С
тепеневий ряд 

∑ ∞=
=

0
)

(
n

n
n x

a
x

S
 мож

на диференцію
вати почлен-

но в будь-якій точці x
 його інтервалу збіж

ності 
)

,
(

R
R −

, причому радіус
збіж

ності отриманого ряду також
 дорівню

є R
. Д

ля всіх 
)

,
(

R
R

x
−

∈
 справед-

лива формула

∑
∑

∞=

−
∞=

= ′  
  

=
′

1

1

0
)

(
n

n
n

n

n
n

x
an

x
a

x
S

.
(2.25)

З властивостей 
0

3
 та 

0
4

 випливає, щ
о ряд ∑ ∞=

0
n

n
n x

a
 мож

на інтегрувати

на відрізку 
)

,
(

],
,0

[
R

R
x

x
−

∈
 і диференцію

вати в будь-якій точці 
)

,
(

R
R

x
−

∈
скільки завгодно раз. П

ри цьому інтервалом збіж
ності кож

ного отриманого
ряду є той самий інтервал 

)
,

(
R

R −
.

Ряд Т
ейлора

О
сновні поняття. Рядом Тейлора для ф

ункції 
)

(x
f

 називається ряд
вигляду
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∑ ∞=
−

0

)
(

)
(

!
)

(

k

k
k

a
x

k
a

f
.

(2.26)

Тут 
!

)
(

),
(

)
(

,1
!0

)
(

)0
(

k
a

f
C

a
f

a
f

k

k
=

=
=

 – коеф
іцієнт

и Тейлора.

П
ри 

0
=

a
 ряд Тейлора приймає вигляд

∑ ∞=0

)
(

!
)0

(

k

k
k

x
k

f
.

(2.27)

Ряд (2.27) називається рядом М
аклорена.

Теорема. Я
кщ

о функцію
 

)
(x

f
 в інтервалі 

)
,

(
R

a
R

a
+

−
 мож

на роз-
класти в степеневий ряд, то цей ряд єдиний і є рядом Тейлора даної функції.

Н
аведемо умови, за яких сума ряду (2.26) збігається до функції 

)
(x

f
,

тобто умови розкладання функції в ряд Тейлора.
Теорема. Д

ля того, щ
об ряд Тейлора (2.26) збігався до функції 

)
(x

f
 в

інтервалі 
)

,
(

R
a

R
a

+
−

, необхідно і достатньо, щ
об ця функція мала похідні

всіх порядків на цьому інтервалі і залиш
ковий член її формули Тейлора 

)
(x

rn
прямував до нуля при 

∞
→n

 для всіх x  з цього інтервалу.
О
тж
е, при виконанні умов цієї теореми, маємо

∑ ∞=
−

=
0

)
(

)
(

!
)

(
)

(
k

k
k

a
x

k
a

f
x

f
(2.28)

або при 
0

=
a

∑ ∞=
=

0

)
(

!
)0

(
)

(
k

k
k

x
k

f
x

f
.

(2.29)

Н
аведемо теорему, яка дає досить прості достатні умови розкладання

функції в ряд Тейлора.
Теорема. Я

кщ
о функція 

)
(x

f
 в інтервалі 

)
,

(
R

a
R

a
+

−
має похідні

всіх порядків і існує число 
0

>
M

 таке, щ
о 

M
x

f
n

≤
)

( )
(

, 
)

,
(

R
a

R
a

x
+

−
∈

,
…,

2,
1,

0
=

n
, то функцію

 
)

(x
f

 мож
на розкласти в ряд Тейлора.

Ф
орм

ули розкладу елем
ентарних ф

ункцій в ряд М
аклорена

∑ ∞=
=

+
+

+
+

+
=

0

2
,!

!
!2

1
n

n
n

x

n x
n x

x
x

e
…

…
  

∞
+

<
<

∞
−

x
,

=
+

+
−

+
+

−
+

−
=

+
…

…
!)

1
2(

)1
(

!7
!5

!3
sin

1
2

7
5

3

n x
x

x
x

x
x

n
n

         
∑ ∞=

++
−

=
0

1
2

,!)
1

2(
)1

(
n

n
n

n x
  

∞
+

<
<

∞
−

x
,

=
+

−
+

+
−

+
−

=
…

…
!)

2(
)1

(
!6

!4
!2

1
cos

2
6

4
2

n x
x

x
x

x
n

n

         
∑ ∞=

−
=

0

2
,!)

2(
)1

(
n

n
n

n x
  

∞
+

<
<

∞
−

x
,

      
=

+
+

−
−

+
+

−
+

+
=

+
…

…
…

n
m

x
n

n
m

m
m

x
m

m
m

x
x

!
)1

(
)1

(
!2

)1
(

1
)

1(
2

         
∑ ∞=

+
−

−
−

+
=

1
!

)1
(

)2
)(

1
(

1
n

n
x

n
n

m
m

m
m

…
,  

1
1

<
<

−
x

,

∑ ∞=
−

=
+

−
+

+
−

+
−

=
+

0

3
2

,
)1

(
)1

(
1

1
1

n

n
n

n
n

x
x

x
x

x
x

…
…

  
1

1
<

<
−

x
,

∑ ∞=
=

+
+

+
+

+
+

=
−

0

3
2

,
1

1
1

n

n
n

x
x

x
x

x
x

…
…

  
1

1
<

<
−

x
,

      
∑ ∞=

−
−

−
=

+
−

+
−

+
−

=
+

1

1
1

3
2

,
)1

(
)1

(
3

2
)

1(
ln

n

n
n

n
n

x
n

x
n

x
x

x
x

…
…

1
1

≤
<

−
x

,

 
=

+
+

−
+

+
−

+
−

=
+

…
…

1
2

)1
(

7
5

3

1
2

7
5

3

n x
x

x
x

x
x

n
n

arctg

             
∑ ∞=

++
−

=
0

1
2

,1
2

)1
(

n

n
n

n x
  

1
1

≤
≤

−
x

,

=
+

+
⋅

⋅
⋅

−
⋅

⋅
⋅

+
+

⋅ ⋅
+

+
=

+
…

…
…

…
1

2
2

4
2

)1
2(

3
1

5
4

2
3

1
3

2 1
1

2
5

3

n x
n

n
x

x
x

x
n

arcsin

              
∑ ∞=

++
−

+
=

1

1
2

,1
2

!!
)

2(
!!

)1
2(

n

n

n x
n n

x
  

1
1

<
<

−
x

.

В
 останній формулі: 

n
n

n
n

2
4

2
!!

)
2(

),
1

2(
3

1
!!

)1
2(

⋅
⋅

⋅
=

−
⋅

⋅
⋅

=
−

…
…

.

Розкладання функцій в степеневі ряди в загальному випадку базуєть-
ся на використанні рядів Тейлора або М

аклорена.

Н
а практиці степеневі ряди для багатьох функцій мож

на знайти фор-
мально, використовую

чи наведені формули розкладу елементарних функцій
в ряд М

аклорена. Іноді корисно застосовувати почленне диференцію
вання

або інтегрування рядів. В
 інтервалах збіж

ності ряди збігаю
ться до відповід-

них функцій.
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Н
аближ

ені обчислення за допом
огою

 степеневих рядів
1. Н

аближ
ене обчислення значень ф

ункції. Н
ехай треба обчислити

значення функції 
)

(x
f

 при 
0

x
x

=
. Я
кщ

о функцію
 

)
(x

f
 мож

на розкласти в
степеневий ряд в інтервалі 

)
,

(
R

R−
 і 

)
,

(
0

R
R

x
−

∈
, то точне значення 

)
(

0
x

f
дорівню

є сумі цього ряду при 
0

x
x

=
, а наближ

ене – частинній сумі 
)

(
0

x
S

n
.

П
охибку 

)
(

)
(

0
0

x
S

x
f

n
−

 мож
на знайти, оціню

ю
чи залиш

ок ряду 
)

(
0

x
rn

.

Д
ля рядів лейбніцевого типу (2.9) маємо

)
(

)
(

)
(

)
(

0
1

0
2

0
1

0
x

u
x

u
x

u
x

r
n

n
n

n
+

+
+

<
+

+
=

…
.

Д
ля знакозмінних та знакододатних рядів величину 

)
(

0
x

rn
, як прави-

ло, оціню
ю
ть так:

S
a

a
a

x
u

x
u

x
u

x
r

n
n

n
n

=
+

+
+

<
+

+
+

≤
+

+
+

…
…

3
2

1
0

3
0

2
0

1
0

)
(

)
(

)
(

)
(

,

де ∑ ∞=1
k

k
a

 – певний знакододатний збіж
ний ряд, сума якого легко обчислю

-

ється (наприклад, геометрична прогресія) і для якого
…

,
)

(
,

)
(

,
)

(
3

0
3

2
0

2
1

0
1

a
x

u
a

x
u

a
x

u
n

n
n

≤
≤

≤
+

+
+

.
2. Н

аближ
ене обчислення визначених інт

егралів. Н
ехай потрібно знай-

ти інтеграл 
∫ = ba

dx
x

f
x

F
)

(
)

(
, який або не вираж

ається через елементарні

функції, або складний і незручний для обчислень. Я
кщ

о функцію
 

)
(x

f
 мож

-
на розкласти в степеневий ряд, щ

о рівномірно збігається на деякому відрізку,
то для обчислення заданого інтеграла мож

на скористатись властивістю
 про

почленне інтегрування цього ряду. П
охибку обчислень визначаю

ть так само,
як і при обчисленні значень функцій.

3. Н
аближ

ене інт
егрування диф

еренціальних рівнянь. У
 випадку, коли

точно проінтегрувати диференціальне рівняння за допомогою
 елементар-

них функцій не вдається, його розв’язок зручно ш
укати у вигляді ряду Тей-

лора або М
аклорена.

Н
априклад, при розв’язанні задачі Кош

і

0
0 )

(
),

,
(

y
x

y
y

x
f

y
=

= ′
,

використовується ряд Тейлора∑ ∞=
−

=
0

0
0

)
(

)
(

!
)

(
)

(
n

n
n

x
x

n
x

y
x

y
,

де 
)

,
(

)
(

,
)

(
0

0
0

0
y

x
f

x
y

y
x

y
=

′
=

, а реш
та похідних 

)
,3

,2
(

)
(

0
)

(
…

=
n

x
y

n

знаходяться ш
ляхом послідовного диференцію

вання заданого диференціа-
льного рівняння та підстановки початкових даних у вираз для цих похідних.

Рівняння та ф
ункції Б

есселя

Рівняння Бесселя має вигляд
ν

=
ν

−
+ ′

+ ′′
,0

)
(

2
2

2
y

x
yx

y
x

 – const.
(2.30)

Я
кщ

о ν
 – не ціле число, то загальний розв’язок має вигляд

)
(

)
(

2
1

x
I

C
x

I
C

y
ν−

ν
+

=
.

Я
кщ

о ν
 – ціле, то

)
(

)
(

2
1

x
K

C
x

I
C

y
ν

ν
+

=
,

де  
∑ ∞=

ν+

ν
+

ν
+

Γ
+

Γ

 
 

−
=

0

2

)1
(

)1
(

2
)1

(
)

(
k

k
k

k
k

x

x
I

,   
∑ ∞=

ν−

ν−
+

ν
−

Γ
+

Γ

 
 

−
=

0

2

)1
(

)1
(

2
)1

(
)

(
k

k
k

k
k

x

x
I

.

Ф
ункції 

)
(x

Iν
 та 

)
(x

I
ν−

 називаю
ться ф

ункціями Бесселя перш
ого

роду порядку ν
 і 

ν−
 відповідно.

∑ ∞=

ν−
ν

ν
+

=
0

ln
)

(
)

(
k

k
k x

b
x

x
x

I
x

K
.

Коефіцієнти 
k

b
 знаходять з умови задовільнення функції 

)
(x

K
ν

 ди-
ференціального рівняння (2.30).

Ф
ункція 

)
(x

K
ν

 з визначеними коефіцієнтами 
k

b
 називається ф

ункці-
єю

 Бесселя другого роду порядку ν
.

У
 зазначених формулах 

)
(p

Γ
 – гамма-функція Ейлера:

)0
(

)
(

0

1
>

=
Γ

∫ ∞
+

−
−

p
dx

x
e

p
p

x
.

В
ідомо, щ

о
)

(
)1

(
p

p
p

Γ
=

+
Γ

і для цілих значень 
0

>
p

!
)1

(
p

p
=

+
Γ

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення функціонального ряду; області його

збіж
ності.
2. Д

айте означення рівномірно збіж
ного функціонального

ряду.3. Я
кий функціональний ряд називається маж

оровним на
проміж

ку?
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4. С
формулю

йте ознаку В
ейерш

трасса рівномірної збіж
-

ності функціонального ряду.
5. За яких умов функціональний ряд мож

на почленно ди-
ференцію

вати; почленно інтегрувати?
6. Д

айте означення степеневого ряду.
7. С

формулю
йте теорему А

беля.
8. Щ

о є областю
 збіж

ності степеневого ряду?
9. Я

к знаходиться радіус збіж
ності степеневого ряду?

10. С
формулю

йте властивості степеневого ряду.
11. Який ряд називається рядом Тейлора; рядом М

аклорена?
12. Я

кі умови розкладання функції в ряд Тейлора?

13. Н
аведіть формули розкладу функцій 

x
e

x
sin

,
, 

x
cos

 в
ряд М

аклорена.
14. Я

к використовую
ться степеневі ряди для наближ

ених
обчислень значень функцій; визначених інтегралів?

15. Я
к використовую

ться ряди Тейлора або М
аклорена для

наближ
еного розв’язання диференціальних рівнянь?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті розглянуто 14 прикладів розв’язання за-

дач, які за своєю
 тематикою

 розподілились так:
1. Ф

ункціональні ряди: приклади 1 – 2.
2. Степеневі ряди: приклади 3 – 14.

Ф
ункціональні ряди

П
риклад 1. В

изначити область збіж
ності функціонально-

го ряду.а) 
n

n
x x

n
 

 
+ −

+
∑ ∞=

1 1
3

2
1

0
;

б) ∑ ∞=1
2

ln
n

nn
x

;

в) ∑ ∞=
+

0
2

1
n

n

nx x
;

г) ∑ ∞=
 

 
+

0
2

1
n

n
n

n

x
x

;

д) ∑ ∞=
0

cos
2

n

n
n

x;
е) ∑ ∞=0 cos

n
nx

e
nx

.

 а) 
n

n
x x

n
 

 
+ −

+
∑ ∞=

1 1
3

2
1

0
.

Знайдемо область збіж
ності, використавш

и ознаку Д
аламбера:

x x

x x
n

x x
n

x
u

x
u

n n

n
n n

n
+ −

=

 
 

+ −
+

 
 

+ −
+

=

+

∞
→

+
∞

→
1 1

1 1
3

2
1

1 1
5

2
1

lim
)

(
)

(
lim

1

1
.

Н
а основі ознаки Д

аламбера мож
на ствердж

увати, щ
о: ряд збігається

(і притому абсолю
тно), якщ

о 
1

1 1
<

+ −
x x

, тобто 
x

x
+

<
−

1
1

, звідки 
0

>
x

.

П
ри 

1
1 1

=
+ −

x x
 маємо 

x
x

+
=

−
1

1
, звідки 

0
=

x
.

В
раховую

чи, щ
о ознака Д

аламбера не дає відповіді збіж
ний чи розбіж

-
ний ряд у цьому випадку, підставляємо 

0
=

x
 в заданий ряд. М

аємо число-

вий ряд ∑ ∞=
+

0
3

2
1

n
n

. Використовую
чи, наприклад, граничну ознаку порівняння

(порівню
ємо з гармонічним рядом ∑ ∞=1 1

n
n

, щ
о є розбіж

ним), робимо висно-

вок, щ
о цей ряд розбіж

ний.

О
тж
е, область збіж

ності заданого ряду:  
∞

+
<

<
x

0
.

б) ∑ ∞=1
2

ln

n

nn
x

.

За ознакою
 Д
аламбера:

x
x

n
n

x
x

u
x

u
n

n

n
n n

n
ln

ln
)1

(
ln

lim
)

(
)

(
lim

2

2
1

1
=

⋅
+

⋅
=

+

∞
→

+
∞

→
.

Д
остатньою

 умовою
 збіж

ності є те, щ
о 

1
ln

<
x

, тобто ряд збігаєть-

ся для 
 

 
∈

∀
e

e
x

,
1

.
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Д
ослідимо ряд на збіж

ність у точках 
e

x
1

1
=

 та 
e

x
=

2
, в яких ознака

Д
аламбера не дає відповіді на питання збіж

ний чи розбіж
ний ряд (ці точки

відповідаю
ть випадку, коли 

1
ln

=
x

).

П
ри 

e
x

1
1

=
 та 

e
x

=
2

 маємо відповідно ряди:

∑ ∞=

−

1
2 )1

(

n

n

n
   (1)    та    ∑ ∞=1

2 1

n
n

   (2).

Ряд (2) збігається, бо є узагальненим гармонічним рядом ∑ ∞=1

1

n
p

n
 при

1
2

>
=

p
.

Ряд (1) збігається абсолю
тно, бо ряд, складений із абсолю

тних вели-

чин його членів, має вигляд ∑ ∞=1
2 1

n
n

 і є збіж
ним за тією

 ж
 причиною

.

О
скільки обидва ряди збігаю

ться, то точки 
e

x
1

1
=

 та 
e

x
=

2
 вклю

ча-
ю
ться в область збіж

ності.

О
тж
е, область збіж

ності заданого ряду:  
 

 
∈

e
e

x
,

1
.

в) ∑ ∞=
+

0
2

1
n

n

nx x
.

В
раховую

чи, щ
о 

n

n

n
x x

x
u

2
1

)
(

+
=

, розглянемо такі проміж
ки зміни

аргументу x
:

∞
→

<
<

n
x

x
u

x
n

n
,

)
(

,1
;  ряд ∑ ∞=

0
n

n
x

 збігається, бо при зада-

ному значенні x
 є геометричним рядом, для якого 

1
<

=
x

q
, і за ознакою

порівняння заданий ряд збігається;

n
x

u
x

n
∀

=
=

,
2 1

)
(

,1
; ряд ∑ ∞=1 2 1

n
 – розбіж

ний, бо 
0

2 1
lim

≠
=

∞
→

n
n

u
;

n
n

n

n
x

x x
x

u
x

1
1

)
(

,1
2

≤
+

=
>

;  ряд ∑ ∞=1

1

n
n

x
 збігається, бо при за-

даному значенні x
 є геометричним рядом, для якого 

1
1

<
=

x
q

, і за озна-

кою
 порівняння заданий ряд збігається.

Таким чином, ряд збігається, коли 
1

≠
x

.

О
тж
е, область збіж

ності заданого ряду: 
)

,1
(

)1
,

(
∞

+
∞

−
∪

.

г) ∑ ∞=
 

 
+

0
2

1

n
n

n
n

x
x

.

Розглянемо два ряди:∑ ∞=0
n

n
x

  та  ∑ ∞=
0 2

1

n
n

nx
,

де 
n

n
n

n
n

x
x

u
x

x
u

2
1

)
(

,
)

(
2

1
=

=
.

За радикальною
 ознакою

 Кош
і:

x
x

u
x

x
u

n
n

n
n

n
n

2
1

)
(

lim
,

)
(

lim
2

1
=

=
∞

→
∞

→
.

Д
ля збіж

ності суми рядів необхідне одночасне виконання умов:

1
<

x
;    

1
2 1

<
x

.

Тобто

1
1

<
<

−
x

;    
2 1

,
2 1

2
1

2
>

−
<

<
<

−
x

x
x

або
.

Звідки

1
2 1

,
2 1

1
<

<
−

<
<

−
x

x
.

П
ри 

2 1
,

2 1
,1

,1
=

−
=

=
−

=
x

x
x

x
 не виконується необхідна умова

збіж
ності числових рядів, тобто 

0
lim

≠
∞

→
n

n
u

.

О
тж
е, область збіж

ності заданого ряду: 
 

 
 

 
−

−
1,

2 1
2 1

,1
∪

.

д) ∑ ∞=0
cos

2
n

n
n

x
.

Звернемося до радикальної ознаки Кош
і:

x
x

x
u

n
n

n
n

n
n

n
cos

2
cos

2
lim

)
(

lim
=

=
∞

→
∞

→
.

Ряд збігається, якщ
о

1
cos

2
<

x
або

2 1
cos

<
x

,
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тобто 
Z

∈
 

 
π

+
π

π
+

π
∈

k
k

k
x

,
3 2

,
3

.

П
ри 

π
+

π
±

=
k

x
3

 не виконується необхідна умова збіж
ності.

О
тж
е, область збіж

ності заданого ряду: 
Z

∈
 

 
π

+
π

π
+

π
∈

k
k

k
x

,
3 2,

3
.

е) ∑ ∞=0 cos

n
nx

e
nx

.

Н
еобхідна умова збіж

ності виконується тільки при 
0

>
x

.

О
скільки

nx
nx

n
e

e
nx

x
u

1
cos

)
(

<
=

,

а при 
0

>
x

 ряд

∑ ∞=0

1

n
nx

e
збігається за радикальною

 ознакою
 Кош

і:

1
1

1
<

=
x

n
nx

e
e

,

то заданий ряд

∑ ∞=0 cos

n
nx

e
nx

збігається за ознакою
 порівняння при 

0
>

x
.

О
тж
е, область збіж

ності заданого ряду: 
∞

+
<

<
x

0
. 

П
риклад 2. Д

ослідити на рівномірну збіж
ність на зазна-

чених проміж
ках задані функціональні ряди.

а) ∑ ∞=

−

+
−

1
2

1
)1

(
n

n

nn
x

, 
)

,
(

∞
+

−∞
;

б) ∑ ∞=1
n

n
x

,      
)1

,1
( −

;

в) ∑ ∞=1
2

sin
n

nn
nx

,  
)

,
(

∞
+

−∞
;

г) ∑ ∞=1
!

cos
n

n nx
, 

)
,

(
∞

+
−∞

.

 а) ∑ ∞=

−

+
−

1
2

1
)1

(

n
n

nn
x

,  
)

,
(

∞
+

−∞
.

С
користаємось означенням рівномірно збіж

ного ряду, згідно з яким
ряд є рівномірно збіж

ним
, якщ

о 
0

>
ε

∀
 

N
∈

∃
N

, щ
о для всіх 

N
n

>
 і

]
,

[
b

a
x∈

∀
 виконується нерівність 

ε
<

)
(x

rn
.

П
ри будь-якому x

 заданий ряд збіж
ний за ознакою

 Л
ейбніца, тому

його n
-й залиш

ок оціню
ється за допомогою

 нерівності

1
1

1
1

)
(

)
(

)1
(2

1
+

<
+

+
=

<
+

+
n

n
x

x
u

x
r

n
n

n
 для 

)
,

(
∞

+
−∞

∈
∀

x
.

О
скільки 

ε
<

+
1

1
n

, як тільки 
1

1
n

ε
>

−
, візьмемо 

1
1

)
(

−
ε

=
ε

N
. О

тж
е,

для всіх 
1

1
)

(
−

ε
=

ε
>

N
n

 матимемо, щ
о 

ε
<

)
(x

rn
. Ц

е означає, щ
о ряд збіж

-

ний на проміж
ку 

)
,

(
∞

+
−∞

.

б) ∑ ∞=1
n

n
x

,  
)1

,1
( −

.

В
 інтервалі 

)1
,1

( −
 ряд збігається, бо є геометричним рядом, для яко-

го 
1

<
=

x
q

. Залиш
ок ряду

x
x

x
x

x
x

r
n

n
k

k
n

n
n

−
=

=
+

+
=

+
∞

+
=

+
+

∑
1

)
(

1

1

2
1

…
.

Д
ля залиш

ку 
)

(x
rn

 маємо:

∞
=

=
−

→
+

−
→

)
(

lim
,

2 1
)

(
lim

0
1

0
1

x
r

x
r

n
x

n
x

.

О
тж

е, прийнявш
и 

2 1
>

ε
, не мож

на досягти виконання нерівності

ε
<

)
(x

rn
 для 

)1
,1

(−
∈

∀
x

. Згідно з означенням рівномірно збіж
ного ряду,

ряд не є рівномірно збіж
ним на проміж

ку 
)1

,1
(−

.

в) ∑ ∞=1
2

sin

n

nn
nx

,  
)

,
(

∞
+

−∞
.

С
користаємось ознакою

 В
ейєрш

трасса, згідно з якою
, якщ

о даний ряд

∑ ∞=1
)

(
n

n
x

u
 на проміж

ку має маж
орантний , тобто збіж

ний числовий ряд ∑ ∞=
α1

n
n

з додатними членами, такий, щ
о 

n
n

x
u

α
<

)
(

, то даний ряд рівномірно збіж
-

ний на цьому проміж
ку.
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В
рахуємо, щ

о 
)

,
(

1
sin

)
(

2
2

∞
+

∞
−

∈
∀

≤
=

x
n

n
nx

x
u

n

n
.

Ряд ∑ ∞=1
2 1

n
n

 – збіж
ний, отж

е, він є маж
орантним для заданого ряду.

Звідси заданий ряд є рівномірно збіж
ним на проміж

ку 
)

,
(

∞
+

−∞
.

г) ∑ ∞=1
!

cos

n
n nx

,  
)

,
(

∞
+

−∞
.

С
користаємось ознакою

 В
ейєрш

трасса.

В
рахуємо, щ

о 
)

,
(

! 1
!

cos
)

(
∞

+
∞

−
∈

∀
≤

=
x

n
n nx

x
u

n
.

Ряд ∑ ∞=1
! 1

n
n

 – збіж
ний (за ознакою

 Д
аламбера), отж

е, він є маж
орант-

ним для заданого ряду. Звідси заданий ряд є рівномірно збіж
ним на проміж

-
ку 

)
,

(
∞

+
−∞

.

С
тепеневі ряди

П
риклад 3. В

изначити область збіж
ності степеневого ряду.

а) ∑ ∞=1
2

n

n

n x
;

б) ∑ ∞=

−
−

1

1
)1

(
n

n
n

nx
;

в) ∑ ∞=1
!

n

n
x

n
;

г) ∑ ∞=1 2
n

n n
x

;

д) ∑ ∞=

−
1

)1
(

n
n

n
n

n
x

;
е) ∑ ∞=

−
+

⋅
−

1

1
)2

(
2 )1

(
n

n
n n

x
n

.

 а) ∑ ∞=1
2

n

n

n x
.

Знайдемо радіус збіж
ності R

 за формулою
 

1
lim

+
∞

→
=

n n
n

a a
R

. О
скільки

2
1

2
)1

(
1

,
1

+
=

=
+

n
a

n
a

n
n

, маємо

1
lim

~
1

)1
(

lim

)1
(

1 1

lim
lim

2 2

2

2

2

2

1
=

=
∞

→ +
=

+
=

+

=
=

∞
→

∞
→

∞
→

+
∞

→
n n

n
n

n
n n

n n
a a

R
n

n
n

n n
n

.

О
тж
е, ряд збігається абсолю

тно для всіх x
, таких, щ

о 
1

<
x

, тобто
інтервал збіж

ності ряду 
)1

,1
(−

.
Д
ослідимо на збіж

ність даний ряд на кінцях інтервалу збіж
ності, тоб-

то при 
1

,1
=

−
=

x
x

.

П
ри 

1
=

x
 отримуємо числовий ряд ∑ ∞=1

2 1

n
n

. Ц
ей ряд збіж

ний, бо є

узагальненим гармонічним при 
1

2
>

=
p

.

П
ри 

1−
=

x
 отримуємо числовий ряд ∑ ∞=

−

1
2 )1

(

n

n

n
. Ц

ей ряд абсолю
т
но

збіж
ний, бо ряд, складений з абсолю

тних величин його членів ∑ ∞=1
2 1

n
n

, збіж
ний.

О
тж
е, область збіж

ності даного ряду така: 
]1

,1
[ −

.
Зауваж

имо, щ
о для знаходж

ення радіуса та інтервалу збіж
ності мож

-
на використати безпосередньо ознаку Д

аламбера, тобто виходити з умови,

щ
о, коли 

1
)

(
)

(
lim

1
<

+
∞

→
x

u
x

u

n n
n

, то ряд збіж
ний.

У
 даному випадку

2 1

1
2

)1
(

)
(

,
)

(
+

=
=

+

+
n x

x
u

n x
x

u
n

n

n

n
.

x
x

n n
x

n
n

x
x

u
x

u
n

n

n

n
n n

n
=

+
=

⋅
+

⋅
=

∞
→

+

∞
→

+
∞

→
2

2

2

2
1

1

)1
(

lim
)1

(
lim

)
(

)
(

lim
.

За ознакою
 Д

алам
бера ряд буде збіж

ний, якщ
о 

1
<

x
. Звідси

1
1

<
<

−
x

.
О
тж
е, радіус збіж

ності 
1

=
R

, інтервал збіж
ності 

)1
,1

( −
.

Я
к показано вищ

е, областю
 збіж

ності розглядуваного ряду є відрізок
]1

,1
[−

.б) ∑ ∞=

−
−1

1
)1

(
n

n
n

nx
.

Д
ля знаходж

ення радіуса збіж
ності R

 скористаємось ф
орм

улою

1
lim

+
∞

→
=

n n
n

a a
R

. О
скільки 

)1
(

)1
(

,
)1

(
1

1
+

−
=

−
=

+
−

n
a

n
a

n
n

n
n

, маємо

1
1

lim
)1

(
)1

(

)1
(

lim
lim

1

1
=

+
=

+
− −

=
=

∞
→

−

∞
→

+
∞

→
n n

n

n

a a
R

n
n

n

n
n n

n
.
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О
тж
е, ряд збігається абсолю

тно для всіх x
, таких, щ

о 
1

<
x

, тобто
інтервал збіж

ності ряду 
)1

,1
(−

.
Д
ослідимо збіж

ність на кінцях інтервалу збіж
ності.

П
ри 

1−
=

x
 отримуємо числовий ряд

∑
∑

∑
∞=

∞=

−
∞=

−
−

=
−

=
−

−
1

1

1
2

1

1
)1

(
)1

(
)1

(
n

n

n

n

n
n

n
n

n
.

Ц
ей ряд розбіж

ний, бо 
0

)
(

lim
lim

≠
−

=
∞

→
∞

→
n

u
n

n
n

.

П
ри 

1
=

x
 маєм

о числовий ряд ∑ ∞=

−
−

1

1
)1

(
n

n
n

, для якого 
u

n
n lim

∞
→

=

n
n

n
1

)1
(

lim
−

∞
→

−
=

 не існує, отж
е, цей ряд розбіж

ний.

О
тж
е, областю

 збіж
ності даного ряду є інтервал: 

)1
,1

( −
.

в) ∑ ∞=1
!

n

n
x

n
.

Д
ля знаходж

ення радіуса збіж
ності R

 скористаємось ф
орм

улою

1
lim

+
∞

→
=

n n
n

a a
R

. О
скільки 

!)
1

(
,!

1
+

=
=

+
n

a
n

a
n

n
, маємо

0
1

1
lim

!)
1

(
!

lim
lim

1
=

+
=

+
=

=
∞

→
∞

→
+

∞
→

n
n n

a a
R

n
n

n n
n

.

Рівність 
0

=
R

 означає, щ
о ряд збігається тільки в точці 

0
=

x
.

О
тж
е, область збіж

ності даного ряду складається з однієї точки 
0

=
x

.

г) ∑ ∞=1 2
n

n n
x

.

Знайдемо радіус збіж
ності R

 за формулою
 

n
n

n
a

R
1

lim
∞

→
=

. О
скільки

n
n

a
2 1

=
, маємо

2

2 1 1
lim

1
lim

=
=

=
∞

→
∞

→
n

n

n
n

n
n

a
R

.

О
тж
е, інтервал збіж

ності 
)2

,2
( −

.
Д
ослідимо на збіж

ність даний ряд на кінцях інтервалу збіж
ності, тоб-

то при 
2

,2
=

−
=

x
x

.

П
ри 

2
=

x
 маємо числовий ряд 

∑
∑

∞=

∞=
=

1
1

1
2 2

n
n

n n
. Ц

ей ряд розбіж
ний, бо

0
1

lim
≠

=
∞

→
n

n
u

.

П
ри 

2−
=

x
 маємо числовий ряд 

∑
∑

∞=

∞=
−

=
−

1
1

)1
(

2
2

)1
(

n

n

n
n

n
n

. Ц
ей ряд роз-

біж
ний, бо 

n
n

n
n

u
)1

(
lim

lim
−

=
∞

→
∞

→
 не існує.

О
тж
е, область збіж

ності даного ряду співпадає з інтервалом збіж
нос-

ті, тобто областю
 збіж

ності є інтервал: 
)2

,2
( −

.

д) ∑ ∞=

−

1

)1
(

n
n

n
n

n
x

.

Знайдемо радіус збіж
ності R

 за формулою
 

n
n

n
a

R
1

lim
∞

→
=

. О
скільки

n

n

n
n

a
)1

(−
=

, маємо

∞
=

=
=

−
=

=
∞

→
∞

→
∞

→
∞

→
n

n
n

a
R

n
n

n
n

n
n

n
n

n
lim

1 1
lim

)1
( 1

lim
1

lim
.

О
тж
е, інтервал збіж

ності 
)

,
(

∞
+

∞
−

. О
бласть збіж

ності даного ряду
співпадає з інтервалом збіж

ності, тобто область збіж
ності така: 

)
,

(
∞

+
∞

−
.

е) ∑ ∞=

−
+

⋅
−

1

1
)2

(
2 )1

(

n

n
n n

x
n

.

Радіус збіж
ності R

 знаходимо за формулою
 

1
lim

+
∞

→
=

n n
n

a a
R

. О
скіль-

ки 
1

1

1

2)
1

(
)1

(
,

2 )1
(

+
+

−

+ −
=

⋅
−

=
n n

n
n n

n
n

a
n

a
, маємо

2
1

1
2

lim
2

2
)1

(
lim

2)
1

(
)1

(
2 )1

(

lim
lim

1

1

1

1
= 

 
+

=
⋅

⋅
+

=

+ − ⋅
−

=
=

∞
→

+

∞
→

+

−

∞
→

+
∞

→
n

n
n

n

n
a a

R
n

n

n

n

n n n n

n
n n

n
.

О
тж
е, ряд збігається абсолю

тно для всіх x
, щ

о задовольняю
ть нерів-

ність 
2

2
<

+
x

, тобто 
2

2
2

<
+

<
−

x
.

§2. Ф
ункціональні ряди. С

тепеневі ряди



213
212

Глава 2. Ряди

Звідки 
0

4
<

<
−

x
 – інтервал збіж

ності, 
2

=
R

 – радіус збіж
ності.

Д
ослідимо збіж

ність на кінцях інтервалу збіж
ності.

П
ри 

4
−

=
x

 отримуємо числовий ряд

∑
∑

∑
∞=

∞=

−
∞=

−
−

=
−

=
−

⋅
−

1
1

1
2

1

1
1

)1
(

)2
(

2 )1
(

n
n

n

n

n
n n

n
n

n
,

який розбігаєт
ься (гармонічний ряд).

П
ри 

0
=

x
 маємо числовий ряд

∑
∑

∞=

−
∞=

−
−

=
⋅

−

1

1

1

1
)1

(
2

2 )1
(

n

n

n

n
n n

n
n

,

який збігаєт
ься умовно (ряд збігається за ознакою

 Л
ейбніца, а ряд, складе-

ний з абсолю
тних величин його членів, розбіж

ний, бо є гармонічним).
О
тж
е, область збіж

ності даного ряду : 
]0

,4
(−

.

Зауваж
имо, щ

о для знаходж
ення радіуса та інтервалу збіж

ності мож
-

на використати безпосередньо ознаку Д
аламбера, тобто виходити з умови

того, щ
о, якщ

о 
1

)
(

)
(

lim
1

<
+

∞
→

x
u

x
u

n n
n

, то ряд збіж
ний.

У
 даному випадку

1 1

1
2)

1
(

2
)

(
,

2 2
)

(
+ +

+
+ +

=
⋅ +

=
n n

n
n

n

n
n x

x
u

n x
x

u
.

2
2

1
lim

2
2

2
2

)1
(

2
2

lim
)

(
)

(
lim

1 1
1

+
=

+
+

=
+

⋅
⋅

+

⋅
⋅

+
=

∞
→

+ +

∞
→

+
∞

→

x
n n

x
x

n
n

x
x

u
x

u
n

n
n

n
n

n
n n

n
.

За ознакою
 Д
аламбера ряд абсолю

тно збіж
ний, якщ

о 
1

2
2

<
+

x
. Звід-

си 
2

2
<

+
x

, або 
2

2
2

<
+

<
−

x
, або 

0
4

<
<

−
x

.
О
тж
е, радіус збіж

ності 
2

=
R

, інтервал збіж
ності 

)0
,4

(−
. 

П
риклад 4. Знайти суми заданих степеневих рядів, вико-

ристовую
чи почленне диференцію

вання та інтегрування.

а) ∑ ∞=

+

+
−

0

1
21

2 )1
(

n

n
nn

x
,  

1
<

x
;

б) ∑ ∞=1
n

nn x
,  

1
<

x
;

в) ∑ ∞=

−

1

1

n

n
nx

,  
1

<
x

;
г) ∑ ∞=

−
1

2
1

2
n

n
n

.

 а) ∑ ∞=

+

+
−

0

1
21

2 )1
(

n

n
nn

x
,  

1
<

x
.

П
означимо суму заданого ряду через 

)
(x

S
, тобто

1
,

1
2 )1

(
)

(
0

1
2

<
+

−
=

∑ ∞=

+
x

n
x

x
S

n

n
n

.

Тоді

1
,

1
)1

(
)

(
0

6
4

2
2

<
+

−
+

−
=

−
=

′
∑ ∞=

x
x

x
x

x
x

S
n

n
n

…
.

Ц
ю

 суму мож
на розглядати як геометричну прогресію

 з перш
им чле-

ном 
1

=
a

 і знаменником 
2

x
q

−
=

. О
скільки 

1
<

x
, то 

1
<

q
. Знайш

овш
и

суму спадної геометричної прогресії за формулою
 

q a
S

−
=

1
, дістанемо

∑ ∞=
−

=
+

=
′

0

2
2

)1
(

1
1

)
(

n

n
nx

x
x

S
.

Інтегрую
чи цю

 рівність на відрізку 
)1

,1
(

]
,0

[
−

⊂
x

, маємо

∫
∫

∑
∫

+
=

  
  

−
=

′
∞=

x
x

n

n
n

x
dx

x
dx

x
dx

x
S

0
2

0
0

2

0
1

1
)1

(
)

(
.

Звідки

1
,

1
2 )1

(
)

(
0

1
2

<
=

+
−

=
∑ ∞=

+
x

x
n

x
x

S
n

n
n

arctg
.

б) ∑ ∞=1
n

nn x
,  

1
<

x
.

П
означимо суму заданого ряду через 

)
(x

S
, тобто

1
,

)
(

1
<

=∑ ∞=
x

n x
x

S
n

n
.

Тоді

1
,

1
)

(
1

2
1

<
+

+
+

=
=

′
∑ ∞=

−
x

x
x

x
x

S
n

n
…

.

Ц
ю

 суму мож
на розглядати як геометричну прогресію

, де 
1

=
a

 і 
x

q
=

,
1

<
=

x
q

. Тоді

∑ ∞=

−
=

−
=

′
1

1

1
1

)
(

n

n
x

x
x

S
.

Інтегрую
чи цю

 рівність на відрізку 
)1

,1
(

]
,0

[
−

⊂
x

, маємо
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∫

∑
∫

−
=

  
  

=
′

∞=

−
x

x

n

n
x

dx
x

dx
x

dx
x

S
0

0
1

1

0
1

1
)

(
.

Звідки

1
,

1
ln

)
(

1
<

−
−

=
=∑ ∞=

x
x

n x
x

S
n

n
.

в) ∑ ∞=

−

1

1

n

n
x

n
,  

1
<

x
.

П
означимо суму заданого ряду через 

)
(x

S
:1

,
)

(
1

1
<

=∑ ∞=

−
x

x
n

x
S

n

n
.

С
користаємось рядом

1
,

1
2

0
<

+
+

+
=

∑ ∞=
x

x
x

x
n

n
…

.

Тоді

1
,

1
1

0
<

−
=

∑ ∞=
x

x
x

n

n
.

П
родиференцію

ємо отриману рівність

1
2

1

1
(1

)
n

n
n

x
x

∞
−

=
=

−
∑

.

О
тж
е,

1
2

1

1
(

)
,

1
(1

)
n

n
S

x
n

x
x

x

∞
−

=
=

=
<

−
∑

.

г) ∑ ∞=

−

1
2

1
2

n
n

n
.

П
редставимо заданий ряд у вигляді:

∑
∑

∑
∑

∑
∞=

∞=
−

∞=

∞=

∞=
−

=
−

=
−

=
−

1
2

1
1

1
1

1
1

2 1
2

2 1
2 2

2
1

2

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

S
S

n
n

n
.

Тут 
∑

∑
∞=

∞=
−

=
=

1
2

1
1

1
2 1

,
2

n
n

n
n

S
n

S
.

П
ідрахуємо ці суми.

1

2 1
1

2 1

2 1

1
2

=
−

=
=

∑ ∞=
n

n
S

.

Д
ля знаходж

ення 
∑ ∞=

−
=

1
1

1
2

n
n n

S
 скористаємось допоміж

ним степеневим

рядом ∑ ∞=
− −

1
1 1

2
n

n n
x

n
, таким, щ

о при 
1

=
x

 приймає вигляд ∑ ∞=
−

=
1

1
1

2
n

n
S

n
. В

каза-

ний допоміж
ний ряд збіж

ний на інтервалі 
)2

,2
( −

, позначимо його суму 
)

(x
S

:

)2
,2

(
,

2
)

(
1

1 1
−

∈
=∑ ∞=

− −
x

x
n

x
S

n
n n

.

П
роінтегруємо цей ряд почленно

)2
,2

(
,

2
2

)
(

0
1

1
1

1 1

0

−
∈

=
=∫

∑
∑

∫
∞=

−

∞=
− −

x
x

dx
x

n
dx

x
S

x

n
n n

n
n n

x
.

∑ ∞=
−

−
=

−
=

1
1

2 2

2
1

2
n

n n

x x
x x

x
.

О
тж

е,

x x
dx

x
S x

−
=

∫
2 2

)
(

0

.

П
родиференцію

ємо ліву та праву частини по x
:2

2
)

2(
4

)
2(

)1
(

2
)

2(
2

)
(

x
x

x
x

x
S

−
=

−
−

−
−

=
.

Тоді  
4

)1
(

=
S

,  але  
∑ ∞=

−
=

=
1

1
1

2
)1

(
n

n
S

n
S

.

О
тж
е, 

4
1

=
S

.

О
статочно маємо

3
1

4
2

1
2

2
1

1
=

−
=

−
=

−
∑ ∞=

S
S

n

n
n

. 

П
риклад 5. Розкласти в ряд М

аклорена функцію
 

x
x

f
2

sin
)

(
=

та знайти область, в якій ряд збігається до цієї функції.
 С
посіб 1.x

x
f

2
sin

)
(

=
.

Ряд М
аклорена для функції 

)
(x

f
 має вигляд

…
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+
+

+
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∑ ∞=
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k
x

n
f

x
f

x
f

f
x

k
f

x
f

!
)0

(
!2

)0
(
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Знаходимо похідні 
)

( )
(

x
f

k
 та їх значення при 

0
=

x
.

x
x

f
2

sin
)

(
=

,
0

)0
(

=
f

;
x

x
x

x
f

2
sin

cos
sin

2
)

(
=

=
′

,
0

)0
(

=
′f

;

 
 

π
+

=
=

′′
2

2
sin

2
2

cos
2

)
(

x
x

x
f

,
2

)0
(

=
′′

f
;

 
 

π⋅
+

=
−

=
′′′

2
2

2
sin

2
2

sin
2

)
(

2
2

x
x

x
f

,
0

)0
(

=
′′′

f
;
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+

=
−

=
2

3
2

sin
2

2
cos

2
)

(
3

3
)4

(
x

x
x

f
,

3
)4

(
2

)0
(

−
=

f
;

 
 

π⋅
+

=
=

2
4

2
sin

2
2

sin
2

)
(

4
4

)5
(

x
x

x
f

,
0

)0
( )5

(
=

f
;

 
 

π⋅
+

=
=

2
5

2
sin

2
2

cos
2

)
(

5
5

)6
(

x
x

x
f

,
5

)6
(

2
)0

(
=

f
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 
 

π
−

+
=

−

2 )1
(

2
sin

2
)

(
1

)
(

n
x

x
f

n
n

.

О
тж
е,

n

n

n
n

x
n

x
x

x
x

2

1

1
2

1
6

5
4

3
2

2

!)
2(

2
)1

(
!6 2

!4 2
!2 2

sin
∑ ∞=

−
+

⋅
−

=
−

+
−

=
…

,   
∞

+
<

<
∞

−
x

.

О
бласть збіж

ності отриманого ряду 
∞

+
<

<
∞

−
x

, бо за формулою
для обчислення радіуса збіж

ності, маємо

∞
+

=
+

+
=

+
=

=
∞

→
+

−

∞
→

+
∞

→
2

1
2

1
2

1
2
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2(
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2(

lim
2!

)
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!)
2

2(
2
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lim

n
n

n
n

a a
R

n
n

n

n
n n

n
.

С
посіб 2.

x
x

f
2

sin
)

(
=

.
П
редставимо 

)
(x

f
 у вигляді:

x
x

x
2

cos
2 1

2 1
)

2
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1(
2 1

sin
2

−
=

−
=

і скористаємось формулою∑ ∞=
∞

+
<

<
∞

−
−

=
0

2
,!)
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(
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n

n
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x
n x
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.

Тоді

∑
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−
−

−
=

−
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=
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2
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0

2
2

!)
2( 2
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(

2 1
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2(
)
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(
2 1

2 1
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n

n
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n
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x
n

n x
x
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−
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−
=
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2
1

2
1
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(

n

n
n

n
x

n
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∞
+

<
<

∞
−

x
. 

П
риклад 6. Розкласти задані функції в ряд М

аклорена.

а) 
)

2
1(

)
1(

3
)

(
x

x
x

f
+

−
=

;
б) 

2
3 1

)
(

2
+

−
=

x
x

x
f

.

 а) 
)

2
1(

)
1(

3
)

(
x

x
x

f
+

−
=

.

Розкладемо цю
 функцію

 на суму найпростіш
их дробів:

x
x

x
x

2
1

2
1

1
)

2
1(

)
1(

3
+

+
−

=
+

−
.

О
скільки

1
,

1
1

0
<

=
−

∑ ∞=
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x
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n
,
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1
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,
)
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<

−
=

+
∑ ∞=

x
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x
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n
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<
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)

∑
∑

∑
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n
n

n

n

n
n

n

n

n
x

x
x

x
x

,   
2 1

<
x

.

О
бласть збіж

ності останнього ряду 
2 1

<
x

, бо область збіж
ності ряду (1)

1
<

x
, а ряду (2) – 

2 1
<

x
.

б) 
2

3 1
)

(
2

+
−

=
x

x
x

f
.

Розкладемо знаменник на множ
ники та представимо задану раціональ-

ну функцію
 у вигляді суми найпростіш

их дробів:

2
1

1 1
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()
1

(
1

2
3 1

2
−

+
− −

=
−

−
=

+
−

x
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x
x

x
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.

П
ісля простих перетворень отримуємо
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−
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=
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.

В
раховуємо, щ

о
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1
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0
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=
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∑ ∞=
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,
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∑ ∞=

x
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x
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n
 або 

2
<

x
.

(4)

Д
алі, враховую

чи, щ
о ряд (3) збігається для 

1
<

x
, а ряд (4) – для

2
<

x
, маємо, щ

о обидва ряди збігаю
ться для 

1
<

x
, тобто в інтервалі

)1
,1

(−
 їх мож

на почленно віднімати.
О
тж
е,

∑
∑

∑
∑
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+

+
∞=

+

∞=
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−
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−
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0
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<
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.

П
риклад 7. Розкласти задані функції в ряд Тейлора за сте-

пенями 
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(
−

x
.

а) 
x

x
f

−
=

4
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)
(

;б) 
x

x
f

1
)

(
=

.

 а) 
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x
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…

+
+

+
+

+
=

=
∑ ∞=

n
n

k

k
k

x
a

x
a

x
a

a
x

a
x

y
2

2
1

0
0

)
(

(1)

Тоді

…
…

+
+

+
+

=
=

′
−

∞=

−
∑

1
2

1
1

1
2

)
(

n
n

k

k
k

x
an

x
a

a
x

ak
x

y

В
раховую

чи початкові умови 
0

)0
(

)0
(

=
′

=
y

y
, маємо, щ

о 
0

1
0

=
=

a
a

.
О
тж
е, маємо

∑ ∞=
=

2
)

(
k

k
k x

a
x

y
,  

∑ ∞=

−
=

′
2

1
)

(
k

k
k x

ak
x

y
,  

∑ ∞=

−
−

=
′′

2

2
)1

(
)

(
k

k
k x

a
k

k
x

y
.

П
ідставимо ці вирази в диференціальне рівняння. О

тримуємо

1
)1

(
2

2

1

2

2
=

+
−

−
∑

∑
∑

∞=

∞=

−
∞=

−

k

k
k

k

k
k

k

k
k

x
a

x
ak

x
x

a
k

k

або

1
)1

(
2

2
2

2
=

+
−

−
∑

∑
∑

∞=

∞=

∞=

−

k

k
k

k

k
k

k

k
k

x
a

x
ak

x
a

k
k

.

П
рирівню

ємо коефіцієнти при однакових степенях x
:

0
)3

2
)(

2
2(

)1
2(

0
)1

2(
)2

2
)(

3
2(

)2
2

)(
1

2(
)1

2(
0

)
2(

)1
2

)(
2

2(

0
4

5 2
0

3
4

5
3

4
0

2
3

4

0
0

2
3

1
2 1

1
1

2

1
2

3
2

1
2

1
2

3
2

1
2

2

2
2

2
2

2
2

2

3
5

3
3

5
3

2
4

2
2

4
2

3
3

1

2
2

0

=
+

+ −
=

=
⇒

=
+

+
−

+
+

+
+

−
=

=
⇒

=
+

−
+

+

=
⋅

=
⇒

=
+

−
⋅

⋅
⋅

=
⇒

=
+

−
⋅

⋅

=
⇒

=
⋅

⋅
⋅

=
⇒

=
⋅

⋅

+

+
+

+
+

+

+
+

m
m

a
m

a
a

a
m

a
m

m
x

m
m

a
m

a
a

a
m

a
m

m
x

a
a

a
a

a
x

a
a

a
a

a
x

a
a

x

a
a

x

m

m
m

m
m

m

m

m
m

m
m

m
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О
тримуємо, щ

о

…

…

,2
,1

,)2
2(

)1
2(

)1
2(

,2
,1

,0
,0

2
2

2

1
2

=
+

+
−

=

=
=

+ +

m
m

m
a

m
a

m
a

m
m m

(2)

В
раховую

чи, щ
о

…,
!2 3

1
6

5 3
,!4 1

4
3

,!2 1
2

1 1
4

6
2

4
2

⋅
=

⋅
=

=
⋅

=
=

⋅
=

a
a

a
a

a
,

перетворю
ємо 

2
2

+
m

a
 до вигляду:

…,
2,

1
,!)

2
2(

!!
)1

2(
2

2
=

+ −
=

+
m

m m
a

m

В
рахуємо також

, щ
о 

0
,

2 1
,0

3
2

1
0

=
=

=
=

a
a

a
a

.

П
ідставимо отримані значення коефіцієнтів у ряд (1) і отримуємо:

2
2

1

2

!)
2

2(
!!

)1
2(

2
)

(
+

∞=
∑

+ −
+

=
m

m
x

m m
x

x
y

.

О
триманий ряд збігається при всіх 

R
∈x

 (перевірте!). 

П
риклад 14. Розв’язати рівняння Бесселя

0
=

+ ′
+ ′′

y
x y

y
.

 Загальний вигляд рівняння Бесселя
0

)
(

2
2

2
=

ν
−

+ ′
+ ′′

y
x

yx
y

x
.

П
еретворимо задане рівняння, помнож

ивш
и обидві частини рівняння

на 
2

x
. М

аємо

0
2

2
=

+ ′
+ ′′

y
x

yx
y

x
.

(1)

О
тж
е, 

0
=

ν
, ν

 – ціле, тоді загальний розв’язок рівняння

)
(

)
(

0
2

0
1

x
K

C
x

I
C

y
+

=
.

В
раховую

чи, щ
о

∑ ∞=

ν+

ν
+

ν
+

Γ
+

Γ

 
 

−
=

0

2

)1
(

)1
(

2
)1

(
)

(
k

k
k

k
k

x

x
I

,

∑ ∞=

ν−
ν

ν
+

=
0

ln
)

(
)

(
k

k
k x

b
x

x
x

I
x

K
,

при 
0

=
ν

 маємо (
!

)1
(

k
k

=
+

Γ
):∑ ∞=

 
 

−
=

0

2

2
0

2
)!

(
)1

(
)

(
k

k
k

x
k

x
I

,

∑ ∞=
+

=
0

0
0

ln
)

(
)

(
k

k
k x

b
x

x
I

x
K

.

Коефіцієнти 
k

b
 знаходять з умови, щ

о 
)

(0 x
K

 задовольняє вихідне
диференціальне рівняння. Тобто знайш

овш
и 

)
(0 x

K
′

, 
)

(0 x
K

′′
, підставимо в

диференціальне рівняння (1). Д
алі, використовую

чи метод невизначених
коефіцієнтів, знайдемо 

k
b

.
М
ож

на показати, щ
о

…
− 

 
+

+
 

 
+ 

 
+

 
 

−
+

=
3 1

2 1
1

2
)!

3( 1
2 1

1
2

)!
2( 1

2
ln

)
(

)
(

6

2

4

2
2 2

0
0

x
x

x
x

x
I

x
K

 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

Ф
ункціональні ряди

У
 задачах 2.81 – 2.92 знайти області збіж

ності заданих
функціональних рядів.

2.81. ∑ ∞=1

1
n

n
x

.
2.82. ∑ ∞=1 ln

n

n
x

.

2.83. ∑ ∞=
+

1
2

2
1

n
x

n
.

2.84. ∑ ∞=
+

1 1
1

n
n

x
.

2.85. ∑ ∞=
+

1
2

1
n

n

nx x
.

2.86. ∑ ∞=1
2

n
n

n
x

x
tg

.

2.87. ∑ ∞=1
2

sin
n

n
nx

.
2.88. ∑ ∞=

−
1

2)
3(

n

n
x

.

2.89. ∑ ∞=
−

1
)3

(
1

n
n

x
n

.
2.90. ∑ ∞=

−
1

5
)4

3(
n

n

n
x

n
.

2.91. ∑ ∞=1
2

sin
n

n x
.

2.92. ∑ ∞=
  

  
+

1
2 1

n
n

n
n

x
n

x
.
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У
 задачах 2.93 – 2.99 довести рівномірну збіж

ність зада-
них функціональних рядів у зазначених проміж

ках.

2.93. ∑ ∞=1
!

sin
n

n nx
,

)
,

(
∞

+
−∞

.

2.94. 
3

1 sin
,

n

n

nx
n

∞=
∑

)
,

(
∞

+
−∞

.

2.95. 
1

1 cos
,

2
n

n

nx
∞

−
=

∑
)

,
(

∞
+

−∞
.

2.96. 
2

1
, n

n

xn

∞=
∑

[
1,1]

−
.

2.97. ∑ ∞=
+

1
2

2
]

)
(

1[
1

n
nx

n
,

)
,

(
∞

+
−∞

.

2.98. ∑ ∞=
+

1
2

2
1

n
n

x
,

)
,

(
∞

+
−∞

.

2.99. ∑ ∞=
+

1
1

3
1

n
n

nx
,

)
,0

(
∞

+
.

С
тепеневі ряди

У
 задачах 2.100 – 2.122 знайти області збіж

ності заданих
степеневих рядів.

2.100. ∑ ∞=1 10
n

n
nx

.
2.101. ∑ ∞=

−
1

)1
(

n

n
n

n x
.

2.102. ∑ ∞=
−

⋅
1

1
10

n
n n

n
x

.
2.103. ∑ ∞=1

!
n

n
x

n
.

2.104. ∑ ∞=

−
−

1

)1
(2

1
2

n

n
n

x
.

2.105. ∑ ∞=

−
+

−
− −

1

1
2

1

)!
1

2(
)1

2(
)1

(
n

n
n

n
n

x
.

2.106. ∑ ∞=
+

1
)1

(
n

n

n
n

x
.

2.107. 
n

n

n
x

n n
∑ ∞=

 
 

+ −
1

1
2

1
2

.

2.108. ∑ ∞=
 

 
+

1

2
1

1
n

n
n

x
n

.
2.109. ∑ ∞=1

2
2

5
n

n
n

x
.

2.110. ∑ ∞=
+

−
1

1
2

)1
(

n
n

n
nx

.
2.111. ∑ ∞=

+
1

!)
1

2(
)

(
n

n

n nx
.

2.112. ∑ ∞=

+

 
 

+
−

1
2

1

2
1

)1
(

n

n
n

x
n

.
2.113. ∑ ∞=

+ −
1

2
3)

3
(

)1
(

n
n

n

n x
.

2.114. ∑ ∞=
⋅ −

1
5

)3
(

n
n

n

n x
.

2.115. ∑ ∞=
+ −

1

29)
1

(
)1

(
n

n n

n x
.

2.116. ∑ ∞=

−
1

22
)2

(
n

n

n

n x
.

2.117. ∑ ∞=

++
+

−
1

2 1

2)
1

(
)2

3(
)1

(
n

n

n
nn

x
.

2.118. ∑ ∞=

−

− −
−

1

1
2

1
2

)4
(

)1
(

n

n
n

n x
.

2.119. ∑ ∞=
+ +

1
2

3
)1

2(
n

n

n x
.

2.120. ∑ ∞=

+
1

!)
2(

)2
3(

n

n

n
x

.
2.121. ∑ ∞=

+
+

1
3

1
)1

(
n

n

n
n

x
tg

.

2.122. ∑ ∞=
+ +

+
1

2 2

2 1
)1

(
n

n
n

n n
x

arctg
.

У
 задачах 2.123 – 2.132 знайти суми заданих рядів, вико-

ристовую
чи почленне диференцію

вання та інтегрування.

2.123. ∑ ∞=1
n

nn x
.

2.124. ∑ ∞=

−
−

1

1
)1

(
n

n
n

n x
.

2.125. ∑ ∞=

−−
1

1
2

1
2

n

n

n x
.

2.126. ∑ ∞=

−
−

−
−

1

1
2

1

1
2

)1
(

n

n
n

n x
.

2.127. ∑ ∞=
+

0
)1

(
n

n
x

n
.

2.128.∑ ∞=

−
−

−
−

1

2
2

1
)1

2(
)1

(
n

n
n

x
n

.
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2.129. ∑ ∞=

−
+

1

1
)1

(
n

n
x

n
n

.
2.130. ∑ ∞=

+
+

0

1
2

)1
(

n

n
x

n
.

2.131. ∑ ∞=

−
−

1

1
)3

(
n

n
x

n
.

2.132. ∑ ∞=
−

−
+

1
1

1
22

)
(

n
n

n
x

n
n

.

У
 задачах 2.133 – 2.140 знайти суми заданих рядів, вико-

ристовую
чи відповідні степеневі ряди.

2.133. ∑ ∞=
⋅

1
3 1

n
n

n
.

2.134. ∑ ∞=
−

−
1

1
2

4)
1

2(
1

n
n

n
.

2.135. ∑ ∞=

−

−
−

1

11
2

)1
(

n

n

n
.

2.136. ∑ ∞=
⋅

1
5 2

n
n n

n
.

2.137. ∑ ∞=
⋅

−
2

2
)1

(
1

n
n

n
n

.
2.138. ∑ ∞=

+ +
1

2
2

)1
2(

n
n n

n
.

2.139. ∑ ∞=

−
1

2
1

2
n

n
n

.
2.140. ∑ ∞=

−

−

− −
1

1

13)
1

2(
)1

(
n

n

n

n
.

У
 задачах 2.141 – 2.152 розкласти в ряд Тейлора задані

функції.
2.141. 

x
x

f
ln

)
(

=
 за степенями 

)1
(

−x
.

2.142. 
2 1

)
(

x
x

f
=

 за степенями 
)1

(
+x

.

2.143. 
x

x
f

1
)

(
=

 за степенями 
)3

(
−x

.

2.144. 
4

sin
)

(
x

x
f

π
=

 за степенями 
)2

(
−x

.

2.145. 
3

)
(

x
x

f
=

 за степенями 
)1

(
−x

.

2.146. 
x

e
x

f
=)

(
 за степенями 

)2
(

+x
.

2.147. 
7

4 1
)

(
2

+
+

=
x

x
x

f
 за степенями 

)2
(

+x
.

2.148. 
x

x
f

2
cos

)
(

=
 за степенями 

 
 

π
−

4
x

.

2.149. 
x

x
f

3
4

1
)

(
+

=
 за степенями 

)2
(

+x
.

2.150. 
x

x
f

2
5

1
)

(
+

=
 за степенями 

)3
(

−x
.

2.151. 
)3

5(
ln

)
(

+
=

x
x

f
 за степенями 

)1
(

−x
.

2.152. 
2

2 1
ln

)
(

2
+

−
=

x
x

x
f

 за степенями 
)1

(
−x

.

У
 задачах 2.153 – 2.156 розкласти задані функції в ряд

М
аклорена (за степенями x ).

2.153. 
x

x
f

ch
=)

(
.

2.154. 
x

e
x

x
f

2
)

(
=

.

2.155. 
x

e
x

f
xsin

)
(

=
.

2.156. 
x x

x
f

− +
=

1 1
ln

)
(

.

У
 задачах 2.157 – 2.159 розкласти задані функції за степе-

нями x, використовую
чи відомі розклади функцій 

x
e

x
sin

,
,

m
x

x
x

)
1(

),
1(

ln
,

cos
+

+
 в ряд М

аклорена.

2.157. а) 
x

e
x

f
2

)
(

=
;

б) 
2

)
(

x
e

x
f

−
=

;

           в) 
x

ex
x

f
2

)
(

−
=

;
г) 

2
)

(
x

ex
x

f
−

=
;

           д) 
x

e
x

x
f

3
)

(
=

;
е) 

)
1(

)
(

x
e

x
f

x
+

=
−

.

2.158. а) 
2

sin
)

(
x

x
f

=
;

б) 
x

x
f

2
sin

)
(

=
;

           в) 
x

x
x

f
3

sin
)

(
=

;
г) 

x
x

f
2

cos
)

(
=

;

           д) 
x

x
x

x
f

cos
)

(
)

(
tg

−
=

.

2.159. а) 
2

1
)

(
x

x
f

+
=

;
б) 

2
4 1

)
(

x
x

f
−

=
;
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           в) 
3

3
8

)
(

x
x

f
−

=
;

г) 
3

3
1 1

)
(

x
x

f
+

=
;

           д) 
2

2

1
)

(
x

x
x

f
−

=
.

У
 задачах 2.160 – 2.170 знайти границі, використовую

чи
розклади функцій в ряд М

аклорена.

2.160. 
3

0
lim

x
x

x
x

arctg
−

→
.

    2.161. 
x

e
x

x
x

−
− −

→
1 cos

1
lim

0
.

2.162. 
5

3

0

)
sin

(2
lim

x
x

x
x

x

−
−

→

tg
.    2.163. 

3

2

0

)
1

ln(
lim

x
x

x
x

x

−
+

+
→

.

2.164. 
)1

(
)

1(
ln

)
1(

ln
lim

2
2

0
−

+
−

+
+

+
→

x
x

e
x

x
x

x
x

.

2.165. 
 

 
−

→
x

x
x

2
2

0

1
lim

ctg
.

    2.166. 
 

 
−

+
→

4
3

0

3
sin cos

2
lim

x
x

x
x

x
.

2.167. 
 

 
 

 
+

−
∞

→
x

x
x

x

1
1

ln
lim

2
.  2.168. 

 
 

−
→

x x
x

x

ctg
2

0

1
lim

.

2.169. 
x

x
x

x
4

2

0

cos
1

1
lim

tg +
−

→
.

2.170. 
x

x
e

x
e

x
x

x

x
arctg

−
−

−
+

−

→
arcsin

)
1(

)
1(

lim
0

.

2.171. О
бчислити наближ

ене значення 
3

e
, взявш

и три
члени розкладу в ряд М

аклорена функції 
x

e
x

f
=)

(
, та оцінити

похибку.
2.172. О

бчислити наближ
ене значення 

o
18

sin
, взявш

и три
члени розкладу в ряд М

аклорена функції 
x

x
f

sin
)

(
=

, та оціни-
ти похибку.

У
 задачах 2.173 – 2.178 обчислити вказані вирази з зада-

ною
 точністю

, використовую
чи відомі розклади відповідних

функцій в ряд М
аклорена.

2.173. а) 
2

e
 з точністю

 до 0,001;
           б) 

e
 з точністю

 до 0,001;

           в) e 1
 з точністю

 до 0,0001.

2.174. а) 
o

1
sin

 з точністю
 до 0,0001;

           б) 
o

1
cos

 з точністю
 до 0,001;

           в) 
o

10
cos

 з точністю
 до 0,0001.

2.175. а) 3
30

 з точністю
 до 0,001;

           б) 3500
 з точністю

 до 0,001;
           в) 5

250
 з точністю

 до 0,0001.
2.176. а) 

3
ln

 з точністю
 до 0,0001;

           б) 
3,1

ln
 з точністю

 до 0,0001;
           в) 

5
lg

 з точністю
 до 0,0001.

2.177. 
5 1

arcsin
 з точністю

 до 0,0001.

2.178. 
2 1

arctg
 з точністю

 до 0,0001.

У
 задачах 2.179, 2.180 для заданих рівнянь 

0
)

,
(

=
y

x
f

 знай-
ти розклади функції 

)
(x

y
 у ряд М

аклорена (за степенями x).
Д
ля знаходж

ення коефіцієнтів ряду використати:
а) метод невизначених коефіцієнтів,
б) послідовне диференцію

вання.

2.179. 
y

e
xy

x
=

+
.

2.180. 
xy

x
y

−
+

=
)

1(
ln

.
У

 задачах 2.181 – 2.185 виразити у формі ряду задані інтег-
рали, використовую

чи розклади в ряд підінтегральних функцій;
вказати області збіж

ності отриманих рядів.

2.181. а) ∫
dx

x x
sin

;
б) ∫

dx
x

x
cos

.

2.182. а) ∫
dx

x e
x

;
б) ∫

dx
x e

x2
;

    в) ∫
−

x
x

dx
e0

2
.
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2.183. ∫ x
dx

x
x

0 arctg
.

2.184. а) ∫
−

x

x

dx

0
4

1
;

б) ∫
+

x
dx

x
0

3
1

.

2.185. ∫
−

x

x dx

0
9

1
.

2.186. О
бчислити наближ

ене значення заданих інтегралів,
взявш

и вказане число членів розкладу підінтегральної функції
в ряд М

аклорена. В
казати похибку.

а) ∫ ππ

46

dx
x

x
cos

 (3 члени);
б) ∫

−
4

10

2dx
e

x
 (3 члени);

в) ∫ 11,
0

dx
x e
x

 (6 членів).

У
 задачах 2.187 – 2.191 обчислити з точністю

 до 0,001 зада-
ні інтеграли.

2.187. а) ∫
−

2,
0

1,
0

3
dx

x e
x

;
б) ∫

−
4

10

2dx
e

x
.

2.188. а) ∫ 8,
00

10sin
dx

x
x

;б) ∫ 4
10

2
sin

dx
x

;
 в) ∫ ππ

46 cos
dx

x
x

.

2.189. а) ∫
+

5,
00

4
1

x
dx

;
б) ∫

+

5,
00

4
1

x

dx
.

2.190. 
dx

x
x

∫ 5,
00

arctg
.

2.191. ∫
+

1,
00

)
1(

ln
dx

x
x

.

2.192. Знайти ш
ість перш

их членів розкладу в степеневий ряд
розв’язку диференціального рівняння 

0
)

1(
2

=
+

− ′′
y

x
y

, яке за-
довольняє задані початкові умови 

2
)0

(
,2

)0
(

=
′

−
=

y
y

.

2.193. Знайти дев’ять перш
их членів розкладу в степене-

вий ряд розв’язку диференціального рівняння 
y

y
x

y
′

−
= ′′

2
, щ

о
задовольняє задані початкові умови 

0
)0

(
,1

)0
(

=
′

=
y

y
.

2.194. Записати у вигляді степеневого ряду частинний роз-
в’язок диференціального рівняння 

0
1

=
−

+ ′
− ′′

y
yx

y
, щ

о задо-
вольняє початкові умови 

0
)0

(
,0

)0
(

=
′

=
y

y
.

2.195. Записати у вигляді степеневого ряду загальний роз-
в’язок заданого диференціального рівняння (обмеж

итись ш
ість-

ма перш
ими членами).

а) 
x

ey
y

= ′′
;

б) 
0

2
=

− ′
+ ′′

y
x

yx
y

.
У

 задачах 2.196 – 2.198 знайти три перш
их (відмінних від

нуля) члени розкладу в степеневий ряд розв’язків диференціаль-
них рівнянь, щ

о задовольняю
ть задані початкові умови.

2.196. а) 
0

)1
(

),
(

ln
=

+
+

= ′
y

y
x

xy
y

;
           б) 

0
)0

(
,

cos
2

=
+

= ′
y

y
x

y
;

           в) 
2

)0
(

,0
)

(
2

=
=

−
+

− ′
y

e
y

y
x

y
x

.
2.197. а) 

0
)1

(
,0

)1
(

, 2
2

=
− ′

=
−

+
= ′′

y
y

y
x

y
;

           б) 
2

)2
(

,0
)2

(
,

2
)

(
2

=
′

=
−

+
′

= ′′
y

y
x

xy
y

y
.

2.198. 
0

)0
(

,1
)0

(
,0

)0
(

,
2

)
(

3
2

=
′′

=
′

=
+

+
′

+ ′′
= ′′′

y
y

y
x

y
y

y
y

.

У
 задачах 2.199 – 2.200 знайти п’ять перш

их членів роз-
кладу в степеневий ряд розв’язків диференціальних рівнянь, щ

о
задовольняю

ть задані початкові умови.
2.199. а) 

1
)0

(
,

cos
2

2
=

−
= ′

y
xy

x
y

;

           б) 
1

)0
(

, 2
2

=
+

= ′
y

y
x

y
;

           в) 
2

)0
(

,
2

=
−

= ′
y

y
x

y
.

2.200. а) 
1

)0
(

)0
(

,
2

=
′

=
−

= ′′
y

y
xy

y
;

           б) 
0

)0
(

,1
)0

(
,

cos
=

′
=

+
= ′′

y
y

x
x

y
y

;
           в) 

0
)0

(
,1

)0
(

,
2

=
′

=
= ′

+ ′′
y

y
y

x
y

y
.
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У
 задачах 2.201 – 2.210 розв’язати рівняння Бесселя.

2.201. 
0

4 1
2

2
=

 
 

−
+ ′

+ ′′
y

x
yx

y
x

.

2.202. 
0

4 9
2

2
=

 
 

−
+ ′

+ ′′
y

x
yx

y
x

.

2.203. 
0

9 4
2

2
=

 
 

−
+ ′

+ ′′
y

x
yx

y
x

.

2.204. 
0

9 1
4

2
2

=
 

 
−

+ ′
+ ′′

y
x

yx
y

x
.

2.205. 
0

9 1
1

=
+ ′

+ ′′
y

y
x

y
.

2.206. 
0

4
1

=
+ ′

+ ′′
y

y
x

y
.

2.207. 
0

)1
(4

2
2

2
=

−
+ ′

− ′′
y

x
yx

y
x

.

2.208. 
0

4 1
2 1

=
+ ′

+ ′′
y

y
yx

.

2.209. 
0

5
=

+ ′
+ ′′

y
y

x
y

.

2.210. 
0

4
3

=
+ ′

+ ′′
y

y
x

y
.

§3. Ряди Ф
ур’є

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Ряд Ф
ур’є для періодичної ф

ункції з періодом
 

π2
Тригономет

ричним рядом називається ряд вигляду

∑ ∞=
+

+
1

0
)

sin
cos

(
2

n
n

n
nx

b
nx

a
a

,
(2.31)

де 
n

n
b

a
a

,
,0

 – задані числа, 
…,

2,
1

=
n

.
Рядом Ф

ур’є періодичної ф
ункції 

)
(x

f
 з періодом 

π2
, визначеної на

відрізку 
]

,
[

π
π−

, називається ряд

∑ ∞=
+

+
1

0
)

sin
cos

(
2

n
n

n
nx

b
nx

a
a

,
(2.32)

де    
∫ ππ−

π
=

dx
x

f
a

)
(

1
0

, 
∫ ππ−

π
=

dx
nx

x
f

a
n

cos
)

(
1

, 
∫ ππ−

π
=

dx
nx

x
f

b
n

sin
)

(
1

,
(2.33)

…,
2,

1
=

n
.

Числа 
n

n
b

a
a

,
,0

, визначені формулами (2.33), називаю
ться коеф

іцієн-
т
ами Ф

ур’є.
Я
кщ

о ряд (2.32) збігається, то його сума 
)

(x
S

 є періодичною
 функці-

єю
 з періодом 

π2
, тобто 

)
(

)
2

(
x

S
x

S
=

π
+

.

Теорема 1. Я
кщ

о функцію
 

)
(x

f
 мож

на подати на відрізку 
]

,
[

π
π−

 у
вигляді рівномірно збіж

ного на цьому відрізку тригонометричного ряду, то
цей ряд єдиний і є рядом Ф

ур’є для функції 
)

(x
f

.
Теорема 2 (Д

іріхле). Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 кусково-гладка на відрізку
]

,
[

π
π−

, то її ряд Ф
ур’є збігається в кож

ній точці x
 цього відрізка, причому

сума цього ряду 
)

(x
S

 задовольняє такі умови:
1) 

)
(

)
(

x
f

x
S

=
, якщ

о 
π

<
<

π−
x

 і x
 є точкою

 неперервності функції
)

(x
f

;2) 
2

)0
(

)0
(

)
(

+
+

−
=

x
f

x
f

x
S

, якщ
о 

π
<

<
π−

x
 і x

 є точкою
 розриву

функції 
)

(x
f

;

3) 
2

)0
(

)0
(

)
(

)
(

−
π

+
+

π−
=

π−
=

π
f

f
S

S
.

Н
агадаємо, щ

о кусково-гладкою
 на відрізку 

]
,

[
b

a
 називається кусково-

неперервна функція, щ
о має неперервну похідну в усіх точках, за виклю

чен-
ням їх скінченного числа, в яких вона має розрив перш

ого роду. О
тж

е, кус-
ково-гладка на відрізку 

]
,

[
b

a
 функція обмеж

ена та має обмеж
ену перш

у
похідну.Теорема Д

іріхле дає достатню
 умову розкладання періодичної функ-

ції 
)

(x
f

 з періодом 
π2

 в ряд Ф
ур’є.

Згідно з теоремою
 2, у точках неперервності функції

∑ ∞=
+

+
=

1

0
)

sin
cos

(
2

)
(

n
n

n
nx

b
nx

a
a

x
f

.
(2.34)

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 парна на відрізку 
]

,
[

π
π−

, то її ряд Ф
ур’є має

вигляд

∑ ∞=
+

=
1

0
cos

2
)

(
n

n
nx

a
a

x
f

,
(2.35)
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де

∫ π

π
=

0
0

)
(

2
dx

x
f

a
,  

∫ π

π
=

0

cos
)

(
2

dx
nx

x
f

a
n

.
(2.36)

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 непарна на відрізку 
]

,
[

π
π−

, то її ряд Ф
ур’є має

вигляд

∑ ∞=
=

1
sin

)
(

n
n

nx
b

x
f

,
(2.37)

де

∫ π

π
=

0

sin
)

(
2

dx
nx

x
f

b
n

.
(2.38)

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 задана на відрізку 
]

,0
[

π
, то, для розкладання в

ряд Ф
ур’є, цю

 функцію
 довизначаю

ть на відрізку 
]0

,
[

π−
 довільним чином,

а потім розкладаю
ть її в ряд Ф

ур’є на відрізку 
]

,
[

π
π−

. Н
айбільш

 доцільно
довизначати цю

 функцію
 так, щ

об виконувалась одна з двох умов:
1) 

)
(

)
(

x
f

x
f

=
−

. У
 цьому випадку каж

уть, щ
о функція 

)
(x

f
 довиз-

начена парним чином. Д
ля її розкладання в ряд Ф

ур’є використовую
ться

формули (2.35), (2.36). К
аж

уть також
, щ

о функція 
)

(x
f

 розкладена в ряд
Ф
ур’є по косинусах.

2) 
)

(
)

(
x

f
x

f
−

=
−

. У
 цьому випадку каж

уть, щ
о функція 

)
(x

f
 дови-

значена непарним чином. Д
ля її розкладання в ряд Ф

ур’є використовую
ться

формули (2.37), (2.38). К
аж

уть також
, щ

о функція 
)

(x
f

 розкладена в ряд
Ф
ур’є по синусах.

Ряд Ф
ур’є для періодичної ф

ункції з періодом
 

l2

Рядом Ф
ур’є періодичної ф

ункції 
)

(x
f

 з періодом 
l2 , визначеної на

відрізку 
]

,
[

l
l−

, називається ряд

∑ ∞=
 

 
π

+
π

+
1

0
sin

cos
2

n
n

n
l nx

b
l nx

a
a

,
(2.39)

де 
∫−

=
ll

dx
x

f
l

a
)

(
1

0
,   

∫−

π
=

ll
n

dx
l nx

x
f

l
a

cos
)

(
1

,   
∫−

π
=

ll
n

dx
l nx

x
f

l
b

sin
)

(
1

.(2.40)

Числа 
n

n
b

a
a

,
,0

, визначені формулами (2.40), називаю
ться коеф

іцієн-
т
ами Ф

ур’є.

М
ає місце теорема Д

іріхле, аналогічна теоремі 2, щ
о дає достатню

умову подання функції, періодичної з періодом 
l2 , у вигляді ряду Ф

ур’є.
Згідно з цією

 теоремою
, в точках неперервності функції маємо:

∑ ∞=
 

 
π

+
π

+
=

1

0
sin

cos
2

)
(

n
n

n
l nx

b
l nx

a
a

x
f

.
(2.41)

Якщ
о функція 

)
(x

f
 парна на відрізку 

]
,

[
l

l−
, то її ряд Ф

ур’є має вигляд

∑ ∞=

π
+

=
1

0
cos

2
)

(
n

n
l nx

a
a

x
f

,
(2.42)

де

∫
=

l
dx

x
f

l
a

0
0

)
(

2
,  

∫
π

=
l

n
dx

l nx
x

f
l

a
0

cos
)

(
2

.
(2.43)

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 непарна на відрізку 
]

,
[

l
l−

, то її ряд Ф
ур’є має

вигляд

∑ ∞=

π
=

1
sin

)
(

n
n

l nx
b

x
f

,
(2.44)

де

∫
π

=
l

n
dx

l nx
x

f
l

b
0

sin
)

(
2

.
(2.45)

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 задана на відрізку 
]

,0
[

l
, то для її розкладання в

ряд Ф
ур’є виконую

ть процедури аналогічні випадку задання функції на відріз-
ку 

]
,0

[
π

. П
ри цьому при довизначенні функції парним чином (

)
(

)
(

x
f

x
f

=
−

)
користую

ться формулами (2.42), (2.43), а непарним чином (
)

(
)

(
x

f
x

f
−

=
−

) –
формулами (2.44), (2.45). У

 результаті отримуємо розкладання функції 
)

(x
f

в ряд Ф
ур’є по косинусах та синусах відповідно.

Ряд Ф
ур’є в ком

плексній ф
орм

і
Комплексна ф

орма ряду Ф
ур’є на відрізку 

]
,

[
π

π−
 має вигляд

∑
∞

+

∞
−

=
=

n

inx
n e

C
x

f
)

(
,

(2.46)

де

… ,
2

,1
,0

,
)

(
2 1

±
±

=
π

=
∫ ππ−

−
n

dx
e

x
f

C
inx

n
.

(2.47)
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А
налогічно, комплексна форма ряду Ф

ур’є на відрізку 
]

,
[

l
l −

 має вигляд

∑
∞

+

∞
−

=

π

=
n

i
l nx

n e
C

x
f

)
(

,
(2.48)

де

…,
2

,1
,0

,
)

(
2 1

±
±

=
=

∫−

π
−

n
dx

e
x

f
l

C
ll

i
l nx

n
.

(2.49)

Інтеграл Ф
ур’є. П

еретворення Ф
ур’є

В
важ

атимемо, щ
о функція 

)
(x

f
 задовольняє такі умови:

1) визначена на всій числовій осі,
2) кусково-гладка на будь-якому скінченному проміж

ку,

3) абсолю
тно інтегровна на всій числовій осі, тобто ∫ ∞

+

∞
−

dx
x

f
)

(
 збі-

гається.Тоді в точках неперервності функції 
)

(x
f

 має місце формула

∫
∫

∞
+

∞
−

∞
+

−
α

α
π

=
dt

x
t

t
f

d
x

f
)

(
cos

)
(

1
)

(
0

,
(2.50)

яка називається інт
егральною

 ф
ормулою

 Ф
ур’є.

Ф
ормула (2.50) мож

е бути записана у вигляді

α
  

  
α

  
  

α
+

α
  

  
α

π
=

∫
∫

∫
∞

+
∞

+

∞
−

∞
+

∞
−

d
x

dt
t

t
f

x
dt

t
t

f
x

f
0

sin
sin

)
(

cos
cos

)
(

1
)

(
.  (2.51)

Вираз, щ
о стоїть справа у формулі (2.50) або (2.51), називається інт

ег-
ралом Ф

ур’є.
Д
ля випадків, коли функція 

)
(x

f
 парна, або непарна, вигляд форму-

ли (2.51), а отж
е і інтеграл Ф

ур’є, спрощ
ується.

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 – парна, то

α
α

  

  
α

π
=

∫
∫

∞
+

∞
+

dx
dt

t
t

f
x

f
cos

cos
)

(
2

)
(

0
0

.
(2.52)

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 – непарна, то

α
α

  

  
α

π
=

∫
∫

∞
+

∞
+

dx
dt

t
t

f
x

f
sin

sin
)

(
2

)
(

0
0

.
(2.53)

Інтеграл Ф
ур’є мож

е бути представлено в комплексній ф
ормі

∫
∫

∞
+

∞
−

α
∞

+

∞
−

α
−

α
  

  

π
=

d
e

dt
e

t
f

x
f

x
i

t
i

)
(

2 1
)

(
.

(2.54)

З формулами (2.52), (2.53), (2.54) пов’язані інт
егральні перет

ворен-
ня Ф

ур’є.
1. Косинус-перет

ворення Ф
ур’є (для парних функцій):

∫ ∞
+

α
π

=
α

0

cos
)

(
2

)
(

dt
t

t
f

F
C

     (пряме),
(2.55)

∫ ∞
+

α
α

α
π

=
0

cos
)

(
2

)
(

dx
F

x
f

C
   (обернене).

(2.56)

2. С
инус-перет

ворення Ф
ур’є (для непарних функцій):

∫ ∞
+

α
π

=
α

0

sin
)

(
2

)
(

dt
t

t
f

F
S

      (пряме),
(2.57)

∫ ∞
+

α
α

α
π

=
0

sin
)

(
2

)
(

dx
F

x
f

S
   (обернене).

(2.58)

3. П
ерет

ворення Ф
ур’є загального вигляду:

∫ ∞
+

∞
−

α
−

π
=

α
dt

e
t

f
F

t
i

)
(

2 1
)

(
       (пряме),

(2.59)

∫ ∞
+

∞
−

α
α

α
π

=
d

e
F

x
f

x
i

)
(

2 1
)

(
      (обернене).

(2.60)

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення тригонометричного ряду.

2. Д
айте означення тригонометричного ряду Ф

ур’є для
періодичної функції з періодом 

π2
.

3. С
формулю

йте теорему Д
іріхле, щ

о дає достатні умови
розкладання в ряд Ф

ур’є періодичної функції з періодом 
π2

.
4. Запиш

іть ряд Ф
ур’є для функції 

)
(x

f
, парної на відріз-

ку 
]

,
[

π
π−

; непарної на відрізку 
]

,
[

π
π−

.
5. За якими правилами розкладається в ряд Ф

ур’є функція
)

(x
f

, задана на відрізку 
]

,0
[

π
?
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6. За якими формулами визначаю
ться коефіцієнти Ф

ур’є
для періодичної функції 

)
(x

f
 з періодом 

l2 ? Я
кий вигляд має

ряд Ф
ур’є для такої функції?
7. Запиш

іть ряд Ф
ур’є для функції 

)
(x

f
, парної на відріз-

ку 
]

,
[

l
l−

; непарної на відрізку 
]

,
[

l
l−

.
8. За якими правилами розкладається в ряд Ф

ур’є функція
)

(x
f

, задана на відрізку 
]

,0
[

l
?

9. Н
аведіть комплексну форму ряду Ф

ур’є для функції періо-
дичної з періодом 

π2
; для функції періодичної з періодом 

l2.
10. За яких умов має місце інтегральна формула Ф

ур’є? Н
а-

ведіть цю
 формулу.

11. Який вигляд має інтеграл Ф
ур’є для випадку, коли 

)
(x

f
 –

парна функція; 
)

(x
f

 – непарна функція?
12. Я

кий вигляд має інтеграл Ф
ур’є в комплексній формі?

13. Н
аведіть косинус-перетворення Ф

ур’є, синус-перетво-
рення Ф

ур’є.
14. Н

аведіть перетворення Ф
ур’є загального вигляду.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті розглянуто 16 прикладів розв’язання за-

дач, які за своєю
 тематикою

 розподілились так:

1. Ряд Ф
ур’є для періодичної функції з періодом 

π2
:

приклади 1 – 6.
2. Ряд Ф

ур’є для періодичної функції з періодом 
l2:

приклади 7 – 10.
3. Ряд Ф

ур’є в комплексній формі: приклади 11, 12.
4. Інтеграл Ф

ур’є. П
еретворення Ф

ур’є: приклади 13 – 16.

П
ри розгляданні прикладів розкладання функцій в ряд Ф

ур’є, для зна-
ходж

ення коефіцієнтів Ф
ур’є приходимо до обчислення інтегралів частина-

ми, або інш
ими прийомами, вивченими раніш

е.
У

 процесі обчислення інтегралів мож
ливе звертання до довідкового

матеріалу, який наводимо для зручності ниж
че.

1. 
C

kx
k

k kx
x

dx
kx

x
+

+
=

∫
cos

1
sin

cos
2

.

2. 
C

kx
k

k kx
x

dx
kx

x
+

+
−

=
∫

sin
1

cos
sin

2
.

3. 
C

kx
k

k kx
x

k
k kx

x
dx

kx
x

+ 
 

+
−

−
=

∫
sin

1
cos

2
sin

cos
2

2
2

.

4. 
C

kx
k

k kx
x

k
k kx

x
dx

kx
x

+ 
 

+
+

−
=

∫
cos

1
sin

2
cos

sin
2

2
2

.

5. 
C

bx
a

bx
b

b
a

e
dx

bx
e

ax
ax

+
+

+
=

∫
)

cos
sin

(
cos

2
2

.

6. 
C

bx
b

bx
a

b
a

e
dx

bx
e

ax
ax

+
−

+
=

∫
)

cos
sin

(
sin

2
2

.

7. 
b

a
C

b
a

x
b

a
b

a
x

b
a

dx
bx

ax
≠

+
− −

+
+ +

=
∫

,
)

(2
)

sin(
)

(2
)

sin(
cos

cos
.

8. 
b

a
C

b
a

x
b

a
b

a
x

b
a

dx
bx

ax
≠

+
− −

+
+ +

−
=

∫
,

)
(2

)
sin(

)
(2

)
sin(

sin
sin

.

9. 
b

a
C

b
a

x
b

a
b

a
x

b
a

dx
bx

ax
≠

+
− −

−
+ +

−
=

∫
,

)
(2

)
cos(

)
(2

)
cos(

cos
sin

.

Н
агадаємо також

, щ
о

  
+

=
−

=
=

−
=

π
;1

2
,1

,
2

,1
)1

(
cos

n
k

n
k

k
k

    
0

sin
=

πk
.

Н
аведемо значення деяких визначених інтегралів.

1. ∫ ππ−

≠
=

m
n

dx
m

x
nx

,0
cos

cos
.

2. ∫ ππ−

≠
=

m
n

dx
m

x
nx

,0
sin

sin
.

3. ∫ ππ−

∈
∀

=
N

m
n

dx
m

x
nx

,
,0

cos
sin

.

4. ∫ ππ−

∈
=

N
n

dx
nx

,0
cos

.
5. ∫ ππ−

∈
=

N
n

dx
nx

,0
sin

.

6. ∫ ππ−

∈
π

=
N

n
dx

nx
,

cos 2
.

7. ∫ ππ−

∈
π

=
N

n
dx

nx
,

sin
2

.

8. ∫ ππ−

π
=

⋅
2

1
dx

.
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Ряд Ф
ур’є для періодичної ф

ункції з періодом
 

π2

П
риклад 1. Розкласти в ряд Ф

ур’є функцію
, одерж

ану пе-
ріодичним продовж

енням функції

  
π

≤
<

−
≤

<
π

−
=

x x
x

f
0

,1
,0

,2
)

(

на всю
 числову вісь (період 

π
=

2
T

).
 Н
аведемо графік функції, одерж

аної періодичним продовж
енням

функції 
)

(x
f

 на всю
 числову вісь.

 f (x)

 x
О

π
−2

–1

π−
π3

π2
π

π4

  2
••

•
•

•
•

•
Рис.2.1

Ф
ункція 

)
(x

f
 – кусково-гладка, тобто обмеж

ена та має обмеж
ену

перш
у похідну, тому її ряд Ф

ур’є у точках неперервності збігатиметься до
цієї функції (теорема Д

іріхле).
П
ідрахуємо коефіцієнти Ф

ур’є:

1
1

2
)1

(
1

2
1

)
(

1

0

0

0
=

−
=

−
π

+
π

=
π

=
∫

∫
∫

π

π−

ππ−

dx
dx

dx
x

f
a

,

0
cos

)1
(

1
cos

2
1

cos
)

(
1

0

0
=

−
π

+
π

=
π

=
∫

∫
∫

π

π−

ππ−

dx
nx

dx
nx

dx
nx

x
f

a
n

,

=
−

π
+

π
=

π
=

∫
∫

∫
π

π−

ππ−
0

0
sin

)1
(

1
sin

2
1

sin
)

(
1

dx
nx

dx
nx

dx
nx

x
f

b
n

=
−

−
π

+
−

−
π

−
=

π
+

π
−

=
π

π−
)1

)1
((

1
)

)1
(

1(
2

cos
1

cos
2

0

0
n

n

n
n

nx
n

nx
n

    

−
π

−
=

⋅
π

−

−
=

⋅
π

−
=

−
−

π
−

=
.

,
6

2
3

,0
0

3

)
)1

(
1(

3

непарне

парне,

n
n

n

n
n

n
n

О
тж

е,

)1
2( 6

,0
1

2
2

−
π

−
=

=
−

n
b

b
n

n
.

П
ідставимо отримані коефіцієнти в ряд Ф

ур’є, вигляд якого такий:

∑ ∞=
+

+
1

0
)

sin
cos

(
2

n
n

n
nx

b
nx

a
a

.

О
держ

имо ряд Ф
ур’є, суму якого позначимо 

)
(x

S
:

∑ ∞=
−

−
π

−
=

1
)1

2
sin(

)1
2(

1
6

2 1
)

(
n

x
n

n
x

S
.

Згідно з теоремою
 Д
іріхле)

(
)

(
x

f
x

S
=

,  
)

,0
(

)0
,

(
π

π−
∈

∪
x

,

x
 – точка неперервності функції. У

 точці розриву 
0

=
x

, щ
о є точкою

 роз-
риву перш

ого роду, та на кінцях проміж
ку маємо:

2 1
2

)1
(

2
2

)0
0(

)0
0(

)0
(

=
−

+
=

+
+

−
=

f
f

S
,

2 1
2

)1
(

2
2

)0
(

)0
(

)
(

)
(

=
−

+
=

−
π

+
+

π−
=

π−
=

π
f

f
S

S
.

О
тж

е,

∑ ∞=
−

−
π

−
=

1
)1

2
sin(

)1
2(

1
6

2 1
)

(
n

x
n

n
x

f
,  

)
,0

(
)0

,
(

π
π−

∈
∪

x
,

а в точках 
π

=
=

π−
=

x
x

x
,0

,
 сума ряду 

2 1
)

(
=

x
S

. 

П
риклад 2. Розкласти функцію

  
π

<
≤

<
<

π
−

=
x

x
x

x
f

0
,

,0
,0

)
(

в ряд Ф
ур’є на проміж

ку 
)

,
(

π
π−

. С
користавш

ись одерж
аним

рядом, обчислити суму ряду ∑ ∞=
−

1
2)1

2(
1

n
n

.

 Зобразимо задану функцію
 та її періодичне продовж

ення на всю
числову вісь на рис.2.2.
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 f (x)

 x
О

 π
 2π

 3π
 5π

 –π
 –2π

 –3π
 4π

Рис.2.2
Задана функція задовольняє умови теореми Д

іріхле. Знайдемо коефі-
цієнти Ф

ур’є. В
икористовую

чи властивість адитивності визначеного інтег-
рала, матимемо

2
2

1
1

0
1

)
(

1

0

2

0

0

0
π

=
π

=
π

+
⋅

π
=

π
=

π
π

π−

ππ−
∫

∫
∫

x
dx

x
dx

dx
x

f
a

.

Д
алі для обчислення коефіцієнтів 

n
a

 та 
n

b
 використовуємо інтегру-

вання частинами:

∫
∫

−
=

ba

ba

ba
du

v
uv

dv
u

,

або безпосередньо використовуємо формули інтегрування, наведені на по-
чатку даного пункту.

=  
  

π
−

π
= 

 
π

=
π

=
∫

∫
∫

π
π

π
π

0
0

0
0

sin
1

sin
1

sin
1

cos
1

dx
nx

n
nx

x
n nx

dx
dx

nx
x

a
n

  

− −
π

−
=

π
−

−
=

π
−

π
=

π
=

π

парне.

непарне

n n
n

n
n n

nx
n

n

,0

,
,

2
1

)1
(

1
cos

cos
1

2
2

2
0

2О
тж
е,

2
1

2
2

)1
2(

2
,0

π
−

−
=

=
−

n
a

a
n

n
.

=  
  

+
−

π
= 

 −
π

=
π

=
∫

∫
∫

π
π

π
π

0
0

0
0

cos
1

cos
1

cos
1

sin
1

dx
nx

n
n

nx
x

n nx
dx

dx
nx

x
b

n

n
n n

n
1

)1
(

cos
+

−
=

π
−

=
.

О
тж
е, ряд Ф

ур’є має вигляд:

∑ ∞=

+
π

<
<

π
−

 
 

−
+

−
−

π
−

+
π

=
1

1
2

,
sin

)1
(

)1
2(

)1
2

cos(
2

4
)

(
n

n
x

n nx
n

x
n

x
f

.

Н
а кінцях відрізку 

π
=

π−
=

x
x

,
, в яких функція має розрив перш

ого
роду, сума ряду 

)
(x

S
 така:

2
2

0
2

)0
(

)0
(

)
(

)
(

π
=

π
+

=
−

π
+

+
π−

=
π−

=
π

f
f

S
S

.

Я
кщ

о в отриманому ряді Ф
ур’є покласти 

0
=

x
, то отримаємо:

∑ ∞=
−

π
−

π
=

 
 

+
+

+
π

−
π

=
1

2
2

2
2

)1
2(

1
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.

О
тж
е, задану функцію

 мож
на зобразити інтегралом Ф

ур’є. О
скільки

ця функція непарна, то інтегральна формула Ф
ур’є має вигляд:

α
α

  

  
α

π
=

∫
∫

∞
+

∞
+

dx
dt

t
t

f
x

f
sin

sin
)

(
2

)
(

0
0

.
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Д
ля заданої функції маємо:

α
α

  

  
α

π
=

∫
∫

∞
+

∞
+

−
dx

dt
t

e
x

f
t

sin
sin

2
)

(
0

0

.
 (1)

Інтегрую
чи частинами, знаходимо

∫
∫

∞
+

−
∞

+
−

α
α

−
α

=
α

0

2

0

sin
sin

dt
t

e
dt

t
e

t
t

.

Звідси

2
0

1
sin

α
+ α

=
α

∫ ∞
+

−
dt

t
e

t
.

П
ідставляю

чи отриманий вираз у формулу (1), отримаємо

)
,

(
,

1 sin
2

)
(

0
2

∞
+

∞
−

∈
α

α
+

α
α

π
=

∫ ∞
+

x
d

x
x

f
. 

П
риклад 15. Зобразити інтегралом Ф

ур’є в комплексній
формі функцію

  

=
<

<
∞

−
∞

+
<

<
=

−

.0
,5

,0
,0

,0
,

0
,

)
(

x
x x

e
x

f

x

 С
користаємось формулами

∫
∫

∞
+

∞
−

α
∞

+

∞
−

α
−

α
  

  

π
=

d
e

dt
e

t
f

x
f

x
i

t
i

)
(

2 1
)

(
.

(1)

О
бчислимо внутріш

ній інтеграл:

α
+

=
α

+
−

=
=

=
∞

+
α

+
−

∞
+

α
+

−
∞

+
α

−
−

∞
+

∞
−

α
−

∫
∫

∫
i

i
e

dt
e

dt
e

e
dt

e
t

f
i

t
i

t
t

i
t

t
i

1
1

)
1(

)
(

0

)
1(

0

)
1(

0

.

П
ідставимо отримане значення у формулу (1). О

тж
е, комплексна фо-

рма інтеграла Ф
ур’є прийме вигляд:∫ ∞

+

∞
−

α
α

α
+

π
=

d
i

e
x

f
x

i

1
2 1

)
(

. 

П
риклад 16. Знайти косинус-перетворення Ф

ур’є та си-
нус-перетворення Ф

ур’є функції 
0

,
)

(
≥

=
−

x
e

x
f

x
.

 Знаходимо косинус-перетворення Ф
ур’є:

∫ ∞
+

α
π

=
α

0

cos
)

(
2

)
(

dt
t

t
f

F
C

        (пряме).

∫ ∞
+

α
α

α
π

=
0

cos
)

(
2

)
(

dx
F

x
f

C
     (обернене).

Д
ля заданої функції маємо:

∫ ∞
+

−
α

π
=

α
0

cos
2

)
(

dt
t

e
F

t
C

.

Інтегрую
чи частинами, отримуємо

1
1

cos
2

0
+

α
=

α
∫ ∞

+
−

dt
t

e
t

.

О
тж

е,

1
1

2
)

(
2

+
α ⋅

π
=

α
C

F
.

Тоді

∫ ∞
+

−
α

α
⋅

+
α ⋅

π
π

=
=

0
2

cos
1

1
2

2
)

(
dx

e
x

f
x

.

Звідси

x
e

d
x

−
∞

+
π

=
α

+
α

α
∫

2
1

cos

0
2

.
(1)

Знаходимо синус-перетворення Ф
ур’є:

∫ ∞
+

α
π

=
α

0

sin
)

(
2

)
(

dt
t

t
f

F
S

         (пряме).

∫ ∞
+

α
α

α
π

=
0

sin
)

(
2

)
(

dx
F

x
f

S
      (обернене).

Д
ля заданої функції маємо:

∫ ∞
+

−
α

π
=

α
0

sin
2

)
(

dt
t

e
F

t
S

.

Інтегрую
чи частинами, отримуємо

1
sin

2
0

+
α

α
=

α
∫ ∞

+
−

dt
t

e
t

.

О
тж

е,
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2

)
(

2
+

α
α

⋅
π

=
α

S
F

.

Тоді

∫ ∞
+

−
α

α
⋅

+
α

α
⋅

π
π

=
=

0
2

sin
1

2
2

)
(

dx
e

x
f

x
.

Звідси

x
e

d
x

−
∞

+
π

=
α

+
α

α
α

∫
2

1
sin

0
2

.
(2)

Інтеграли (1) та (2) називаю
ться інт

егралами Л
апласа. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

Ряд Ф
ур’є для періодичної ф

ункції з періодом
 

π2

У
 задачах 2.211 – 2.224 розкласти в ряд Ф

ур’є задані функ-
ції, періодичні з періодом 

π2
. Н

авести графіки цих функцій

2.211. 
  

π
∈

π−
∈

−
=

).
,0

(
,1

),
0,

(
,1

)
(

x x
x

f

Знайти суму S
 ряду Л

ейбніца ∑ ∞=

+

+
−

1

11
2

)1
(

n

n

n
, користую

чись

отриманим результатом.

2.212. 
  

π
∈

π−
∈

=
).

,0
(

,3
),

0,
(

,1
)

(
x x

x
f

2.213. 
]

,
(

,
)

(
π

π−
∈

π
−

=
x

x
x

f
.

2.214. 
]

,
(

,
)

(
π

π−
∈

π
+

=
x

x
x

f
.

2.215. 
]

,
(

,
)

(
π

π−
∈

=
x

x
x

f
.

Знайти суму S
 ряду ∑ ∞=

−
1

2)1
2(

1
n

n
, користую

чись отрима-

ним результатом.

2.216. а) 
)

,
(

,
)

(
2

π
π−

∈
=

x
x

x
f

;
           б) 

)
2,

0(
,

)
(

2
π

∈
=

x
x

x
f

.

Знайти суми 
1

S
 та 

2
S

 рядів ∑ ∞=1
2 1

n
n

, ∑ ∞=

+
−

1
2

1
)1

(
n

n

n
, користую

-

чись отриманими результатами.

2.217. 
  

π
∈

−
π

π−
∈

π
=

).
,0

(
,

),
0,

(
,

)
(

x
x

x
x

f
.

2.218. 
]

2,
0(

,
2

)
(

π
∈

−
π

=
x

x
x

f
.

2.219. 
)

,
(

)
(

3
π

π−
∈

=
x

x
x

f
.

2.220. 
)

2,
0(

,1
)

(
π

∈
−

=
x

e
x

f
x

.
2.221. 

a
x

ax
x

f
(

),
,

(
,

cos
)

(
π

π−
∈

=
 – не ціле число).

2.222. 
a

x
ax

x
f

(
),

,
(

,
sin

)
(

π
π−

∈
=

 – не ціле число).
2.223. 

]
,

(
,

3
sin

)
(

π
π−

∈
=

x
x

x
f

.
2.224. 

)
,

(
,

)
(

π
π−

∈
=

x
ax

x
f

sh
.

У
 задачах 2.225 – 2.228 розкласти задані функції в ряд

Ф
ур’є по косинусах на заданому проміж

ку.

2.225. 
2

4
)

(
x

x
f

−
π

=
 на проміж

ку 
)

,0
(

π
.

2.226. 
  

π
<

<
π

∈ ∈
=

h
h

x
h

x
x

f
0

),
,

(
,0

),
,0

(
,1

)
(

  на проміж
ку 

)
,0

(
π

.

2.227. 

    

 
 

π
π

∈
−

π

 
 

π
∈

=
,

2
,

,
2 ,0

,
)

(
x

x

x
x

x
f

  на проміж
ку 

]
,0

(
π

.

2.228. 
2

sin
)

(
x

x
f

=
 на проміж

ку 
]

,0
(

π
. Знайти суму S

 ряду

∑ ∞=
−

1
2

1
4

1
n

n
.

У
 задачах 2.229 – 2.233 розкласти задані функції в ряд

Ф
ур’є по синусах на заданому проміж

ку.
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2.229. 
2

4
)

(
x

x
f

−
π

=
 на проміж

ку 
)

,0
(

π
.

2.230. 
2

)
(

x
x

f
=

 на проміж
ку 

]
,0

(
π

.
2.231. 

)
(

)
(

x
x

x
f

−
π

=
 на проміж

ку 
]

,0
(

π
. Знайти суму S

ряду ∑ ∞=

−

−
−

1
3 1)1

2(
)1

(
n

n

n
.

2.232. 

    

 
 

π
π

∈

 
 

π
∈

=
,

2
,0

,
2 ,0

,2
)

(
x x

x
f

 на проміж
ку 

]
,0

(
π

.

2.233. 
x

x
f

2
cos

)
(

=
 на проміж

ку 
]

,0
(

π
.

2.234. Розкласти функцію
 

x
y

ch
=

 в інтервалі 
)

,0
(

π
 в ряд

Ф
ур’є: а) по косинусах; б) по синусах.

Ряд Ф
ур’є для ф

ункції періодичної з періодом
 

l2

У
 задачах 2.235 – 2.241 розкласти в ряд Ф

ур’є задані функ-
ції, періодичні з періодом 

l2. Н
авести графіки цих функцій.

2.235. 
  

∈
−

∈
=

],
2,

0[
,2

),
0,

2
(

,0
)

(
x x

x
f

  
4

2
=l

.

2.236. 
2

2
],

1,
1

(
,

)
(

=
−

∈
=

l
x

x
x

f
.

2.237. 
  

∈
−

∈
−

=
],

2,
0[

,0
),

0,
2

(
,

)
(

x x
x

x
f

  
4

2
=l

.

2.238. 
4

2
],

2,
2

(
,

4
)

(
2

=
−

∈
−

=
l

x
x

x
f

.

2.239. 
  

∈
−

−
∈

=
],

1,
0(

,
1

),
0,

1
(

,1
)

(
x

x
x

x
f

  
2

2
=l

.

2.240. 
4

2
],

2,
2

(
,

)
(

=
−

∈
=

l
x

x
x

f
.

2.241. 
4

2
],

2,
2

(
,

)
(

=
−

∈
=

l
x

e
x

f
x

.

2.242. Розкласти в ряд Ф
ур’є функцію

, зображ
ену на

рис.2.17.
 f (x)

 x
О   1

  1
 1,5

   2
  3

–1
–1,5

–2
–3

Рис.2.17

2.243. Розкласти функцію
 

x
x

f
−

=1
)

(
 на проміж

ку 
]1

,0
(

в ряд Ф
ур’є по косинусах.

2.244. Розкласти функцію
 

)
2(

)
(

x
x

x
f

−
=

 на проміж
ку

]2
,0

[
 в ряд Ф

ур’є по синусах.
У

 задачах 2.245 – 2.247 розкласти задані функції в ряд
Ф
ур’є на заданому проміж

ку : а) по косинусах; б) по синусах.

2.245. 
  

∈
−

∈
=

),
2,

1(
,

2
],

1,
0(

,
)

(
x

x
x

x
x

f
 на проміж

ку 
)2

,0
(

.

2.246. 
2

)
(

x
x

f
=

 на проміж
ку 

)1
,0

(
.

2.247. 
x

x
f

=)
(

 на проміж
ку 

)
,0

(
l

.

Ряд Ф
ур’є в ком

плексній ф
орм

і

У
 задачах 2.248 – 2.255 розкласти в комплексний ряд Ф

ур’є
задані функції.

2.248. 
]

,
[

,
)

(
π

π−
∈

=
x

e
x

f
x

.

2.249. 
  

π
∈

π−
∈

=
−

].
,0

[
,

),
0,

[
,0

)
(

x
e

x
x

f
x

2.250. 
]

,
[

,
)

(
2

π
π−

∈
=

x
x

x
f

.
2.251. 

]
,

[
,

)
(

π
π−

∈
=

x
x

x
f

.
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2.252. 
  

∈
−

∈
=

].
1,

0[
,0

),
0,

1
[

,1
)

(
x x

x
f

2.253. 
]1

,1
[

,
1

)
(

−
∈

−
=

−
x

e
x

f
x

.
2.254. 

]2
,2

[
,

)
(

−
∈

=
x

e
x

f
x

.

2.255. 
  

∈ ∈
−

∈
=

).
1;

5,
0(

,0
],

5,
0;

0[
,1

),
0,

1
(

,0
)

(
x x x

x
f

Інтеграл Ф
ур’є. П

еретворення Ф
ур’є

У
 задачах 2.256 – 2.260 зобразити інтегралом Ф

ур’є задані
функції.

2.256. 
  

>

≤
≤

−
=

.2
,0

,2
0

,
2

1
)

(
x

x
x

x
f

2.257. 
  

≤
≤

−
−

≤
≤

>
=

.0
1

,1
,1

0
,1

,1
,0

)
(

x x x
x

f

О
бчислити ∫ +∞0

3
sin

dt
t

t
.

2.258. 
)

,
(

,
)

(
2

∞
+

−∞
∈

=
−

x
e

x
f

x
.

2.259. 
  

π
>

π
≤

=
.

,0
,

,
sin

)
(

x x
x

x
f

2.260. 
  

π
>

π
≤

=
.2

,0
,2

,
cos

)
(

x x
x

x
f

У
 задачах 2.261 – 2.264 зобразити за допомогою

 комплекс-
ного інтеграла Ф

ур’є задані функції.

2.261. 
  

> ≤
=

.1
,0

,1
,1

)
(

x x
x

f
2.262. 

x
e

x
f

2
)

(
−

=
.

2.263. 
x

ex
x

f
−

=)
(

.
2.264. 

  
≤ >

=
−

.0
,0

,0
,

)
(

x x
e

x
f

x

У
 задачах 2.265 – 2.268 знайти косинус-перетворення Ф

ур’є
та синус-перетворення Ф

ур’є заданих функцій.

2.265. 
)

,0
(

,
)

(
∞

+
∈

=
−

x
e

x
f

x
.

2.266. 
  

∈
−

∈
−

−
∈

−
=

].
1;

5,
0[

,1
),

5,
0;

5,
0

[
,0

),
5,

0
;1

[
,1

)
(

x x x
x

f

2.267. 
  

π
≥

π
<

≤
=

.
,0

,
0

,
sin

)
(

x
x

x
x

f

2.268. 
  

> <
≤

=
.

,0
,

0
,1

)
(

a
x

a
x

x
f

У
 задачах 2.269 – 2.273 знайти загальне перетворення Ф

ур’є
заданих функцій.

2.269. 
  

π
>

π
≤

=
.

,0

,
,

2
cos

)
(

x x
x

x
f

2.270. 
2 2

)
(

x

e
x

f
−

=
.

2.271. 
x

ex
x

f
−

=)
(

.

2.272. 
x

k
e

x
f

2
)

(
−

=
.

2.273. 
  

> ≤
≤

<
≤

−
−

=
−

.1
,0

,1
0

,

,0
1

,

)
(

x x
e

x
e

x
f
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Комплексне число 
yi

x
z

+
=

 при 
0
=

y
 збігається з дійсним числом

z
x
=

. Тому дійсні числа є окремим випадком комплексних, вони зображ
у-

ю
ться точками осі O

x .

Комплексні числа 
yi

x
z

+
=

, в яких 
0
=

x
, тобто 

yi
z=

 називаю
ться

сут
о уявними; такі числа зображ

ую
ться точками осі O

y
.

П
олярні координати r та ϕ

 точки M
 (рис.3.1) на комплексній площ

и-
ні називаю

ться модулем і аргумент
ом комплексного числа z

 і позначаю
ться:

z
y

x
z

r
A

rg
=
ϕ

+
=

=
,

2
2

.
М
одуль комплексного числа визначається однозначно, а аргумент

визначається з точністю
 до доданка 

Z
∈

π
k

k
,

2
.

Те із значень полярного кута ϕ
, щ

о задовольняє нерівності 
π
≤
ϕ
<
π−

(іноді покладаю
ть 

π
<
ϕ
≤

2
0

), називаю
ть головним значенням аргументу z

і позначаю
ть 

z
arg

.
У

 подальш
ому позначення ϕ

 збереж
емо тільки для головного зна-

чення аргументу z
, тобто покладемо 

z
arg
=
ϕ

, в силу чого для реш
ти зна-

чень аргументу z
, отримуємо рівність

π
+
ϕ
=
π

+
=

k
k

z
z

2
2

arg
A

rg
,  

Z
∈k

,
(3.2)

де
π
≤

<
π−

z
arg

.

О
скільки 

ϕ
=

ϕ
=

sin
,

cos
r

y
r

x
 (рис.3.1), то з формули (3.1) маємо

)
sin

cos
(

ϕ
+
ϕ

=
i

r
z

.
(3.3)

В
ираз, який стоїть справа у формулі (3.3), називається т

ригономет
-

ричною
 ф
ормою

 комплексного числа 
yi

x
z

+
=

.

З формул 
ϕ

=
ϕ

=
sin

,
cos

r
y

r
x

 випливає, щ
о головне значення аргу-

менту z
 задовольняє співвіднош

ення

r y
r x

=
ϕ

=
ϕ

sin
,

cos
.

(3.4)

З формул (3.4) випливає, щ
о аргумент ϕ

 мож
е визначатись із співвід-

нош
ення

x y
=
ϕ

tg
,

(3.5)

з урахуванням того, в якій чверті знаходиться точка 
)

,
(

y
x

M
.

З останнього випливає, щ
о головне значення аргументу обчислю

єть-
ся за формулою

:

ГЛ
АВА 3. Ф

УН
КЦ

ІЇ КО
М
П
ЛЕКС

Н
О
Ї ЗМ

ІН
Н
О
Ї

§1. Ком
плексні числа

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття. Комплексним числом називається вираз вигляду

yi
x

z
+

=
,

(3.1)

де x
 та y

 – дійсні числа, а символ i  – уявна одиниця, яка визначається
умовою

 
1

2
−
=

i
.

П
ри цьому число x

 називається дійсною
 част

иною
 комплексного чис-

ла z
 і позначається 

z
x

R
e

=
, а число y

 називається уявною
 част

иною
 z

і позначається 
z

y
Im
=

 (від ф
ранцузьких слів: reel – дійсний, im

aginaire –
уявний).М

нож
ина комплексних чисел позначається буквою

 C
.

В
ираз, щ

о стоїть справа у формулі (3.1), називається алгебраїчною
ф
ормою

 запису комплексного числа.
Д
ва комплексні числа 

yi
x

z
+

=
 та 

yi
x

z
−

=
, які відрізняю

ться лиш
е

знаком уявної частини, називаю
ться спряж

еними.
Д
ва комплексні числа 

1
1

1
yi

x
z

+
=

 та 
2

2
2

yi
x

z
+

=
 рівні 

)
(

2
1

z
z
=

, тоді
і тільки тоді, коли 

2
1

2
1

,
y

y
x

x
=

=
.

Комплексне число 
0
=

+
=

yi
x

z
 тоді і тільки тоді, коли 

0
,0
=

=
y

x
.

Геомет
рично кож

не комплексне число 
yi

x
z

+
=

 зображ
ується точ-

кою
 

)
,

(
y

x
M

 на координатній площ
ині xO

y
 або вектором O

M
 (рис.3.1).

П
лощ

ина xO
y

 умовно називається комплексною
 площ

иною
 змінної z

, вісь
O

x
 – дійсною

 віссю
, вісь O

y
 – уявною

 віссю
.

 x
О

 M

 y

iy
x

z
+

=
 M 

iy
x

z
−

=

 r φРис.3.1
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Н
а рис.3.2 наведено геометричну ілю

страцію
 операцій додавання та

віднімання комплексних чисел: сума і різниця комплексних чисел 
1 z  та 

2 z
зображ

ається відповідно векторами, рівними напрямленим діагоналям па-
ралелограма, побудованого на векторах 

1 z  та 
2 z . x

О  y

 
1 z

2 z

 
2

1
z

z
+

 
2

1
z

z
−

Рис.3.2
Зауваж

имо, щ
о піднесення числа z

 до степеня 
N
∈n

n,
, виконується

за формулою
 бінома Н

ью
тона

n
k

k
n

kn
n

n
n

n
n

n
n

yi
yi

x
C

yi
x

C
yi

x
C

x
yi

x
z

)
(

)
(

)
(

)
(

2
2

2
1

1
+

+
+

+
+

+
=

+
=

−
−

−
…

…
з урахуванням того, щ

о в отриманому виразі слід замінити степені i  їх зна-
ченнями:

…,
,

1
,

,
1

5
4

3
2

i
i

i
i

i
i

=
=

−
=

−
=

і, в загальному випадку,

i
i

i
i

i
i

k
k

k
k

−
=

−
=

=
=

+
+

+
3

4
2

4
1

4
4

,1
,

,1
.

Д
ії над комплексними числами, заданими в т

ригономет
ричній ф

ормі
виконую

ться за такими правилами:

1. 
)]

(
sin

)
[cos(

2
1

2
1

2
1

2
1

ϕ
+

ϕ
+

ϕ
+

ϕ
=

⋅
i

r
r

z
z

.

2. 
0

,
)]

(
sin

)
[cos(

2
2

1
2

1
2 1

2 1
≠

ϕ
−

ϕ
+

ϕ
−

ϕ
=

z
i

r r
z z

.

3. 
)

sin
(cos

))
sin

(cos
(

ϕ
+
ϕ

=
ϕ

+
ϕ

=
n

i
n

r
i

r
z

n
n

n
.

Ц
я формула називається ф

ормулою
 М
уавра.

4. 
1

,0
,

2
sin

2
cos

−
=

 
 

π
+
ϕ

+
π

+
ϕ

=
n

k
n

k
i

n
k

r
z

n
n

,

тобто корінь n
-го степеня з комплексного числа z

 має n
 різних значень.

Тут  
)

sin
(cos

,)
sin

(cos
,)

sin
(cos

2
2

2
2

1
1

1
1

ϕ
+
ϕ

=
ϕ

+
ϕ

=
ϕ

+
ϕ

=
i

r
z

i
r

z
i

r
z

.
Д
ії над комплексними числами, заданими в показниковій ф

ормі вико-
ную

ться так:

1. 
)

(
2

1
2

1
2

1
ϕ+

ϕ
=

⋅
i

e
r

r
z

z
.

arctg
,

0,
(

(
,

)
I,IV

чверті)

arctg
,

0,
0,

(
(

,
)

II
чверті)

arg
arctg

,
0,

0,
(

(
,

)
III

чверті)

,
0,

0,
2,

0,
0

.
2

y
x

M
x

y
xy

x
y

M
x

y
xy

z
x

y
M

x
y

x

x
y

x
y


>

∈

π
+

<
≥

∈


ϕ
=

=
−
π
+

<
<

∈

π


=

>

π

−
=

<


  (3.6)

В
икористовую

чи формулу Ейлера
ϕ

+
ϕ

=
ϕ

sin
cos

i
e

i
(3.7)

та формулу (3.3), щ
о дає тригонометричну форму комплексного числа, отри-

маємо
ϕ

=
i

er
z

.
(3.8)

В
ираз, щ

о стоїть справа у формулі (3.8), називається показниковою
ф
ормою

 комплексного числа 
yi

x
z

+
=

.

Д
ії над ком

плексним
и числам

и
Д
ії над комплексними числами, заданими в алгебраїчній ф

ормі вико-
ную

ться таким чином:

1. 
)

(
)

(
)

(
)

(
2

1
2

1
2

2
1

1
2

1
y

y
i

x
x

yi
x

yi
x

z
z

+
+

+
=

+
+

+
=

+
.

2. 
)

(
)

(
)

(
)

(
2

1
2

1
2

2
1

1
2

1
y

y
i

x
x

yi
x

yi
x

z
z

−
+

−
=

+
−

+
=

−
.

3. 
)

(
)

(
)

(
)

(
1

2
2

1
2

1
2

1
2

2
1

1
2

1
y

x
y

x
i

y
y

x
x

yi
x

yi
x

z
z

+
+

−
=

+
⋅

+
=

⋅
.

4. 
=

−
+

−
+

=
⋅ ⋅

=
+ +

=
)

()
(

)
()

(

2
2

2
2

2
2

1
1

2
2

2
1

2
2

1
1

2 1

yi
x

yi
x

yi
x

yi
x

z
z

z
z

yi
x

yi
x

z z

0
,

2
22

22

2
1

1
2

22
22

2
1

2
1

≠
+ −

+
+ +

=
z

y
x

y
x

y
x

i
y

x
y

y
x

x
.

5. 
…раз

n

n
z

z
z

z
⋅

⋅
=

,  
N
∈n

.

Результатом цих дій є, взагалі каж
учи, комплексні числа. В

казані опе-
рації над комплексними числами маю

ть всі властивості відповідних опера-
цій над дійсними числами, тобто додавання та множ

ення комутативні, асо-
ціативні, пов’язані віднош

енням дистрибутивності і для них існую
ть обер-

нені операції віднімання та ділення (крім ділення на нуль).
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15. Який геометричний зміст операції ділення двох комплекс-
них чисел?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Задано комплексні числа

i
z

2
3

1
+

−
=

,  
i

z
3

2
2

−
=

.
В
иконати вказані дії над ними.

а) 
2

1
z

z
+

;
б) 

2
1

z
z
−

;

в) 
2

1
z

z
⋅

;
г) 

2 1z z
;

д) 
31 z.

 а) 
i

i
i

i
z

z
−

−
=

−
+

+
−

=
−

+
+

−
=

+
1

)3
2(

)2
3

(
)

3
2(

)
2

3
(

2
1

;

б) 
i

i
i

i
z

z
5

5
)3

2(
)2

3
(

)
3

2(
)

2
3

(
2

1
+

−
=

+
+

−
−

=
−

−
+

−
=

−
;

в) 
i

i
i

i
z

z
13

)2
2

)3
)(

3
((

)3
(2

2
3

)
3

2(
)

2
3

(
2

1
=

⋅
+

−
−

+
−

−
⋅

−
=

−
⋅

+
−

=
⋅

;
г) для знаходж

ення частки чисельник та знаменник домнож
имо на

вираз, спряж
ений знаменнику

i
i

i
i

i
i

i i
z z

13 5
13 12

9
4

)2
2

3
3

(
)3

2
2

3
(

)
3

2(
)

3
2(

)
3

2(
)

2
3

(
3

2
2

3

2 1
−

−
=

+
⋅

+
⋅

−
+

⋅
−

⋅
−

=
+

−
+

+
−

=
− +
−
=

;

д) 
=

+
⋅

−
⋅

+
⋅

−
⋅

+
−

=
+

−
=

3
2

2
3

3
31

)
2(

)
2(

)3
(

3
2

)3
(

3
)3

(
)

2
3

(
i

i
i

i
z

i
i

i
46

9
8

36
54

27
+

=
−

+
+

−
=

. 

П
риклад 2. Задано комплексні числа 

i
z

2
1

1
−

=
, 

i
z

+
=

2
2

,
i

z
5

3 =
. Знайти 

3
2

1
2

z
z

z
z

+
⋅

=
.

 Знаходимо
i

i
i

i
i

z
4

3
1

4
4

4
4

)
2(

2
2

22
+

=
−

+
=

+
+

=
+

=
,

i
i

i
i

z
z

2
11

)6
4(

)8
3(

)
4

3(
)

2
1(

22
1

−
=

−
+

+
=

+
−

=
⋅

.
Тоді

i
i

i
z

z
z

z
3

11
5

)
2

11
(

3
22

1
+

=
+

−
=

+
⋅

=
. 

П
риклад 3. Знайти дійсні розв’язки рівняння

i
y

i
x

i
+

=
−

+
+

13
)

3
5(

)
2

4(
.

2. 
0

,
2

)
(

2 1

2 1
2

1
≠

=
ϕ−

ϕ
z

e
r r

z z
i

.

3. 
ϕ

=
ni

n
n

e
r

z
.

Ц
я формула є ф

ормулою
 М
уавра для випадку задання комплексного

числа в показниковій формі.

4. 
1

,0
, )

2
(

−
=

=
π

+ϕ

n
k

e
r

z
n

k
i

n
n

.
Тут 

ϕ
ϕ

ϕ
=

=
=

i
i

i
er

z
e

r
z

e
r

z
,

,
2

1
2

2
1

1
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення комплексного числа; щ

о таке дійсна та
уявна частина комплексного числа?

2. Я
к визначається уявна одиниця?

3. Які комплексні числа називаю
ться рівними; спряженими?

4. Я
к зображ

ується комплексне число на площ
ині?

5. Я
ка форма запису комплексного числа називається ал-

гебраїчною
; тригонометричною

?
6. Д

айте означення модуля та аргументу комплексного числа.
7. Щ

о називаю
ть головним значенням аргументу?

8. За якою
 формулою

 визначається модуль комплексного
числа, аргумент комплексного числа?

9. Я
к виконую

ться дії над комплексними числами, задани-
ми в алгебраїчній формі?

10. Я
к виконую

ться дії над комплексними числами, задани-
ми в тригонометричній формі?

11. Н
аведіть показникову форму комплексного числа.

12. Я
к виконую

ться дії над комплексними числами, задани-
ми в показниковій формі?

13. Я
кий геометричний зміст суми та різниці комплексних

чисел?
14. Який геометричний зміст операції множ

ення двох комп-
лексних чисел?

§1. Комплексні числа



279
278

Глава 3. Ф
ункції комплексної змінної

3
2 3

2
−
=

−
=

=
ϕ

x y
tg

, точка 
II

∈
−

)3
2,

2
(

M
 чверті, тоді згідно з

формулою
 (3.6) маємо: 

3 2
3

)3
(

π
=
π
−
π
=

−
+
π
=

=
ϕ

arctg
arg

z
.

Тригонометрична форма: 
 

 
π

+
π

=
3 2

sin
3 2

cos
4

i
z

.

П
оказникова форма: 

i
e

z
3 2

4
π

=
.

 x
О  y

 M

 r φ

 1

 1
        

 x
О  y

 M

 r
 φ

– 2

 
3

2

                     а)                                                б)
Рис.3.3

в) 
3

1
i

z
−

−
=

.

М
аємо: 

3
,

1
−
=

=
−
=

=
y

z
x

z
Im

R
e

.

Н
а комплексній площ

ині цьому числу відповідає точка 
)3

,1
(
−

−
M

(рис.3.4а).

2
4

)3
(

)1
(

2
2

2
2

=
=

−
+

−
=

+
=

=
y

x
r

z
.

3
1 3
=

− −
=

=
ϕ

x y
tg

, точка 
III

∈
−

−
)3

,1
(

M
 чверті, тоді згідно з

формулою
 (3.6) маємо: 

3 2
3

3
π

−
=
π
+
π−

=
+
π−

=
=
ϕ

arctg
arg

z
.

Тригонометрична форма: 
 

 
 

 
π

−
+ 

 
π

−
=

3 2
sin

3 2
cos

2
i

z
.

П
оказникова форма: 

i
e

z
3 2

2
π

−
=

.

г) 
i

z
2

3
2
−

=
.

М
аємо: 

2
,

3
2

−
=

=
=

=
y

z
x

z
Im

R
e

.

Н
а комплексній площ

ині цьому числу відповідає точка 
)2

,3
2(

−
M

(рис.3.4б).

 П
еретворимо рівняння, виділивш

и в його лівій частині дійсну та
уявну частини:

i
y

x
i

y
x

+
=

−
+

+
13

)
3

2(
)

5
4(

.
Звідси згідно з означенням рівності двох комплексних чисел, отрима-

ємо систему рівнянь

  
=

−
=

+
.

1
3

2
,

13
5

4
y

x
y

x

Розв’язавш
и систему, отримаємо 

1
,2
=

=
y

x
.

О
тж
е, дійсний розв’язок заданого рівняння 

1
,2
=

=
y

x
. 

П
риклад 4. Д

ля заданого комплексного числа z знайти
z

z
Im

R
e

,
 – дійсну та уявну частини, 

z
z

arg
,

 – модуль та го-
ловне значення аргументу; записати ці числа в тригонометрич-
ній та показниковій формі; зобразити ці числа на комплексній
площ

ині.

а) 
i

z
+

=
1

;
б) 

i
z

3
2

2+
−
=

;
в) 

3
1

i
z

−
−
=

;
г) 

i
z

2
3

2
−

=
.

 а) 
i

z
+

=
1

.

М
аємо: 

1
,

1
=

=
=

=
y

z
x

z
Im

R
e

.
Н
а ком

плексній площ
ині цьом

у числу відповідає точка 
)1

,1
(

M
(рис.3.3а).

2
1

1
2

2
=

+
=

+
=

=
y

x
r

z
.

1
=

=
ϕ

x y
tg

, точка 
I

∈)
1,

1(
M

 чверті, тоді згідно з формулою
 (3.6)

маємо: 
4

1
π
=

=
=
ϕ

arctg
arg

z
.

Тригонометрична форма: 
 

 
π

+
π

=
4

sin
4

cos
2

i
z

.

П
оказникова форма: 

i
e

z
4

2
π

=
.

б) 
i

z
3

2
2
+

−
=

.

М
аємо: 

3
2

,
2

=
=

−
=

=
y

z
x

z
Im

R
e

.

Н
а комплексній площ

ині цьому числу відповідає точка 
)3

2,
2

(−
M

(рис.3.3б).

4
16

)3
2(

)2
(

2
2

2
2

=
=

+
−

=
+

=
=

y
x

r
z

.
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в) 
i

z
3

1−
−
=

.
2
=

z
,

 
 

 
 
π

−
+ 

 
π

−
=  

  
−

−
=

−
−
=

3 2
sin

3 2
cos

2
2 3

2 1
2

3
1

i
i

i
z

.

г) 
i

z
2

3
2

−
=

.
4
=

z
,

 
 

 
 
π
−

+ 
 
π
−

=  
  

−
=  

  
−

=
−

=
6

sin
6

cos
4

2 1
2 3

4
4 2

4 3
2

4
2

3
2

i
i

i
i

z
.

Геометричну ілю
страцію

 цих результатів наведено на рис.3.3, рис.3.4. 

П
риклад 5. Знайти дійсну та уявну частини комплексних

чисел.а) 
i

z
−

=
1 1

;
б) 

3

1 1
 

 
+ −

=
i i

z
;

в) 
3

2 3
2 1

  
  
−

=
i

z
;

г) 
2

19 5

1 2
  

  
+ +

=
i i

z
.

 Д
ля знаходж

ення дійсної та уявної частини комплексного числа z
представимо його в алгебраїчній ф

ормі: 
yi

x
z

+
=

. Тоді дійсна частина
x

z
=

R
e

, а уявна частина 
y

z
=

Im
.

а) 
i

z
−

=
1 1

.

Д
ля запису даного числа в алгебраїчній формі домнож

имо чисельник
та знаменник на вираз, спряж

ений знаменнику:

i
i

i
i

i
i

z
2 1

2 1
1

1 1
)

1(
)

1(
)

1(
1

1 1
+

=
+ +

=
+

−
+

⋅
=

−
=

.

О
тж
е, 

2 1
,

2 1
=

=
z

z
Im

R
e

.

б) 
3

1 1
 

 
+ −

=
i i

z
.

Д
ля запису даного числа в алгебраїчній формі домнож

имо чисельник
та знаменник на вираз, спряж

ений знаменнику, та піднесемо до третього
степеня:

4
16

)2
(

)3
2(

2
2

2
2

=
=

−
+

=
+

=
=

y
x

r
z

.

3 1
3

2
2
−
=

−
=

=
ϕ

x y
tg

, точка 
IV

∈
−

)2
,3

2(
M

 чверті, тоді згідно

з формулою
 (3.6) маємо: 

6
3 1

π
−
=
 

 −
=

=
ϕ

arctg
arg

z
.

Тригонометрична форма: 
 

 
 

 
π

−
+ 

 
π

−
=

6
sin

6
cos

4
i

z
.

П
оказникова форма: 

i
e

z
6

4
π
−

=
.

 x
О  y

 M

 r
 φ

–1

3
−

      
 x

О  y

 M
 r

 φ

–2

 
3

2

                 а)                                                       б)
Рис.3.4

Зауваж
имо, щ

о перехід до тригонометричної форми мож
на проводи-

ти, виконавш
и деякі перетворення заданого числа 

yi
x

z
+

=
, звівш

и його
до такого вигляду, щ

об мож
на було формально замінити x

 та y
 на 

ϕ
cos

 та
ϕ

sin
 відповідно. Д

ля цього знаходимо 
z

, домнож
уємо та ділимо на нього

задане число.
В
иконаємо такі перетворення над заданими числами.

а) 
i

z
+

=
1

.

2
=

z
,

 
 

π
+
π

= 
 

+
=

+
=

4
sin

4
cos

2
2 1

2 1
2

1
i

i
i

z
.

б) 
i

z
3

2
2
+

−
=

.
4
=

z
,

 
 

π
+
π

=  
  

+
−

=  
  

+
−

=
+

−
=

3 2
sin

3 2
cos

4
2 3

2 1
4

4 3
2

4 2
4

3
2

2
i

i
i

i
z

.
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π
−

+ 
 
π
−

=  
  

−
=

−
=

+
=

+
=

4
sin

4
cos

2
2 2

2 2
2

1
1

1
3

123
i

i
i

i
i

z
.

О
тж
е, 

π
+
π
−
=

π
−
=

=
k

z
z

z
2

4
,

4
,2

A
rg

arg
, 

Z
∈k

.

б) 
7

sin
7

cos
π

+
π

−
=

i
z

.

7 6
sin

7 6
cos

7
sin

7
cos

7
sin

7
cos

π
+
π

= 
 
π
−
π

+ 
 
π
−
π

=
π

+
π

−
=

i
i

i
z

.

О
тж
е, 

π
+
π

=
π

=
=

k
z

z
z

2
7 6

,
7 6

,1
A

rg
arg

, 
Z
∈k

. 

П
риклад 7. О

бчислити задані вирази, використовую
чи

формулу М
уавра.

а) 
40

1
3

1
  

  
− +

i i
;

б) 
7)

2
2(

i
−

;
в) 

6)
3

3
(

i
−

;

г) 
8

1 1
 

 
+ −

i i
;д) 

(
)

6
8

3
1

)
1(

−
−

+
=

i
i

z
.

 П
редставимо комплексні числа в тригонометричній формі та засто-

суємо формулу М
уавра для піднесення до відповідних степенів.

а) 
=

 
 

π
−
π

 
 

π
+
π

=

 
 

−

  
  
+

=
  

  
−
+

40 40
20

40
40

40
40

40

4
sin

4
cos

3
sin

3
cos

2

2 1
2 1

)2
(

2 3
2 1

2

1
3

1

i

i

i

i

i i

(
)
=

π
−

−
π

−

 
 

π
+
π

=
 

 
 

 
π

−
− 

 
π

−

 
 

π
+
π

=
)

10
sin(

)
10

(
cos

3 4
sin

3 4
cos

2

4 40
sin

4 40
cos

3 40
sin

3 40
cos

2
20

20

i i

i i

)
3

1(
2

1
2 3

2 1
2

19

20

i

i

+
−
=
  

  
−

−
=

;

i
i

i
i

i
i

i
i

i
i

i i
z

=
⋅
−
=

−
=

−
=

 
 

−
−

=
 

 
−

+
−

−
=

 
 
+ −

=
2

3
3

3
3

3
)

(
2

1
2

1
)

1(
)

1(
)

1(
)

1(
1 1

.

О
тж
е, 

1
,

0
=

=
z

z
Im

R
e

.

в) 
3

2 3
2 1

  
  
−

=
i

z
.

Запиш
емо число 

2 3
2 1

1
i

z
−

=
 в тригонометричній формі, а потім

піднесемо його до третього степеня, використовую
чи формулу М

уавра. В
ра-

ховую
чи, щ

о 
3

,1
1

1
π
−
=

=
=

z
r

z
arg

, маємо

=
π−

+
π−

=
 

 
 

 
π
−

+ 
 
π
−

=
  

  
−

=
)

sin(
)

cos(
3

sin
3

cos
2 3

2 1
3

3

i
i

i
z

1
0

1
sin

cos
−
=

+
−
=
π

−
π

=
i

.

О
тж
е, 

0
,

1
=

−
=

z
z

Im
R

e
.

г) 
2

19 5

1 2
  

  
+ +

=
i i

z
.

В
раховую

чи, щ
о 

1
,1

4
2

=
−
=

i
i

, маємо 
i

i
i

i
−
=

=
19

5
,

. Тоді=
 

 
+

−
=

 
 

+
+

+
=

 
 
− +

=
  

  
+ +

=
2

2
2

2

19 5

2
3

)1
2(

1
1

)
1(

)
2(

1 2
1 2

i
i

i
i i

i i
z

i
i

i
2 3

2
)9

6
1(

4 1
2 3

1
2

+
−
=

−
+

=
 

 
+

=
.

О
тж
е, 

2 3
,

2
=

−
=

z
z

Im
R

e
. 

П
риклад 6. Знайти модулі, головні значення аргументів

та аргументи заданих комплексних чисел.

а) 
123

1
i

z
+

=
;

б) 
7

sin
7

cos
π

+
π

−
=

i
z

.

 Запиш
емо задані числа у тригонометричній формі, звідки знайде-

мо модулі та аргументи цих комплексних чисел.

а) 
123

1
i

z
+

=
.
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 Зводимо комплексне число z
 до тригонометричної форми

)
sin

(cos
ϕ

+
ϕ

=
i

r
z

і застосовуємо формулу для визначення значень кореня:

1
,0

,
2

sin
2

cos
−

=
 

 
π

+
ϕ

+
π

+
ϕ

=
n

k
n

k
i

n
k

r
z

n
n

.

а) 4
1
−

.
Тут 

1 −
=

z
. Тригоном

етрична ф
орм

а: 
π

+
π

=
−
=

sin
cos

1
i

z
, бо

π
=

−
=

=
−

=
)1

(
,1

1
arg

arg
z

z
.

О
тж
е, маємо:  

4
4

sin
cos

1
π

+
π

=
−

i
.

Значення 
k z  заданого кореня отримуємо так:

4 2
sin

4 2
cos

π
+
π

+
π

+
π

=
k

i
k

zk
, де 

3,
2,

1,
0
=

k
.

)
1(

2 2
4

sin
4

cos
:

0
0

i
i

z
k

+
=
π

+
π

=
=

,

)
1

(
2 2

4 3
sin

4 3
cos

:
1

1
i

i
z

k
+

−
=
π

+
π

=
=

,)
1

(
2 2

4 5
sin

4 5
cos

:
2

2
i

i
z

k
−

−
=
π

+
π

=
=

,

)
1(

2 2
4 7

sin
4 7

cos
:

3
3

i
i

z
k

−
=
π

+
π

=
=

.

В
сі корені знаходяться на колі з центром у точці 

0
=z

 і радіус якого
дорівню

є одиниці, і на однаковій відстані один від одного (рис.3.5а).

 x
О  y

0 z3 z

1 z2 z

 1
    

 x
О  y

0 z

1 z

42

                      а)                                                   б)
Рис.3.5

б) 
i
+

−
1

.
Тут 

i
z

+
−
=

1
.

б) 
=

 
 

−
=

−
=

−
7

7
7

7
7

7

2 1
2 1

)2
(

2
)

1(
2

)
2

2(
i

i
i

= 
 

 
 
π

−
+ 

 
π

−
=

 
 

 
 
π
−

+ 
 
π
−

=
4 7

sin
4 7

cos
2

2
4

sin
4

cos
2

2
10

7
10

i
i

= 
 

π
+
π

= 
 

 
 

π
−
π

+ 
 

π
−
π

=
4

sin
4

cos
2

2
2

4
sin

2
4

cos
2

2
10

10
i

i

)
1(

2
)

1(
2 2

2
2

2 2
2 2

2
2

10
10

10
i

i
i

+
=

+
=  

  
+

=
;

в) 
=

  
  
−

⋅
=

−
6

6
6

6

2 3
2 1

2
)3

(
)

3
3

(
i

i

1728
2

3
))

2
sin(

)
2

(cos(
2

3
3

sin
3

6
cos

2
3

6
3

6
3

6
3

=
=

π
−

+
π

−
= 

 
 

 
π
−

+ 
 
π
−

=
i

i
;

г) 
=

 
 

π
+
π

 
 

 
 
π
−

+ 
 
π
−

=
 

 
−

=
 

 
+ −

8

8

8
8

4
sin

4
cos

4
sin

4
cos

2
2 1

1 1

i i
i

i i

1
2

sin
2

cos
)

2
sin(

)
2

cos(
=

π
+
π

π
−

+
π

−
=

i i
;

д) 
(

)
=

 
 

  
  
−

 
 

 
 

+
=

− +
=

−
+

=
−

6

8

6

8
6

8

2 3
2 1

2

2 1
2 1

2

)3
1(

)
1(

3
1

)
1(

i

i

i i
i

i
z

4 1
)

2
sin(

)
2

cos(
2

sin
2

cos
4 1

3
sin

3
cos

4
sin

4
cos

2 2
6

8

6 4
=

π
−

+
π

−
π

+
π

=

 
 

 
 
π
−

+ 
 
π
−

 
 

π
+
π

=
i i

i i
. 

П
риклад 8. Знайти всі значення кореня заданого степеня

з комплексного числа z :

а) 4
1−

;     б) 
i
+

−1
;     в) 5

6
sin

6
cos

2
 

 
π

+
π

i
.
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π
+
π

=
=

30
49

sin
30

49
cos

2
:

4
10

4
i

z
k

. 

П
риклад 9. Знайти корені заданих рівнянь і зобразити їх

на комплексній площ
ині.

а) 
0

1
4

=
+

z
;

б) 
0

1
2

=
−

+
i

z
.

 а) 
0

1
4

=
+

z
.

Запиш
емо задане рівняння у вигляді

1
4
−
=

z
.

Тоді 
4

1
−

=
z

, тобто розв’язання задачі зводиться до знаходж
ення всіх

значень кореня четвертого степеня з комплексного числа, щ
о дорівню

є 
1−

.
Знаходж

ення всіх значень вказаного кореня, а також
 їх зображ

ення на
комплексній площ

ині наведено в прикладі 8 п.а).
б) 

0
1

2
=

−
+

i
z

.
Запиш

емо задане рівняння у виглядіi
z

+
−
=

1
2

.
Тоді 

i
z

+
−

=
1

, тобто розв’язання задачі зводиться до знаходж
ення

всіх значень кореня другого степеня з комплексного числа, щ
о дорівню

є 
i
+

−1
.

Знаходж
ення всіх значень вказаного кореня, а також

 їх зображ
ення на

комплексній площ
ині наведено в прикладі 8 п.б). 

П
риклад 10. Д

овести рівності.

а) 
2

1
2

1
z

z
z

z
⋅

=
⋅

;
б) 

0
,

2
2 1

2 1
≠

=
z

z z
z z

;

в) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
arg

arg
arg

+
=

⋅
;

г) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
⋅

=
⋅

.
 П
редставимо комплексні числа 

1 z  та 
2 z  в показниковій формі:
2

1
2

2
1

1
,

ϕ
ϕ

=
=

i
i

e
r

z
er

z
,

де 
2

2
1

1
2

2
1

1
,

,
,

ϕ
=

ϕ
=

=
=

z
z

r
z

r
z

arg
arg

.
Тоді

)
(

2
1

2
1

2
1
ϕ+

ϕ
=

⋅
i

e
rr

z
z

,   
)

(

2 1

2 1
2

1
ϕ−

ϕ
=

i
e

r r
z z

.

О
тж

е,

2
1

2
1

rr
z

z
=

⋅
,   

2 1

2 1

r r
z z
=

.

Тригонометрична форма числа: 
 

 
π

+
π

=
+

−
=

4 3
sin

4 3
cos

2
1

i
i

z
, бо

4 3
)

1
(

,
2

1
π

=
+

−
=

=
+

−
=

i
z

i
z

arg
arg

.

О
тж
е, маємо:

4 3
sin

4 3
cos

2
1

4
π

+
π

=
+

−
i

i
.

Значення 
k z заданого кореня отримуємо так:

    

    
π

+
π

+
π

+
π

=
2 2

4 3

sin
2 2

4 3

cos
2

4
k

i
k

zk
, де 

1,
0
=

k
.

 
 

π
+
π

=
=

8 3
sin

8 3
cos

2
:

0
4

0
i

z
k

, 
 

π
+
π

=
=

8 11
sin

8 11
cos

2
:

1
4

1
i

z
k

.

Корені розташ
овую

ться на колі з центром в точці 
0
=z

 і радіус якого
4

2
 (рис.3.5б).

в) 5
6

sin
6

cos
2

 
 

π
+
π

i
.

Ч
исло 

 
 

π
+
π

=
6

sin
6

cos
2

i
z

 задане в тригонометричній ф
ормі,

тому за формулою
 для обчислення коренів маємо:

    

    
π

+
π

+
π

+
π

=
5 2

6
sin

5 2
6

cos
2

10
k

i
k

zk
, де 

4,
3,

2,
1,

0
=

k
.

 
 

π
+

π
=

=
30

sin
30

cos
2

:
0

10
0

i
z

k
, 

 
π

+
π

=
=

30
13

sin
30

13
cos

2
:

1
10

1
i

z
k

, 
 

π
+
π

=
=

30
25

sin
30

25
cos

2
:

2
10

2
i

z
k

, 
 

π
+
π

=
=

30
37

sin
30

37
cos

2
:

3
10

3
i

z
k

,
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 x
О  y

 x
О  y

–1
 1

 x
О  y–1

 1

 1

                   а)
               б)

в)
Рис.3.6

г) 
1
>

−
i

z
.

З умови випливає, щ
о1
>

−
+

=
−

i
yi

x
i

z
, або 

1
)1

(
>

−
+

=
−

y
i

x
i

z
.

Тоді

1
)1

(
2

2
>

−
+

y
x

  або  
1

)1
(

2
2

>
−

+
y

x
.

О
тж

е, задана множ
ина є зовніш

ністю
 круга одиничного радіуса з

центром у точці 
i

z
=

, не вклю
чаю

чи кола (рис.3.7а).
д) 

3
1

1
≤

−
≤

z
.

О
скільки 

2
2)1

(
)1

(
1

1
y

x
yi

x
yi

x
z

+
−

=
+

−
=

−
+

=
−

, то з
умови випливає, щ

о 
9

)1
(

1
2

2
≤

+
−

≤
y

x
.

Задана множ
ина є кільцем, щ

о міститься між
 колами із загальним

центром у точці 
1
=

z
 і радіусами 1 і 3, вклю

чаю
чи обидва кола (рис.3.7б).

е) 
4 π
<

−
π

z
arg

.

З умови випливає, щ
о

4
4

π
<

−
π
<
π
−

z
arg

,

4 3
4 5

π
−
<

−
<
π

−
z

arg
,

4 5
4 3

π
<

<
π

z
arg

.

О
тж
е, задана множ

ина є кутом розхилу 2 π
 з верш

иною
 в точці 

0
=

z

і сторонами 
4 3π

=
ϕ

 і 
4 5π

=
ϕ

, не вклю
чаю

чи сторін (рис.3.7в), тобто бісект-

рисою
 вказаного кута є від’ємна частина дійсної осі O

x .

Д
оведемо задані рівності.

а) 
2

1
2

1
z

z
z

z
⋅

=
⋅

.

    
2

1
2

1
2

1
z

z
r

r
z

z
⋅

=
⋅

=
⋅

.

б) 
0

,
2

2 1

2 1
≠

=
z

z z
z z

.

    
2 1

2 1

2 1

z z
r r

z z
=

=
.

в) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
arg

arg
arg

+
=

⋅
.

    
2

1
1

2
1

)
(

z
z

z
z

arg
arg

arg
2

+
=

ϕ
+

ϕ
=

⋅
.

г) 
2

1
2

1
)

(
z

z
z

z
⋅

=
⋅

.

    
2

1
2

1
)

(
2

1
2

1
2

1
2

1
z

z
e

r
er

e
rr

z
z

i
i

i
⋅

=
⋅

=
=

⋅
ϕ

−
ϕ

−
ϕ+

ϕ
−

. 

П
риклад 11. Н

авести геометричний опис множ
ини всіх

точок комплексної площ
ини, щ

о задовольняю
ть нерівності.

а) 
0
>

z
R

e
;

  б) 
1
≤

z
R

e
;

в)   
<

<
<

;1
,1

z
zR

e
0 Im

г) 
1
>

−
i

z
;

  д) 
3

1
1

≤
−

≤
z

;
е) 

4 π
<

−
π

z
arg

.

 а) 
0
>

z
R

e
.

0
,

)
(

>
=

+
=

x
x

yi
x

z
R

e
R

e
.

Задана множ
ина є півплощ

иною
, щ

о розташ
ована праворуч уявної

осі, причому точки осі не належ
ать їй (рис.3.6а).

б) 
1
≤

z
R

e
.

1
1

)
(

≤
⇒

≤
+

=
x

yi
x

z
R

e
R

e
, тобто 

1
1

≤
≤

−
x

.

Задана множ
ина є смугою

, щ
о розташ

ована між
 прямими 

1−
=

x
,

1
=

x
, вклю

чаю
чи ці прямі (рис.3.6б).

в)   
<

<
<

.1
,1

z
zR

e
0 Im

З умови випливає, щ
о   

<
<
<

,1 ,1
x

y0
 тобто   

<
<
<

<
−

.1 ,1
1

x y
0

Задана множ
ина є прямокутником, щ

о є перетином смуг, розташ
ова-

них між
 прямими 

1
,1
=

−
=

y
y

 та 
1

,0
=

=
x

x
, не вклю

чаю
чи самі ці прямі.

О
тж

е, маємо прямокутник з верш
инами 

i
i

i
i

,
1

,
1

,
+

−
−

 (не вклю
чаю

чи
сторін) (рис.3.6в).
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1
4

3

2
2

≤
+

y
x

,

а отж
е, і задана нерівність

4
≤

+
+

−
i

z
i

z
,

визначає область, обмеж
ену вказаним еліпсом (внутріш

ню
 його частину),

вклю
чаю

чи його меж
у (рис.3.8а).

 x
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3
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 x

О  y
3

–1

                            а)
           б)

Рис.3.8
б) 

2
2

2
<

+
−

−
z

z
.

В
иконаємо перетворення:

2
2

2
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+
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−

+
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+
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−
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<
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+
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+
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+
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+
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+

<
+

−
,

4
8

)2
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4
2

2
−

−
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+
+
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x
,

1
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2
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−
−
>

+
+
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y

x
,

⇒

         

≥
+
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>
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− −
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⇔
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+

<
−

−   
+

+
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≥
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−
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(

,
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(
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2
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4
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(
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2
2 2
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y
x x

y
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y
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x
x

x
y

x

x
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О

 y 1
  

 x
О  y

 1
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 4
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 x

О

 y

                а)
               б)

в)
Рис.3.7 

П
риклад 12. З’ясувати, які множ

ини точок z комплексної
площ

ини відповідаю
ть нерівностям.

а) 
4
≤

+
+

−
i

z
i

z
;

б) 
2

2
2

<
+

−
−

z
z

.
 а) 

4
≤

+
+

−
i

z
i

z
.

В
иконаємо перетворення:

2
2

)1
(

)1
(

−
+

=
−

+
=

−
+

=
−

y
x

y
i

x
i

iy
x

i
z

,
2

2
)1

(
)1

(
+

+
=

+
+

=
+

+
=

+
y

x
y

i
x

i
iy

x
i

z
.

Тоді задана нерівність буде такою
:

4
)1

(
)1

(
2

2
2

2
≤

+
+

+
−

+
y

x
y

x
,

2
2

2
2

)1
(

4
)1

(
+

+
−

≤
−

+
y

x
y

x
,

2
2

2
2

2
2

)1
(

)1
(

8
16

)1
(

+
+

+
+

+
−

≤
−

+
y

x
y

x
y

x
,

y
y

x
y

2
)1

(
8

16
2

2
2

+
+

+
−

≤
−

,

4
)1

(
2

2
2

+
≤

+
+

y
y

x
,

16
8

4
8

4
4

2
2

2
+

+
≤

+
+

+
y

y
y

y
x

,

12
3

4
2

2
≤

+
y

x
,

1
4

3

2
2

≤
+

y
x

.

В
рахуємо, щ

о рівняння 
1

4
3

2
2

=
+

y
x

 є рівнянням еліпса з півосями

2
,3
=

=
b

a
. Тоді отримана нерівність
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В
 силу тієї ж

 умови 
2 π
<

<
Z

arg
0

 маємо, щ
о 

0
)

1(
12

2

2
2

>
+

+
+

−
−
=

y
x

y
x

X
.

Звідки 
0

1
2

2
>

+
−

−
y

x
, тобто 

1
2

2
<

+
y

x
.

Д
алі з нерівності

2
1

2
2

2
π
<

+
−

−
<

y
x

x
arctg

0

маємо

2
2

2
0

1
x

x
y

<
<
+∞

−
−
+

.

В
раховую

чи, щ
о 

1
2

2
<

+
y

x
, з останньої нерівності отримуємо, щ

о
0
>

x
, тобто задана множ

ина визначається системою
 нерівностей

  
<

+ >

.1

,0
2

2
y

x x

О
тж
е, задана нерівність визначає множ

ину точок, щ
о є правою

 поло-
виною

 круга радіуса 1 з центром у точці 
0
=

z
, не вклю

чаю
чи меж

у (рис.3.9а).

б) 
2

)
(

π
<

+
<
π

i
z

arg
4

.

В
иконаємо перетворення, поклавш

и 
i

z
Z

+
=

, де 
yi

x
z

+
=

:

)1
(
+

+
=

+
+

=
+

=
y

i
x

i
yi

x
i

z
Z

.
Тоді

X Y
Yi

X
Z

i
z

 
arctg

arg
arg

arg
=

+
=

=
+

)
(

)
(

,  де 
1

,
+

=
=

y
Y

x
X

.

О
скільки за умовою

 
2 π
<

<
π

Z
arg

4
, маємо, щ

о 
0
>

=
x

X
.

Д
алі з нерівності

2
1
π
<

+
<
π

x y
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4
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1
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yx +
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<
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1
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x x

y
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x y
.

В
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чи, щ
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0
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x
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>
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>
⇒
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>
+

−
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3 ,
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(

,
2 1

,1
3 ,
2 1

2
2

2
2 2

2О
тж
е, задана нерівність визначає частину площ

ини, щ
о розташ

ована пра-

воруч лівої вітки гіперболи 
1

3 2
2

=
−

y
x

, не вклю
чаю

чи цю
 вітку (рис.3.8б). 

П
риклад 13. Знайти множ

ини точок на площ
ині комплекс-

ної змінної z , які задовольняю
ть задані умови.
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z
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z
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;
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.
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В
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О
скільки за умовою
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3,
2,

1,
0

,
2

16
16 3

2
=

π
+

π
<
ϕ
<
π

−
π

k
k

k
.

16
16 3

:
0

π
<
ϕ
<
π

−
=

k
,

16 9
16 5

:
1
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<
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13

:
2

π
<
ϕ
<
π

=
k

,
16
25

16
21

:
3

π
<
ϕ
<
π

=
k

.

О
тж
е, задана нерівність визначає чотири кути розхилу 4 π

 з верш
и-

ною
 в точці 

0
=

z
, бісектрисами яких є промені 

3,
2,

1,
0

,
16

=
π
+

π
−
=
ϕ

k
k

,

не вклю
чаю

чи сторін кутів (рис.3.9в). 

П
риклад 14. З’ясувати, які лінії комплексної площ

ини за-
дані вказаними умовами.
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a
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R
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;
б) 

0
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=

+ −z z
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.
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R
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.
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a
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x
x

1
2

2
=

+
, де 

0
2

2
≠

+
y

x
, тобто рівність має місце в

усій комплексній площ
ині, крім точки 

0
=

z
. Д

алі, продовж
ую

чи перетво-

рення, отримаємо 
2

2
y

x
ax

+
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, або 
0

2
2

=
+

−
y

ax
x

, або

4
2

2
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y
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+
 

 
−

.

О
тж
е, одерж

али коло з центром у точці 
 

 
0,

2 a
C

 радіуса 2 a
 з виколо-

тою
 точкою

 
0
=

z
 (рис.3.10а).

О
тж
е, задана нерівність визначає множ

ину, щ
о є кутом розхилу 4 π

 з

верш
иною

 в точці 
i

z
−
=

, сторони якого проходять через точки 
1
=

z
 і 

0
=

z
,

не вклю
чаю

чи сторін (рис.3.9б).
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окладемо 

ϕ
=

i
er

z
 і скористаємось формулою
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ϕ

=
4

sin
)

4
sin

4
(cos

4
4

4
r

i
r

z
Im

Im
.

О
тж
е, маємо

)
4

sin
4

(cos
)

4
sin

4
(cos

4
4

ϕ
+
ϕ

>
ϕ

+
ϕ

i
r

i
r

Im
R

e
,

0
,

4
sin

4
cos

4
4

≠
ϕ

>
ϕ

r
r

r
,

ϕ
>
ϕ

4
sin

4
cos

.
Звідси

0
4

sin
4

cos
>
ϕ

−
ϕ

,

0
4

2
cos

4
cos

> 
 

ϕ
−
π

−
ϕ

,
0

4
4

sin
4

sin
2

> 
 

π
−
ϕ

π
−

,

0
4

4
sin

2
< 

 
π
−
ϕ

,     
0

4
4

sin
< 

 
π
−
ϕ

,

k
k

π
<
π
−
ϕ

<
π
−

π
2

4
4

2
,k

k
π

+
π
<
ϕ

<
π

−
π

2
4

4
4 3

2
,
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3.3. Знайти уявну частину заданого комплексного числа.

а) 
)

11
2(

)
2(

3
i

i
z

+
−

=
;

б) 
6

4
1

3
2

i
i i

z
+

+ −
=

;

в) 
i

i i
i i

z
1

3
4

4
3

5
2

2
5

−
+ −

−
− +

=
.

3.4. В
иконати вказані дії.

а) 
20

19
18

17
i

i
i

i
+

+
+

;
б) 

  
  

+
−

  
  
+

i
i

i
2 3

2 1
2 3

2 1
2

;

в) 
i i

i i
+ −

+
− +

1 1
1 1

;
г) 

i i
i i

+ +
+

+
−
+

2
)

2
1(

6
8

12
13

3.

У
 задачах 3.5 – 3.7 виконати вказані операції, представив-

ш
и результат в алгебраїчній формі.

3.5. а) 
2)

2
1(

)
3(

)
3

2(
i

i
i

+
+

−
+

;
       б) 

3
3

)
1(

)
1(

i
i

+
−

−
;

в) 
3

2
2

)
3

1(
)

2(
i

i
i

−
+

−
.

3.6. а) 
i

i
−

+
+

4 1
4

1
1

;
б) 

3

1 1
 

 
+ −

i i
;

       в) 
i

i
i

i
i

i
+
−

−
−

−
+

+
3

)
3(

)
1(

3
)

3(
)

1(
;г) 

2

10 5

1 2
  

  
+ +

i i
.

3.7. а) 
5

2
)

1(
)

2
3

(
3

2
−

+
− +

−
i

i i
;

б) 
2

3
3

)
2

1(
)

2(
)

1
(

i
i

i−
+

−
+

−
.

3.8. Знайти дійсні розв’язки заданих рівнянь.
а) 

i
y

i
x

i
7

1
)

3
1(

)
3(

−
=

+
+

−
;

б) 
i

i
iy

x
i

i
x

6
5

)
2

1)(
(

)
2

)(
3(

+
=

+
−

+
+

−
;

в) 
i

i
y

x
i

x
6

17
))

2
3

)(
(

)
1)(

1
2

((
12

+
=

−
+

+
+

+
;

г) 
b

a
b

a
i

ib
a

iy
x

≠
∈

=
−

−
,

,
,

)
)(

(
5

R
.

3.9. В
изначити, за яких дійсних значень x та y

 комплекс-
ні числа 

1 z  та 
2 z рівні.

i
x

i
z

xi
y

y
z

2
2

2
1

20
12

,
9

7
+

+
−
=

+
−

=
.

 x
О  y

а/2
 а

             
 x

–1

 yО

                        а)
   б)

Рис.3.10

б) 
0

1 1
=

+ −z z
Im

.

В
иконаємо перетворення лівої частини рівності:

=
+

+
−

+
+

−
=

+
+
+

−
=

+
+
−

+
=

+ −
2

2)1
(

)
)1

((
)

)1
((

)1
(

)1
(

1 1
1 1

y
x

yi
x

yi
x

yi
x

yi
x

yi
x

yi
x

z z
Im

Im
Im

Im

  
  

+
+

+
+

+
−

+
=

+
+

+
−

+
+

+
−

=
2

2
2

2

2
2

2
2

2
2

)1
(

2
)1

(
1

)1
(

)
(

1
y

x
y

i
y

x
y

x
y

x
y

xy
y

xy
i

y
x

Im
Im

.

О
тж
е, 

2
2)1

(
2

1 1
y

x
y

z z
+

+
=

+ −
Im

.

В
раховую

чи умову, маємо

0
)1

(
2

2
2

=
+

+
y

x
y

,

тобто

  
≠

+
+ =

.0
)1

(

,0
2

2
y

x y

М
аємо всю

 дійсну вісь, крім точки 
1−

=
x

 на ній (рис.3.10б). 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

3.1. Знайти суму і добуток заданих комплексних чисел.
а) 

i
z

i
z

2
3

,
5

4
2

1
−

=
+

=
;

б) 
i

z
i

z
3

2
,

3
2

2
1

+
=

−
=

.
3.2. Знайти різницю

 та частку заданих комплексних чисел.
а) 

6,
0

,
2

1
2

1
=

−
=

z
i

z
;

б) 
i

z
i

z
2

5
,

5
2

1
−

=
−

=
.
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і) 
1

3
−

=
i

z
;

к) 
7

sin
7

cos
π

−
π

−
=

i
z

.

3.17. Знайти модулі та аргументи заданих комплексних
чисел.а) 

3−
=z

;
б) 

i
z

2 3
2 1
+

−
=

;
в) 

i i
z

+ −
=

1 1
.

3.18. П
редставити задані комплексні числа в тригономет-

ричній формі та зобразити їх на комплексній площ
ині.

а) 
i− ;

б) 
2
−

;
в) 

3
1

i
−

;
г) 

2
2

i
+

−
;

д) 
7

sin
7

cos
π

+
π

−
i

;
е) 

3
cos

3
sin

π
+
π

i
.

3.19. О
бчислити вирази, використовую

чи формулу М
уавра.

а) 
6)3

3(
i
−

;
б) 

20

1
3

1
  

  
− +

i i
;

в) 
40

1
3

1
  

  
+ −

i i
;
г) 

18

15

18

15

)
1(

)
3

1
(

)
1(

)
3

1
(

i i
i i

+ −
−

+
− +

−
.

3.20. Знайти та зобразити на комплексній площ
ині всі зна-

чення коренів.
а) 

1
;

б) 31
     в) 41

.
3.21. Знайти всі значення коренів.
а) 

i;
б) 3i;

     в) 4
i
−

;
г) 9

9
−

;

д) 
3

1
i
+

−
;

е) 3
3

2
2

i
+

−
;

є) 5
1

i
−

−
.

3.22. Знайти корені заданих рівнянь і зобразити їх на комп-
лексній площ

ині.
а) 

0
2
=

+
i

z
;

б) 
0

16
4

=
−

z
;

в) 
0

1
8
=

−
z

.
3.23. П

редставити задані комплексні числа в показниковій
формі.а) 

2
−

;
б) i ;

в) 
i− ;

г) 
3

1
i
−

−
;

д) 
i3

5
+

;
е) 

i
12

5
−

;
є) 

i4
3
−

−
;

ж
) 

i
+

−
2

;
з) 

α
−
α

cos
sin

i
.

3.10. Визначити, за яких дійсних значень x та y
 комплекс-

ні числа 
1 z та 

2 z  спряж
ені.

а) 
9

2
1

20
8

i
x

z
−

=
,

3
2

2
10

4
9

yi
x

z
+

−
=

;
б) 

y
ix

z
3

2
1

+
−
=

 ,
i

y
x

z
4

2
2

+
+

=
.

3.11. О
бчислити задані вирази.

а) 
2

1
z

z
⋅

 та 
2

2 1 
 z z

, якщ
о 

i
z

i
z

+
=

−
=

3
,3

1
2

1
;

б) 
2

1
z

z
⋅

 та 
2 21z z

, якщ
о 

i
z

i
z

2
2

,
2

3
2

1
+

=
+

=
.

У
 задачах 3.12, 3.13 довести вказані рівності.

3.12. а) 
2

1
2

1
z

z
z

z
+

=
+

;
3.13. а) 

z
z

z
 

R
e

2
=

+
;

         б) 
2

1
2

1
z

z
z

z
−

=
−

;
         б) 

z
i

z
z

 
Im

2
=

−
;

         в) 
2

1
2

1
z

z
z

z
⋅

=
⋅

;
         в) 

z
z
=

;

         г) 
0

,
2

2 1

2 1
≠

= 
 

z
z z

z z
.

         г) 
2

z
z

z
=

⋅
.

3.14. Розв’язати рівняння.

а) 
0

7
1

)
1)(

3
4(

)
)(

2
1(

=
+

+
−

−
+

−
+

i
iz

i
i

z
i

;
б) 

0
2

=
+

z
z

.

3.15. Розв’язати систему   
−

=
+

+
=

+
.

3
2

3
,

1
2

2
1

2
1

i
zi

z
i

z
z

3.16. Знайти модулі та головні значення аргументів зада-
них комплексних чисел.

а) 
i

z=
;

б) 
i

z
2 1

2 3
−

=
;

в) 
5−

=
z

;

г) 
i

z
−

=
1

;
д) 

i
z

2 3
7

2 7
−

=
;

е) 
3

1
i

z
−

−
=

;

є) 
2 1

i
z

+
−
=

;
ж

) 
i

z
7

5
−

=
;

з) 
3

2
i

z
−

=
;
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3.32. а) 
2

2
=

z
Im

;
б) 

1
2
=

z
R

e
;

    в) 
2 1

1
=

z
Im

.

3.33. 
1

2
2

=
+

z
z

.
3.34. 

2
)

2(
)

2(
2

=
−

+
+

+
z

i
z

i
zz

.
3.35. а) 

z
z

2
1

2
−

=
−

;
б) 

2
1

z
z

z
z

−
=

−
;

         в) 
0

)
(

2
=

−
z

z
R

e
.

У
 задачах 3.36, 3.37 записати у комплексній формі рівнян-

ня вказаних ліній.
3.36. а) координатних осей O

x
 та O

y
;

         б) прямої 
x

y
=

;
         в) прямої 

R
∈

+
=

b
k

b
kx

y
,

,
.

3.37. а) рівнобічної гіперболи 
2

2
2

a
y

x
=

−
;

         б) кола 
0

2
2

2
=

+
+

x
y

x
.

§2. Ф
ункції ком

плексної зм
інної

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття

О
бласть. О

бласт
ю

 на комплексній площ
ині називається множ

ина D
точок, які маю

ть такі властивості:

1) кож
на точка з множ

ини D
 належ

ить їй разом з достатньо малим
кругом з центром у цій точці (відкрит

іст
ь);

2) будь-які дві точки мож
на з’єднати ламаною

, щ
о складається тільки

з точок D
 (зв’язніст

ь).
Н
айпростіш

ими прикладами області є околи точок на комплексній
площ

ині. Зауваж
имо, щ

о ε- окіл точки a
 – це відкритий круг радіуса ε з

центром у точці a
, тобто сукупність точок z

, щ
о задовольняю

ть нерівності
ε
<

−
a

z
.

М
еж
овою

 т
очкою

 області D
 називаю

ть таку точку, яка сама не нале-
ж
ить області D

, але в будь-якому її околі містяться точки цієї області. Сукуп-
ність всіх меж

ових точок області називається меж
ею

 област
і D

. О
бласть D

з приєднаною
 до неї меж

ею
 називаю

ть замкненою
 област

ю
 і позначаю

ть D
.

3.24. П
редставити задані комплексні числа в показниковій

формі та виконати дії над ними.

а) 
2

1
z

z
⋅

 та 
2 21z z

, якщ
о 

i
z

i
z

3
3

3
,

2
3

2
2

1
−

=
−

=
;

б) 
2

21
z

z
⋅

 та 
1 2z z

, якщ
о 

8
8

,
2

2
2

1
i

z
i

z
−

=
+

−
=

.

3.25. З’ясувати геометричний зміст вказаних співвіднош
ень.

а) 
R

z
z

=
−

0
;   

R
z

z
>

−
0

;   
)0

(
0

>
<

−
R

R
z

z
;

б) 
)0

(
2

2
1

>
=

−
+

−
a

a
z

z
z

z
;

в) 
)0

(
2

2
1

>
=

−
−

−
a

a
z

z
z

z
.

У
 задачах 3.26 – 3.28 знайти множ

ини точок на комплекс-
ній площ

ині, які задовольняю
ть задані умови.

3.26. а) 
2
≥

z
;

б) 
0

,1
1

≠
≥

z
z

.

3.27. а) 
8

5
=

−
i

z
;

б) 
4

1
≤

−
−

i
z

.

3.28. а) 
4

0
π
≤

<
z

arg
;
б) 

2
4

,2
1

π
<

<
π

<
+

<
z

i
z

arg
.

3.29. Н
авести геометричний опис множ

ини всіх точок комп-
лексної площ

ини, щ
о задовольняю

ть нерівностям.

а) 
1
≤

z
Im

;
б) 

1
≤

z
;

в) 
2

0
<

+
<

i
z

.

3.30. З’ясувати, які множ
ини точок комплексної площ

ини
відповідаю

ть заданим нерівностям.

а) 
2 1

1
<

z
R

e
;

б) 
z

z
−

<
+

1
1

;
в) 

z
z

R
e

−
>

1
.

У
 задачах 3.31 – 3.34 з’ясувати, які лінії на комплексній

площ
ині задані вказаними рівняннями.

3.31. а) 
0

1 1
=

+ −z z
R

e
;
б) 

0
,0
>

=
+ −

a
a

z
a

z
R

e
;

         в) 
z

z
=

+
)

1(
R

e
.
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О
сновні елем

ентарні ф
ункції ком

плексної зм
інної

Д
о основних елементарних функцій відносяться такі функції.

1. С
т
епенева ф

ункція
N
∈

+
=

n
yi

x
z

n
n

,
)

(
.

(3.10)

2. П
оказникова ф

ункція
)

sin
(cos

y
i

y
e

e
e

x
yi

x
z

+
=

=
+

.
(3.11)

Ц
я функція має такі властивості:
o

1
. Я

кщ
о 

x
z
=

, то 
x

z
e

e
=

.
o

2
. 

x
z

e
e
=

.

o
3

. 
2

1
2

1
z

z
z

z
e

e
e

+
=

⋅
.

o
4

. 
z

i
z

e
e

=
π

+2
, тобто функція періодична з періодом 

i π
2

.

o
5

. 
1

,
,1

,
,1

2
2 3

2
0

=
−
=

−
=

=
=

π
π

π
π

i
i

i
i

e
i

e
e

i
e

e
.

3. Тригономет
ричні ф

ункції

i e
e

z
e

e
z

zi
zi

zi
zi

2
sin

,
2

cos
−

−
−

=
+

=
,

(3.12)

z z
z

z z
z

sin
cos

,
cos
sin

=
=

ctg
tg

.
(3.13)

Ц
і функції маю

ть такі властивості:
o

1
. Я

кщ
о 

x
z
=

, то ці функції співпадаю
ть з аналогічними функція-

ми дійсної змінної.
o

2
. Д

ля введених функцій маю
ть місце всі формули, справедливі для

функцій дійсної змінної.
o

3
. 

z
z

z
z

sin
)

2
sin(

,
cos

)
2

cos(
=

π
+

=
π

+
,

       
z

z
z

z
ctg

(
ctg

tg
tg

=
π
+

=
π
+

)
,

)
(

,
тобто функції 

z
z

sin
,

cos
 періодичні з періодом 

π2
, функції 

z
z

ctg
tg

,
періодичні з періодом π

.

4. Гіперболічні ф
ункції

2
,

2

z
z

z
z

e
e

z
e

e
z

−
−

−
=

+
=

sh
ch

,
(3.14)

z z
z

z z
z

sh ch
cth

ch sh
th

=
=

,
.

(3.15)

О
бласть D

 називається обмеж
еною

, якщ
о вона належ

ить кругу
R

z
<

. Я
кщ

о область обмеж
ена, число зв’язних частин, на які розбиваєть-

ся її меж
а, називається порядком зв’язност

і.

Ф
ункції ком

плексної зм
інної. Каж

уть, щ
о на множ

ині M
 точок пло-

щ
ини Z

 задана ф
ункція комплексної змінної 

)
(z

f
w
=

, якщ
о є закон, згідно

з яким кож
ній точці 

M
z ∈

 ставиться у відповідність цілком певна точка,
або сукупність точок w

. У
 перш

ому випадку функція 
)

(z
f

 називається од-
нозначною

, у другому – многозначною
. М

нож
ина M

 називається област
ю

визначення функції 
)

(z
f

, а сукупність N
 всіх значень w

, які 
)

(z
f

 приймає
на M

, област
ю

 її зміни.
Н
ехай 

vi
u

w
yi

x
z

+
=

+
=

,
. Тоді задання функції комплексної змін-

ної 
)

(z
f

w
=

 буде рівносильне заданню
 двох функцій дійсних змінних

)
,

(
,)

,
(

y
x

v
v

y
x

u
u

=
=

,
тобто

)
,

(
)

,
(

)
(

y
x

vi
y

x
u

z
f

w
+

=
=

,
де 

)
(

)
,

(
,)

(
)

,
(

z
f

y
x

v
z

f
y

x
u

Im
R

e
=

=
.

Геомет
рично задану в області D

 однозначну функцію
 

)
(z

f
 мож

на
розглядати як відображ

ення області D
 площ

ини Z
 на деяку множ

ину G
площ

ини W
, щ

о є сукупністю
 значень функції 

)
(z

f
, які відповідаю

ть всім
D

z∈
.О
тж
е, функція 

)
(z

f
w
=

 здійсню
є відображ

ення точок комплексної
площ

ини Z
 на відповідні точки комплексної площ

ини W
.

Знаходж
ення рівняння образу кривої при відображ

енні 
)

(z
f

w
=

.
Н
ехай в площ

ині Z
 крива задана рівнянням 

0
)

,
(

=
y

x
F

. Щ
об знайти

рівняння образу 
0

)
,

(
=

Φ
v

u
 цієї кривої в площ

ині W
 при відображ

енні за
допомогою

 функції 
vi

u
z

f
w

+
=

=
)

(
, треба виклю

чити x
 та y

 з рівнянь

  

=
= =

.0
)

,
(

,)
,

(
,)

,
(y

x
F

y
x

v
v

y
x

u
u

(3.9)

Я
кщ

о крива задана парамет
ричними рівняннями 

)
(

,)
(

t
y

y
t

x
x

=
=

або 
)

(
)

(
)

(
t

yi
t

x
t

z
z

+
=

=
, то параметричними рівняннями її образу при ві-

дображ
енні 

vi
u

z
f

w
+

=
=

)
(

 будуть

.)
(

)]
(

),
(

[
,)

(
)]

(
),

(
[

t
V

t
y

t
x

v
v

t
U

t
y

t
x

u
u

=
=

=
=
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Я
кщ

о 
N
∈

=
n

n
a

,
1

, то отримуємо многозначну функцію
 – корінь

n
- го ст

епеня з комплексного числа

n
k

z
i

n
k

z
i

z
n

n
n

e
z

e
z

z
π

+
π

+
+

=
=

=
2

))
2

(
ln

(
1

1
arg

arg
, 

Z
∈

k
.

7. Загальна показникова ф
ункціяa

z
z

e
a

Ln
=

, 
C
∈

a
.

(3.20)

Головне значення цієї функції 
a

z
e

ln
.

8. О
бернені т

ригономет
ричні ф

ункції.
2

,
1 1

2

,)
1

(

,)
1

(
2

2

i
z

i
z

i
z

iz iz
i

z

z
z

i
z

z
iz

i
z

+ −
=

− +
−
=

−
±

−
=

−
±

−
=

Ln
A

rcctg

Ln
A

rctg

Ln
A

rccos

Ln
A

rcsin

(3.21)

9. О
бернені гіперболічні ф

ункції

.
1 1

2 1

,
1 1

2 1
,)

1
(

,)
1

(
2 2

− +
=

− +
=

−
±

=

+
±

=

z z
z

z z
z

z
z

z

z
z

z

Ln
A

rcth

Ln
A

rth

Ln
A

rch

Ln
A

rsh

(3.22)

Границя та неперервність ф
ункцій ком

плексної зм
інної

Н
ехай функція 

)
(z

f
 визначена в деякому околі Ω

 точки 
0 z, крім,

мож
ливо, самої точки 

0 z .

О
значення 1. Число A

 називається границею
 ф
ункції 

)
(z

f
 в т

очці
0 z , якщ

о для будь-якого числа 
0
>
ε

 мож
на вказати таке число 

0
)

(
>

ε
δ
=
δ

,
щ
о для всіх точок 

Ω
∈z

, які задовольняю
ть умові 

δ
<

−
<

0
0

z
z

, викону-
ється нерівність 

ε
<

−
A

z
f

)
(

.

Коротко це записується так: 
A

z
f

z
z

=
→

)
(

lim
0

.

Ц
і функції маю

ть такі властивості:
o

1
. Я

кщ
о 

x
z
=

, то ці функції співпадаю
ть з аналогічними функція-

ми дійсної змінної.
o

2
. Д

ля введених функцій маю
ть місце всі формули, справедливі для

функцій дійсної змінної.
o

3
. 

z
i

z
z

i
z

sh
sh

ch
ch

=
π

+
=

π
+

)
2

(
,

)
2

(
,

       
z

i
z

z
i

z
cth

(
cth

th
th

=
π
+

=
π
+

)
,

)
(

,

тобто функції 
z

z
sh

ch
,

 періодичні з періодом 
i π

2
, функції 

z
z

cth
th

,
 пе-

ріодичні з періодом 
iπ .

o
4

.  
iz

i
z

iz
z

sin
sh

cos
ch

−
=

=
,

,

        
iz

i
z

iz
i

z
ctg

cth
tg

th
=

−
=

,
.

Звідси
z

i
iz

z
iz

sh
ch

cos
=

=
sin

,
,z

i
iz

z
i

iz
cth

ctg
th

tg
−
=

=
,

.

5. Л
огариф

мічна ф
ункція

0
,)

2
(

ln
≠

π
+

+
=

z
k

z
i

z
z

arg
Ln

, 
Z
∈

k
.

(3.16)
Л
огарифмічна функція 

z
Ln

 визначається як обернена до показнико-
вої. Ф

ункція 
z

Ln
 є многозначною

. Головним значенням 
z

Ln
 називається

те значення, яке отримується при 
0
=

k
. В
оно позначається через 

z
ln

. О
тж
е,

z
i

z
z

arg
ln

+
=

ln
,

(3.17)
а тоді

i
k

z
z

π
+

=
2

ln
Ln

, 
Z
∈

k
.

(3.18)
М
аю

ть місце співвіднош
ення:

2
1

2
1

)
(

z
z

z
z

Ln
Ln

Ln
+

=
,

2
1

2 1
z

z
z z

Ln
Ln

Ln
−

= 
 

,

i
k

z
n

z
n

π
+

=
2

Ln
Ln

, 
Z
∈

k
.

6. Загальна ст
епенева ф

ункція
z

a
a

e
z

Ln
=

, 
C
∈

a
.

(3.19)

Ц
я функція многозначна, її головне значення 

z
a

e
ln

.
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Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 неперервна в точці 
0 z, а 

)
( τ

F
 неперервна в точ-

ці 
)

(
0 z

f
=
τ

, то складна функція 
))

(
(

z
f

F
 неперервна в точці 

0 z .

О
значення 6. Ф

ункція 
)

(z
f

 називається рівномірно неперервною
 в

област
і D

, якщ
о для будь-якого числа 

0
>
ε

 знайдеться таке число
0

)
(
>

ε
δ
=
δ

, щ
о для будь-яких точок 

D
z

z
∈2

1 ,
, які задовольняю

ть умові

δ
<

−
2

1
z

z
, виконується нерівність 

ε
<

−
)

(
)

(
2

1
z

f
z

f
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення області на комплексній площ

ині.
2. Я

ка область називається замкненою
; обмеж

еною
?

3. Д
айте означення функції комплексної змінної.

4. Я
ка функція називається однозначною

; многозначною
?

5. П
ерелічіть основні елементарні функції комплексної

змінної.
6. Д

айте означення показникової функції. Які її властивості?
7. Д

айте означення тригонометричних функцій. Н
аведіть

їхні властивості.
8. Д

айте означення гіперболічних функцій. Н
аведіть їхні

властивості.
9. Як визначається логарифмічна функція? Щ

о називається
головним значенням цієї функції? Запиш

іть відповідні функції.
10. Я

к визначається загальна степенева функція; загальна
показникова функція?

11. Н
аведіть обернені тригонометричні функції.

12. Запиш
іть обернені гіперболічні функції.

13. Д
айте означення границі функції в точці.

14. Д
айте означення функції, неперервної в точці; неперервної

в області?
15. Н

аведіть означення рівномірно неперервної функції в
області.

Тут припускається, щ
о 

0 z і A
 скінченні точки комплексної площ

ини.

О
значення 2. Я

кщ
о для будь-якої послідовності 

)
(

}
{

0 z
z

z
n

n
≠

, збіж
-

ної до точки 
0 z , відповідна їй послідовність значень функції 

)
(

n z
f

 збіга-
ється до числа A

, то число A
 називається границею

 ф
ункції 

)
(z

f
 в т

очці
0 z. Тут нескінченність 

0 z і A
 не припускається.

Існування границі 
)

(
lim

0
z

f
z

z→
, де 

0
0

0
,)

,
(

)
,

(
)

(
yi

x
z

y
x

vi
y

x
u

z
f

+
=

+
=

рівносильне існуванню
 границь 

0
)

,
(

lim
0 0

u
y

x
u

y
y

x
x

=
→ →

 і 
0

)
,

(
lim

0 0
v

y
x

v
y

y
x

x
=

→ →
, причому

0
0

0
)

(
lim

0
w

v
u

z
f

z
z

=
+

=
→

.

Власт
ивост

і границі ф
ункцій комплексної змінної

Н
ехай існую

ть границі 
B

z
g

A
z

f
z

z
z

z
=

=
→

→
)

(
lim

,
)

(
lim

0
0

. Тоді

B
A

z
g

z
f

z
z

±
=

±
→

))
(

)
(

(
lim

0
,

B
A

z
g

z
f

z
z

⋅
=

⋅
→

))
(

)
(

(
lim

0
,

0
,

)
(

)
(

lim
0

≠
=

→
B

B A
z

g
z

f
z

z
.

О
значення 3. Ф

ункція 
)

(z
f

, щ
о задана в області D

, називається
неперервною

 в т
очці 

D
z
∈0

, якщ
о 

)
(

)
(

lim
0

0
z

f
z

f
z

z
=

→
.

О
значення 4. Ф

ункція 
)

(z
f

 неперервна в т
очці 

0 z , якщ
о для будь-

якого числа 
0
>
ε

 існує таке число 
0

)
(
>

ε
δ
=
δ

, щ
о для всіх точок 

D
z∈

, які
задовольняю

ть умові 
δ
<

−
0 z

z
, виконується нерівність 

ε<
−

)
(

)
(

0 z
f

z
f

.

Д
ля неперервності функції комплексної змінної 

)
,

(
)

,
(

)
(

y
x

vi
y

x
u

z
f

+
=

в точці 
0

0
0

yi
x

z
+

=
, необхідно та достатньо, щ

об її дійсна та уявна части-
ни, тобто функції 

)
,

(
,)

,
(

y
x

v
y

x
u

, були неперервні в точці 
)

,
(

0
0

y
x

 за сукуп-
ністю

 змінних x
 і y

.

О
значення 5. Ф

ункція 
)

(z
f

 комплексної змінної називається непе-
рервною

 в област
і D

, якщ
о вона неперервна в кож

ній точці цієї області.

Сума, різниця та добуток двох функцій комплексної змінної 
)

(z
f

 та
)

(z
g

, неперервних в області D
, також

 є неперервною
 функцією

 в цій облас-

ті, а функція 
)

(
)

(z
g

z
f

 неперервна в тих точках області D
, де 

0
)

(
≠

z
g

.
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 а) 
2

,1
:

z
w

z
C

=
=

.

Н
ехай 

yi
x

z
+

=
. Тоді 

xy
i

y
x

yi
x

z
w

2
)

(
)

(
2

2
2

2
+

−
=

+
=

=
.

Звідси 
xy

v
y

x
u

2
, 2

2
=

−
=

.
В
иклю

чаю
чи x

 та y
 з системи рівнянь

  

=
+ =
−

=

,
1

,
2

,

2
2

2
2y

x

xy
v

y
x

u

отримаємо  
1

2
2

=
+

v
u

.

О
тж
е, образом кола 

1
=

z
 в площ

ині Z
 є коло 

1
2

2
=

+
v

u
 в площ

и-
ні W

, щ
о проходиться двічі. Ц

е випливає з того, щ
о оскільки 

2
z

w
=

, то
π

+
=

k
z

w
2

2A
rg

A
rg

, отж
е, коли точка z

 описує повне коло 
1
=

z
, то її

образ описує коло 
1
=

w
 двічі.

б) 
z z

w
t

t
Ri

t
R

z
C

=
π

≤
≤

+
=

,
2

0
,

sin
cos

:
.

Н
ехай z

x
iy

=
+

.
Рівняння кола запиш

емо у вигляді 
t

R
y

t
R

x
sin

,
cos

=
=

, де 
π

≤
≤

2
0

t
.

В
иділимо дійсну та уявну частини функції 

vi
u

w
+

=
. М

аємо

2
2

2
2

2
2

2
2

y
x

xy
i

y
x

y
x

z
z z

z z
vi

u
w

+
+

+ −
=

⋅
=

=
+

=
.

Звідси  
2

2
2

2

2
2

2
,

y
x

xy
v

y
x

y
x

u
+

=
+ −

=
.

П
ідставимо 

t
R

y
t

R
x

sin
,

cos
=

=
 у вирази для u

 та v
.О
тримаємо

параметричне рівняння кола

t
t

t
t

t
v

t
t

t
t

t
u

2
sin

sin
cos

sin
cos

2
,

2
cos

sin
cos

sin
cos

2
2

2
2

2
2

=
+

=
=

+ −
=

або  
1

2
2

=
+

v
u

.
О
тж
е, образом є одиничне коло, щ

о проходиться двічі. Ц
е випливає з

того, щ
о 

π
≤

≤
2

0
t

, а рівняння кола   
= =

.
2

sin
,

2
cos

t
v

t
u

 

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

О
сновні поняття

П
риклад 1. Знайти дійсну та уявну частини функції

z
iz

z
f

−
=

2
)

(
.

 П
окладемо 

yi
x

z
+

=
. Тоді

−
+

−
=

−
−

+
=

+
=

)
2

(
)

(
)

(
)

,
(

)
,

(
)

(
2

2
2

xy
i

y
x

i
yi

x
yi

x
i

y
xz

vi
y

x
u

z
f

)
(

)
2

1(
)

(
2

2
y

y
x

i
y

x
yi

x
+

−
+

+
−
=

−
−

.
О
тж
е,

y
y

x
y

x
v

z
f

y
x

y
x

u
z

f
+

−
=

=
+

−
=

=
2

2
)

,
(

)
(

,)
2

1(
)

,
(

)
(

 
Im

 
R

e
. 

П
риклад 2. Визначити функцію

 
)

(z
f

w
=

 за відомими дійс-
ною

 та уявною
 частинами 

y
x

y
x

v
y

x
y

x
u

−
=

+
=

)
,

(
,

)
,

(
.

 П
окладемо 

yi
x

z
yi

x
z

−
=

+
=

,
. Тоді

)
(

2
,)

(
2 1

z
z

i
y

z
z

x
−

−
=

+
=

.

z i
z i

z
z

i
z

z
y

x
y

x
u

2 1
2 1

)
(

2
)

(
2 1

)
,

(
+

+
−

=
−

−
+

=
+

=
,

z i
z i

z
z

i
z

z
y

x
y

x
v

2 1
2 1

)
(

2
)

(
2 1

)
,

(
−

+
+

=
−

+
+

=
−

=
.

О
тж
е,

=
−

+
+

+
+

+
−

=
+

=
zi

i
zi

i
z i

z i
y

x
vi

y
x

u
z

f
2 1

2 1
2 1

2 1
)

,
(

)
,

(
)

(

z
i

z
i i

i
z

i i
i

)
1(

2 1
2 1

2 1
2 1

+
=

 
 

−
+

+
+

 
 

+
+

−
=

.

Таким чином, 
z

i
z

f
)

1(
)

(
+

=
. 

П
риклад 3. Знайти образ одиничного кола C

 при відобра-
ж
енні 

)
(z

f
w
=

.
а) 

2
,1

:
z

w
z

C
=

=
;

б) 
z z

w
t

t
Ri

t
R

z
C

=
π

≤
≤

+
=

,
2

0
,

sin
cos

:
.
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О
тж

е,
x

y
zi

x
y

zi
sh

Im
ch

R
e

)1
cos(

)1
sin(

,
)1

sin(
)1

sin(
+

=
−

+
−
=

−
. 

П
риклад 6. О

бчислити значення заданих функцій у вказа-
них точках.

а) 
i

sin
;    б) 

)
2

cos(
i
+

;    в) 
)

3
2(

i
−

ch
;    г) 

i
Ln

;    д) 
ii
.

 а) 
i

sin
.

1
2

2
2

2
sin

1
1

1
1

1
1

sh
i

e
e

i
i e

e
i e

e
i e

e
i

ii
ii

=
−

=
−

−
=

−
=

−
=

−
−

−
⋅
−

⋅
.

б) 
)

2
cos(

i
+

.

=
+

=
+

=
+

=
+

−
+
−

+
−

−
+

−
+

)
(

2 1
)

(
2 1

2
)

2
cos(

2
1

2
1

1
2

1
2

)
2(

)
2(

i
i

i
i

i
i

i
i

e
e

e
e

e
e

i

=
−

−
+

=
−

+
+

=
−

−
−

2
2

sin
2

2
cos

))
2

sin
2

(cos
)2

sin
2

(cos
(

2 1
1

1
1

1
1

1
e

e
i

e
e

i
e

i
e

1
2

sin
1

2
cos

sh
ch

⋅
−

⋅
=

i
.

в) 
)

3
2(

i
−

ch
.

=
+

+
−

=
+

=
−

−
+

−
−

))
3

sin
3

(cos
)3

sin
3

(cos
(

2 1
2

)
3

2(
2

2
3

2
3

2
i

e
i

e
e

e
i

i
i

ch

2
3

sin
2

3
cos

2
3

sin
2

3
cos

2
2

2
2

sh
ch

⋅
−

⋅
=

−
−

+
=

−
−

i
e

e
i

e
e

.

г) 
i

Ln
.

С
користаємось формулою

)
2

(
ln

π
+

+
=

k
z

i
z

z
arg

Ln
, 

Z
∈

k
.

О
скільки 

2
,

1
π
=

=
i

i
arg

, маємо 
 

π
+
π

= 
 

π
+
π

+
=

k
i

k
i

i
2

2
2

2
1

ln
Ln

, 
Z
∈

k
.

д) 
ii
.

С
користаємось формулою

z
a

a
e

z
Ln

=
, 

C
∈

a
.

поклавш
и  

i
z

i
a

=
=

,
. Тоді

 
 

π
+
π

−
 

 
 

 
π

+
π

+
=

=
=

k
k

i
i

i
i

i
e

e
e

i
2

2
2

2
1

ln
Ln

, 
Z
∈

k
. 

О
сновні елем

ентарні ф
ункції

П
риклад 4. О

бчислити значення 
i

e
3

2
π
+

−
, записати його

модуль, дійсну та уявну частини.
 С
користаємось формулою

)
sin

(cos
y

i
y

e
e

x
z

+
=

.
Тоді

  
  
+

= 
 

π
+
π

=
−

π
+

−

2 3
2 1

1
3

sin
3

cos
2

2
3

2
i

e
i

e
e

i
.

Звідси

2
3

2

2
3

2

2
3

2

2
3

,
2 1

,
1

e
e

e
e

e
e

i
i

i
=  

  
=  

  
=

π
+

−
π
+

−
π
+

−
 

Im
 

R
e

. 

П
риклад 5. Знайти дійсну та уявну частини заданих функцій.

а) 
i

z
e

w
3

2
+

=
;

б) 
)1

sin(
−

=
iz

w
.

 а) 
i

z
e

w
3

2
+

=
.

Н
ехай 

yi
x

z
+

=
. Тоді

)3
2(

2
3

)
(2

3
2

+
+

=
+

+
=

+
y

i
x

i
yi

x
i

z
.

О
тж
е,

=
+

+
+

=
=

=
+

+
+

))
3

2
sin(

)3
2

(cos(
2

)3
2(

2
3

2
y

i
y

e
e

e
w

x
y

i
x

i
z

)3
2

sin(
)3

2
cos(

2
2

+
+

+
=

y
ei

y
e

x
x

.
Звідси

)3
2

sin(
)

(
,)

3
2

cos(
)

(
2

3
2

2
3

2
+

=
+

=
+

+
y

e
e

y
e

e
x

i
z

x
i

z
Im

R
e

.
б) 

)1
sin(

−
=

iz
w

.
Н
ехай 

yi
x

z
+

=
. Тоді

xi
y

y
xi

yi
x

i
zi

+
+

−
=

−
−

=
−

+
=

−
)1

(
1

1
)

(
1

.
О
тж
е,

=
+

−
+

+
−

=
+

+
−

=
−

=
ix

y
ix

y
ix

y
iz

w
sin

))
1

(
cos(

cos
))

1
(

sin(
)

)1
(

sin(
)1

sin(
x

y
i

x
y

x
i

y
x

y
sh

ch
sh

ch
)1

cos(
)1

sin(
)1

cos(
)1

sin(
+

+
+

−
=

+
+

+
−
=

.
П
ри перетворенні скористались формулою

 тригонометрії
β

α
+
β

α
=

β
+
α

sin
cos

cos
sin

)
sin(

,

а також
 формулами 

x
i

ix
x

ix
sh

ch
=

=
sin

,
cos

.
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С
користаємось формулою

)
1

(
2t

it
i

t
−

±
−
=

Ln
A

rcsin
,

поклавш
и 

3
=t

. Тоді
)

8
3(

3
−

±
−
=

=
i

i
z

Ln
A

rcsin
.

В
раховую

чи, щ
о 

8
8

i
±
=

−
, отримуємо

i
i

z
i

i
z

)
8

3(
,

)
8

3(
−

−
=

+
−
=

Ln
Ln

.
О
скільки

8
3

)8
3(

,
8

3
)8

3(
−

=
−

+
=

+
i

i
,

2
)

)
8

3
((

)
)

8
3

((
π
=

−
=

+
i

i
arg

arg
,

то

 
 

π
+
π

+
±

=
+

k
i

i
2

2
)

8
3(

ln
]

)
8

3
[(

Ln
, 

Z
∈

k
.

О
тж

е,

)
8

3
ln(

2
2

2
2

)
8

3(
ln

3
±

−
π

+
π
= 

 
 

 
π

+
π

+
±

−
=

=
i

k
k

i
i

z
A

rcsin
,

Z
∈

k
. 

Границя та неперервність ф
ункцій

П
риклад 9. Задана лінійна функція 

b
az

z
f

w
+

=
=

)
(

, де a
і b

 – комплексні сталі, 
0
≠

a
. Користую

чись означенням грани-
ці та неперервності функції в точці, довести, щ

о
а) 

0
0

)
(

lim
0

w
b

az
z

f
z

z
=

+
=

→
;

б) функція 
)

(z
f

 неперервна в точці 
0 z.

 а) 
0

0
)

(
lim

0
w

b
az

z
f

z
z

=
+

=
→

.

В
ізьмемо довільне число 

0
>
ε

. За умовою

0
0

0
0

)
(

)
(

)
(

)
(

z
z

a
z

z
a

b
az

b
az

w
z

f
−

⋅
=

−
=

+
−

+
=

−
.

В
зявш

и за 
0

)
(
>

ε
δ

 число 
a ε

=
δ

, м
атим

ем
о 

ε
<

−
0

)
(

w
z

f
 при

δ
<

−
<

0
0

z
z

. Ц
е означає, щ

о 
b

az
w

+
=

0
0

 є границя функції 
b

az
z

f
+

=)
(

 в
точці 

0 z , тобто 
0

0
)

(
lim

0
w

b
az

z
f

z
z

=
+

=
→

.

П
риклад 7. О

бчислити значення заданих функцій у вказа-
них точках.

а) 
i 

A
rcsin

;    б) 
2 

A
rch

.
 а) 

i 
A

rcsin
.

С
користаємось формулою

)
1

(
2

z
iz

i
z

−
±

−
=

Ln
A

rcsin
,

поклавш
и 

i
z
=

. Тоді

)
2

1
(

)
1

(
2

2
±

−
−
=

−
±

−
=

Ln
Ln

A
rcsin

i
i

i
i

i
.

Числа 
2

1+
−

 та 
2

1−
−

 – дійсні, причому перш
е додатне, а друге –

від’ємне. Тому

π
=

−
−

+
=

−
−

=
+

−
−

=
+

−
)

2
1

(
,

2
1

2
1

,
0

)
2

1
(

,
1

2
2

1
arg

arg
.

П
ідставляю

чи ці значення у формулу
)

2
(

ln
π

+
+

=
k

z
i

z
z

arg
Ln

,

отримуємо дві послідовності значень 
i 

A
rcsin

:
)1

2
(

ln
2

)
2

)1
2

(
ln

(
)

2
1

(
−

−
π

=
π

+
−

−
=

+
−

−
=

i
k

k
i

i
i

i
Ln

A
rcsin

, 
Z
∈

k
та

)1
2

(
ln

)1
2(

))
2

(
)1

2
(

ln
(

)
2

1
(

+
−
π

+
=

π
+
π

+
+

−
=

−
−

−
=

i
k

k
i

i
i

i
Ln

A
rcsin

,
Z
∈

k
.б) 

2 
A

rch
.

С
користаємось формулою

)
1

(
2
−

±
=

z
z

z
Ln

A
rch

,
поклавш

и 
2
=

z
. Тоді

)
3

2(
)

1
2

2(
2

2
±

=
−

±
=

Ln
Ln

A
rch

.
О
бидва числа 

3
2
±

 додатні, тому 
0

)3
2(

,3
2

3
2

=
±

±
=

±
arg

.
П
ідставляю

чи ці значення у формулу
)

2
(

ln
π

+
+

=
k

z
i

z
z

arg
Ln

,
знайдемо

π
+

±
=

k
i2

)
3

2(
2

ln
A

rch
, 

Z
∈

k
. 

П
риклад 8. Розв’язати рівняння 

3
=

z 
sin

.
 Розв’язком даного рівняння є

3 
A

rcsin
=

z
.

О
тж
е, задача зводиться до обчислення 

3 
A

rcsin
.
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ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

О
сновні поняття

3.38. Знайти дійсну та уявну частини заданих функцій.

а) 
2

iz
z

w
−

=
;

б) 
i

z
w

+
=

2
;

в) 
3

z
i

w
−

=
;

г) 
z z

w
=

.

3.39. В
изначити функцію

 
)

(z
f

w
=

 за відомими дійсною
та уявною

 частинами.

а) 
x

xy
y

x
v

y
y

x
y

x
u

+
=

−
−

−
=

2
)

,
(

,1
2

)
,

(
2

2
;

б) 
2

2

2
2

2
2

2
2

1
)

,
(

, 1
)

,
(

y
x

y
x

y
x

v
y

x
y

x
x

y
x

u
+
−

+
=

+
+

+
=

;

в) 
y

y
x

v
x

y
x

u
1

)
,

(
,

1
)

,
(

=
=

.

3.40. Знайти образи заданих точок при вказаних відобра-
ж
еннях 

)
(z

f
w
=

.
а) 

2
0

,
z

w
i

z
=

−
=

;
б) 

2
0

)
(

,
1

i
z

w
i

z
−

=
−

=
;

в) 
i

z
w

z
−

=
=

1
,1

0
;

г) 
z z

w
i

z
=

+
=

,
3

2
0

.

3.41. Знайти образи заданих ліній при відображ
енні 

z
w

1
=

.

а) 
2 1
=

z
;б) 

0
=

z
R

e
;

   в) 
π

=
4 3

z 
arg

.

3.42. Знайти образи заданих ліній при відображ
енні 

2
z

w
=

.
а) 

C
x
=

;
б) 

R
z
=

;   в) 
α
=

z 
arg

.

3.43. В
иділити дійсну та уявну частини заданих функцій.

а) 
z

e
w

−
=

;
б) 

2z
e

w
=

;     в) 
z

w
sin
=

;
г) 

)
(

i
z

w
−

=
ch

;
д) 

z
w

sh
=

.

б) функція 
)

(z
f

 неперервна в точці 
0 z .

О
скільки 

)
(

)
(

lim
0

0
0

z
f

b
az

z
f

z
z

=
+

=
→

, то згідно з означенням непе-

рервності функції в точці маємо, щ
о лінійна функція неперервна в будь-якій

точці 
0 z . 

П
риклад 10. Знайти границі заданих функцій.

а) 
i

z
iz

zi
z

+
−

+
−

→

2
3

lim
2

;  б) 
iz

i
iz

z
z

sh
ch
+

π
→

2
cos

lim
4

;  в) 
i

e e
z z

i
z

+ +
π
−

→

1
lim

2

2

.

 а) 
i

i
z

i
z

i
z

i
z

i
z

iz
z

i
z

i
z

i
z

=
+

=
+
+

+
=
  

  
=

+
−

+
−

→
−

→
−

→
)

2
(

lim
)

2
()

(
lim

0 0
2

3
lim

2
.

б) 
=

−
=
  

  
=

+
π

→
π

→
z

z
z

iz
i

iz
z

z
z

sin
cos

sh
ch

2
cos

lim
0 0

2
cos

lim
4

4

2
)

sin
(cos

lim
)

sin
(cos

)
sin

(cos
lim

4
4

=
+

=
−

+
−

=
π

→
π

→
z

z
z

z
z

z
z

z

z
z

sin
cos

.

в) 
i

i
e e

e e
i

e e
i i

z

z

i
z

z z

i
z

2
)1

(
2

2
2

lim
0 0

1
lim

2

2

2

2

2

−
=

− −
⋅

=
=

=
  

  
=

+ +
π
−

π−

π
−

→
π
−

→
.

Тут використано правило Л
опіталя. 

П
риклад 11. П

оказати, щ
о функція 

2
z

w
=

 неперервна при
будь-якому значенні z .

 В
ізьмемо довільну точку 

0 z і довільне число 
0
>
ε

. О
скільки

20
0 )

(
z

z
f

=
, то покаж

емо, щ
о існує число 

0
)

(
>

ε
δ

 таке, щ
о 

ε
<

−
20

2
z

z
 при

δ
<

−
0 z

z
.

Якщ
о 

0 z
z
→

, то знайдеться таке число 
0
>

M
, щ

о 
M

z
<

 і 
M

z
<

0
.

Тоді

(
)

2
20

0
0

0
0

0
0

0
(

)
(

)
2

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

M
z

z
−
=

−
+

=
+
⋅
−
<

+
⋅
−
<

−
.

Я
кщ

о взяти 
M2 ε

=
δ

, то з нерівності 
δ
<

−
0 z

z
 випливає, щ

о

ε
≤
δ

<
−

M
z

z
2

20
2

, тобто для будь-якого 
0 z  функція 

2
)

(
z

z
f

w
=

=
 непе-

рервна. 
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Границя та неперервність ф
ункцій

3.60. Користую
чись означенням границі, довести, щ

о

а) 
1

)5
3(

lim
2

=
−

→
z

z
;

б) 
i

z
i

z
z

−
=

−
→

1
lim

1
;

в) 
2 1

2 1
lim1

i
i

z i
z

−
=

+
−

→
.

У
 задачах 3.61 – 3.69 знайти границі функцій.

3.61. 
z

z
z

z
z

8
)4

()
1

()
2

(
lim

0

+
+

+
−

→
.

3.62. 
zi

z
−

→
1

lim
.

3.63. 
z

i
z

arg
2

lim−
→

.

3.64. 
i

z
i

z
z

+ −
∞

→

2
lim

.
3.65. 

i
z

z
zi

z
+

−
+

−
−

→
1

2
2

lim
2

1
.

3.66. 
  

  
+

−
−

∞
→

2
3

4
3

lim
2

2

3

z z
z z

z
.

3.67. 
2

0
lim

z z
z→

.

3.68. 
1

1
3

lim
2

3

+
+

−
∞

→
z

z
z

z
.

3.69. 
1

3
1

5
lim

3

2

+
+

−
∞

→
z

z
z

z
.

3.70. Користую
чись означенням неперервності функції,

довести неперервність заданих функцій у вказаних точках 
0 z .

а) 
i

z
z

z
f

−
=

+
=

0
2

,2
)

(
;
б) 

i
z

z
z

f
+

=
=

1
,

1
)

(
0

;

в) 
i

z
z z

z
f

=
+ −

=
0

,1 1
)

(
.

3.71. Знайти точки розриву функцій.

а) 
2

2
)

(
2

+
−

=
z

z
z

z
f

;
б) 

4
)

(
2
+

=
z

z
z

f
;

в) 
1

3
3

2
)

(
2

+
+

−
+

=
i

z
z

z
z

f
.

О
сновні елем

ентарні ф
ункції

У
 задачах 3.44 – 3.46 знайти значення модуля та головного

значення аргументу заданих функцій у вказаних точках.

3.44. а) 
2

ln
2

,
cos

0
i

z
z

w
+
π
=

=
;

         б) 
3

ln
,

sin
0

i
z

z
w

+
π
=

=
.

3.45. а) 
2

1
,

0
π

+
=

=
i

z
z

w
 

sh
;   б) 

3
ln

,
0

i
z

z
w

=
=

2
ch

.

3.46. а) 
i

z
ze

w
z

π
=

=
0

,
;

       б) 
i

z
e

z
w

z
π−

=
=

0
2

,
.

У
 задачах 3.47 – 3.51 обчислити значення заданих функ-

цій у вказаних точках.

3.47. а) 
)

1
cos(

i
+

;
б) 

i
π

sin
;

в) 
iπ

cos
.

3.48. а) 
i

ch
;

б) 
)

2
(

i
+

−
sh

;
в) 

2 i
π

sh
.

3.49. а) 
)1

( −
Ln

;
б) 

i
ln

;
в) 

2
1

i
+

Ln
.

3.50. а) 
i

2 π
tg

;
б) 

i
π

ctg
;

в) 
iπ

th
.

3.51. а) 
i

A
rcsin

;
б) 

i
A

rccos
;

в) 
3 i

A
rctg

.

У
 задачах 3.52 – 3.53 знайти всі значення степенів.

3.52. а) 
ii
;

б) 
i

i 1
;

 в) 
i

1
;

г) 
2

)1
(−

.

3.53. а) 
i

i
3

2
1
 

 
+

;
б) 

i
i

2

2
1
 

 
+

;
в) 

i
i
+

  
  

+
1

2
2 3

.

У
 задачах 3.54 – 3.59 розв’язати задані рівняння.

3.54. 
0
=

+
i

e
z

.
3.55. 

0
5

cos
4

=
+z

.
3.56. 

i
zi
−
=

sh
.

3.57. 
x

e
ix

π
=

cos
.

3.58. 
0

3
2

2
=

−
+

z
z

e
e

.
3.59. а) 

0
)

(
ln

=
+

i
z

;
б) 

1
)

(
ln

=
−

z
i

.
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Гарм
онічні ф

ункції
О
значення 3. Ф

ункція 
)

,
(

y
x

ϕ
 називається гармонічною

 в області D
,

якщ
о вона має в цій області неперервні частинні похідні до другого порядку

вклю
чно і задовольняє в цій області рівняння Л

апласа

0
2

2

2

2
=

∂
ϕ

∂
+

∂
ϕ

∂
y

x
   або   

0
=
ϕ∆

,

де 
2 2

2 2

y
x

∂ ∂
+

∂ ∂
=
∆

.

Я
кщ

о функція 
vi

u
z

f
+

=)
(

 аналіт
ична в деякій області D

, то її дійс-
на частина 

)
,

(
y

x
u

 і уявна частина 
)

,
(

y
x

v
 є  гармонічними функціями.

А
ле ж

, якщ
о 

)
,

(1
y

x
u

 і 
)

,
(1

y
x

v
 – дві будь-які гармонічні функції, то

функція 
)

,
(

)
,

(
)

(
1

1
1

y
x

vi
y

x
u

z
f

+
=

 зовсім не повинна бути аналітичною
 функ-

цією
; для аналітичності 

)
(1 z

f
 треба, щ

об функції 
)

,
(1

y
x

u
 і 

)
,

(1
y

x
v

 додатко-
во задовольняли умови Кош

і-Рімана.
Д
ві гармонічні функції, щ

о задовольняю
ть умови Кош

і-Рімана, нази-
ваю

ться спряж
еною

 парою
 гармонічних ф

ункцій (порядок функцій в парі
має істотне значення).

В
ідновлення ф

ункції за її дійсною
 або уявною

 частиною
Я
кщ

о відомо, щ
о функція 

vi
u

z
f

+
=)

(
 аналітична в деякій області

D
 і відома її тільки дійсна частина 

)
,

(
y

x
u

 або тільки уявна частина 
)

,
(

y
x

v
(це означає, щ

о функції 
)

,
(

y
x

u
 та 

)
,

(
y

x
v

 гармонічні), то цю
 функцію

 мож
-

на відновити.

П
роцес відновлення функції 

)
(z

f
 мож

на виконати т
рьома способами.

1. В
икористовую

ться формули

)
(

2
,

2
2

)
(

0
0

0
z

f
i z

z
z

z
u

z
f

− 
 

−
+

=
,

(3.26)

)
(

2
,

2
2

)
(

0
0

0
z

f
i z

z
z

z
vi

z
f

+ 
 

−
+

=
.

(3.27)

Ф
ормули (4), (5) використовую

ться для відновлення функції за відо-
мою

 дійсною
 частиною

 або відомою
 уявною

 частиною
 відповідно.

2. В
икористовую

ться безпосередньо умови Кош
і-Рімана (3.24).

3. В
икористовую

ться формули для знаходж
ення дійсної та уявної час-

тини відповідно, пов’язані з обчисленням криволінійних інтегралів другого
роду

§3. Д
иф

еренцію
вання ф

ункцій ком
плексної зм

інної

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

А
налітичні ф

ункції
Н
ехай функція 

)
(z

f
w
=

 визначена в деякій області D
 комплексної

змінної z
 і точки z

 і 
z

z
∆
+

 належ
ать області D

. П
означимо

y
i

x
z

z
f

z
z

f
w

∆
+

∆
=

∆
−

∆
+

=
∆

,)
(

)
(

.

О
значення 1. Ф

ункція 
)

(z
f

w
=

 називається диф
еренційовною

 в точ-

ці 
D

z ∈
, якщ

о віднош
ення 

z w∆ ∆
 має скінченну границю

, коли 
z ∆ прямує до

нуля довільним чином. Ц
я границя називається похідною

 ф
ункції 

)
(z

f
 в

т
очці z

 і позначається 
)

(z
f ′

 (або w
′ чи dz dw

).

О
тж
е, за означенням маємо

z w
z

f
w

z
∆ ∆

=
′

= ′
→

∆
0

lim
)

(
.

(3.23)

Теорема. Д
ля того, щ

об функція 
)

,
(

)
,

(
)

(
y

x
vi

y
x

u
z

f
w

+
=

=
 була ди-

ференційовною
 в точці 

yi
x

z
+

=
, необхідно і достатньо, щ

об:

1) функції 
)

,
(

y
x

u
 і 

)
,

(
y

x
v

 були диференційовні в точці 
)

,
(

y
x

,

2) у точці 
)

,
(

y
x

 виконувались умови Кош
і-Рімана

x v
y u

y v
x u

∂ ∂
−
=

∂ ∂
∂ ∂
=

∂ ∂
,

.
(3.24)

П
ри виконанні умов теореми має місце ф

ормула для обчислення похід-
ної 

)
(z

f ′
:

x v
i

y v
y u

i
x u

y u
i

y v
x v

i
x u

z
f

∂ ∂
+

∂ ∂
=

∂ ∂
−

∂ ∂
=

∂ ∂
−

∂ ∂
=

∂ ∂
+

∂ ∂
=

′
)

(
.

(3.25)

О
значення 2. Ф

ункція 
)

(z
f

w
=

 називається аналіт
ичною

 в точці
D

z∈
, якщ

о вона диференційовна як в самій точці z
, так і в деякому її

околі. Ф
ункція 

)
(z

f
w
=

 називається аналіт
ичною

 в області D
, якщ

о вона
диференційовна в кож

ній точці цієї області.
Ф
ормули диференцію

вання функцій комплексної змінної аналогічні
відповідним формулам диференцію

вання функцій дійсної змінної.
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ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Д

овести, щ
о функція 

z
e

w
=

 аналітична в усій
комплексній площ

ині.
 М

аємо  
)

sin
(cos

y
i

y
e

e
w

x
z

+
=

=
, звідки

y
e

y
x

v
y

e
y

x
u

x
x

sin
)

,
(

,
cos

)
,

(
=

=
.

Ф
ункції 

)
,

(
,)

,
(

y
x

v
y

x
u

 як функції дійсних змінних x
 і y

 диферен-
ційовні в будь-якій точці 

)
,

(
y

x
. В

они маю
ть неперервні частинні похідні

будь-якого порядку і задовольняю
ть умови Кош

і-Рімана (перевірте!). Звідси
z

e
w
=

 всю
ди аналітична. Згідно з формулою

 для похідної

+
′

= ′
+

= ′
= ′

= ′
+

x
x

x
yi

x
z

y
e

y
i

y
e

e
e

w
)

cos
(

))
sin

(cos
(

)
(

)
(

z
x

x
x

e
y

i
y

e
y

e
i

=
+

=
′

+
)

sin
(cos

)
sin

(
.

Таким чином, 
z

z
e

e
= ′

)
(

. 

П
риклад 2. Чи буде функція 

iy
x

z
w

−
=

=
аналітичною

?
 Тут 

y
y

x
v

x
y

x
u

−
=

=
)

,
(

,
)

,
(

 – всю
ди диференційовні функції.

Знайдемо

1
,0

,0
,1

−
=

∂ ∂
=

∂ ∂
=

∂ ∂
=

∂ ∂
y v

x v
y u

x u
,

тобто 
y v

x u
∂ ∂
≠

∂ ∂
 (перш

а з умов Кош
і-Рімана не виконується).

О
тж
е, 

iy
x

z
w

−
=

=
 ніде не диференційовна, а звідси і не аналітична. 

П
риклад 3. Користую

чись умовами Кош
і-Рімана, знайти

множ
ини точок, в яких задані функції аналітичні.

а) 
z

z
w

2
=

;
б) 

z
ze

w
=

;
в) 

2z
e

w
=

;
г) 

i
z

w
−

=
3

sin
;

д) 
z

z
w

Im
⋅

=
;
е) 

z
w

ch
=

.
 а) 

z
z

w
2

=
.

)
(

)
(

)
)(

(
)

(
)

(
2

2
2

2
2

2
2

2
y

x
yi

y
x

x
yi

x
y

x
yi

x
yi

x
z

z
w

+
+

+
=

+
+

=
−

+
=

=
,

тобто  
)

(
)

,
(

,)
(

)
,

(
2

2
2

2
y

x
y

y
x

v
y

x
x

y
x

u
+

=
+

=
.

Ц
і функції диференційовні в будь-якій точці 

)
,

(
y

x
.

∫
∂ ∂
−

∂ ∂
=

)
,

(

)
,

(
0

0

)
,

(
y

x

y
x

dy
x v

dx
y v

y
x

u
,

(3.28)

∫
∂ ∂
+

∂ ∂
−

=
)

,
(

)
,

(
0

0

)
,

(
y

x

y
x

dy
x u

dx
y u

y
x

v
,

(3.29)

де інтегрування здійсню
ється вздовж

 будь-якої кусково-гладкої кривої, щ
о

цілком міститься в області D
 і з’єднує фіксовану точку 

D
y

x
∈)

,
(

0
0

 з довіль-
ною

 точкою
 

D
y

x
∈)

,
(

.

Геом
етричний зм

іст м
одуля і аргум

енту похідної
Н
ехай функція 

)
(z

f
 аналітична в точці 

0 z  і 
0

)
(

0
≠

z
f

. Тоді 
)

(
0 z

f
дорівню

є коефіцієнту розтягу в точці 
0 z при відображ

енні 
)

(z
f

w
=

 пло-
щ
ини Z

 на площ
ину W

; інакш
е, при 

1
)

(
0
>

z
f

 має місце розтяг, при
1

)
(

0
<

z
f

 – стиск.
А
ргумент похідної 

)
(

0 z
f ′

 геометрично дорівню
є куту, на який треба

повернути дотичну в точці 
0 z  до будь-якої гладкої кривої на площ

ині Z
, щ

о
проходить через точку 

0 z, щ
об одерж

ати напрям
ок дотичної в точці

)
(

0
0

z
f

w
=

 до образу цієї кривої на площ
ині W

 при відображ
енні 

)
(z

f
w
=

.
Я
кщ

о 
0

)
(
>

′
=
ϕ

z
f

arg
, то поворот відбувається проти руху годинникової

стрілки, а при 
0

)
(
<

′
=
ϕ

z
f

arg
 – за рухом годинникової стрілки.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення диференційовної функції комплексної

змінної.
2. Щ

о називається похідною
 функції?

3. Запиш
іть умови Кош

і-Рімана.
4. Я

ка функція називається аналітичною
?

5. Запиш
іть рівняння Л

апласа.
6. Я

ка функція називається гармонічною
?

7. Чи буде аналітичною
 функція, у якої дійсна та уявна части-

ни є гармонічними?
8. У

 чому геометричний зміст модуля похідної?
9. Н

аведіть геометричний зміст аргументу похідної.
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=∫
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.
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x v
y

y
x
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∂ ∂
−
=

ϕ ′
+

⋅
=

∂ ∂
)

(
2

2
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2
2

sh
,

але  
y

x
x v

2
2

cos
4

sh
−
=

∂ ∂
.
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y

x
y

y
x
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2

cos
4

)
(

2
2

cos
4

sh
sh

=
ϕ ′
+

,

0
)

(
=

ϕ ′
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,

C
y
=

ϕ
)

(
.

О
тж
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)
2

2
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2
(

2
2
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2

)
(
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y

x
i
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x
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+
⋅

−
+

+
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=
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.
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б) 
2

)
,

(
x

y
x

u
=

.

0
,0

;
2

,
2

2 2

2 2
=

∂ ∂
=

∂ ∂
=

∂ ∂
=

∂ ∂
y u

y u
x u

x
x u

.

0
2

0
2

2 2

2 2
≠

=
−

=
∂ ∂
+

∂ ∂
=

∆
y u

x u
u

.

Ф
ункція 

)
,

(
y

x
u

 не задовольняє рівняння Л
апласа і не мож

е бути дійс-
ною

 частиною
 аналітичної функції.

в) 
)

(
ln

)
,
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2
y

x
y

x
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+
=

.
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2

2
2

2
2
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2
2

2

2 2

2
2
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(

2
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y
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y

x
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y
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x
x v

+ −
=

+
−

+
=

∂ ∂
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∂ ∂
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2
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2
2

2
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2
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2
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2
2

2

2 2

2
2

)
( 2

)
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(

2
2

,
2

y
x

x
y

y
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y
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y
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y
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y
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+ −
−
=

+ −
=

+
−

+
=

∂ ∂
+

=
∂ ∂

.

0
2 2

2 2
=

∂ ∂
+

∂ ∂
=

∆
y v

x v
v

.

Ф
ункція 

)
,

(
y

x
v

 мож
е бути уявною

 частиною
 аналітичної функції.

г) 
2

22
1

)
,

(
y

x
y

x
v

+
=

.

1
,

;
,

2
2 2

2
2

2 2
2

+
=

∂ ∂
+

=
∂ ∂

=
∂ ∂

=
∂ ∂

x
y u

y
y

x
y v

y
x v

xy
x v

.

0
1

2
2

2 2

2 2
≠

+
+

=
∂ ∂
+

∂ ∂
=

∆
x

y
y v

x v
v

.

Ф
ункція 

)
,

(
y

x
v

 не гармонічна і не мож
е бути уявною

 частиною
 ана-

літичної функції. 

П
риклад 12. За яких умов тричлен 

2
2

2
cy

bxy
ax

u
+

+
=

 є
гармонічною

 функцією
?

 Знайдемо

a
x u
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x u
2

,
2

2
2 2
=

∂ ∂
+

=
∂ ∂

;
c

y u
cy

bx
y u

2
,

2
2

2 2
=

∂ ∂
+

=
∂ ∂

.

Згідно з означенням, функція u
 гармонічна, якщ

о вона задовольняє

рівняння Л
апласа 

0
2 2

2 2
=

∂ ∂
+

∂ ∂
y u

x u
, отж

е

3
2

2

2
2

3
2

2

2
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2

)
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3
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y
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x
y

x
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y
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=
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∂ ∂
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∂ ∂
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y u

x u
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.
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)

,
(

y
x

u
 – гармонічна функція.

в) 
x y

y
x

u
arctg
= )

,
(

.

2
2

2
2 2

2
2

2

2 2
)

(
2

,
1

1
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x
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x u
y

x
y
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+
=

∂ ∂
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∂ ∂
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2
2

2
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1
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∂ ∂
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=

∂ ∂
.

0
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=

∂ ∂
+

∂ ∂
=

∆
y u

x u
u

.

Згідно з означенням, 
)

,
(

y
x

u
 – гармонічна функція. 

П
риклад 11. З’ясувати, чи мож

уть бути задані функції дійс-
ною

 або уявною
 частиною

 аналітичної функції
)

,
(

)
,

(
)

(
y

x
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y
x

u
z

f
+

=
.
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xy

y
x

y
x

u
2

)
,

(
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2
+

−
=

;
б) 

2
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,
(

x
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x
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=
;

в) 
)

(
ln

)
,

(
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2
y

x
y

x
v

+
=

;
г) 

2
22

1
)

,
(

y
x

y
x

v
+

=
.

 О
скільки для аналітичної функції її дійсна й уявна частини є гармо-

нічними функціями, то задача зводиться до з’ясування, чи є задані функції
гармонічними, тобто чи задовольняю

ть вони рівняння Л
апласа.

а) 
xy

y
x

y
x

u
2

)
,

(
2

2
+

−
=

.

2
,

2
2

;
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,
2

2
2 2

2 2
−
=

∂ ∂
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−
=
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=
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∂ ∂
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.

0
2

2
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−
=

∂ ∂
+

∂ ∂
=

∆
y u

x u
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.

Ф
ункція 

)
,

(
y

x
u

 мож
е бути дійсною

 частиною
 аналітичної функції.
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О
скільки 

)
,

(
y

x
u

 і 
)

,
(

y
x

v
 спряж

ені гармонічні функції, вони задоволь-
няю

ть рівняння Л
апласа, тобто 

0
,0

=
∆

=
∆

v
u

, і задовольняю
ть умови Кош

і-

Рімана 
x v

y u
y v

x u
∂ ∂
−
=

∂ ∂
∂ ∂
=

∂ ∂
,

, тобто

0
=

∂ ∂
∂ ∂
+

∂ ∂
∂ ∂
−
=

∂ ∂
∂ ∂
+

∂ ∂
∂ ∂

x u
y u
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y v
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.

О
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0
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=
⋅

∆
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∂ ∂
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∂ ∂
∂ ∂

+
⋅

∆
=

∆
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v
y v

y u
x v

x u
v

u
w

.

Таким чином, функція 
)

,
(

)
,

(
y

x
v

y
x

u
w

⋅
=

 задовольняє рівняння Л
ап-

ласа, тобто є гармонічною
. 

П
риклад 15. Знайти коефіцієнт розтягу і кут повороту при

відображ
енні 

2
z

w
=

 в точці 
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2
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z
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w
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.
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2
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=
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Звідси

4
,

4
2

2
2

2
0

0

π
=

′
=

′
+

=
+

=
i

z
i

z
w

w
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.

тобто коефіцієнт розтягу 
4
=

r
, а кут повороту 

4 π
=
ϕ

. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

3.72. Знайти всі точки, в яких диференційовні задані функції.

а) 
z

w
R

e
=

;
б) 
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w
=

;
в) 
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w
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e
=

;
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∂ ∂
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 заданий тричлен є гармонічною
 функцією

. 

П
риклад 13. Задана пара гармонічних функцій 

)
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3.88. Задано пари гармонічних функцій 
)

,
(

y
x

u
 і 

)
,

(
y

x
v

.
Знайти серед них спряж

ені пари гармонічних функцій.
а) 

3
2

2
2

3
)

,
(

,)
(3

)
,

(
y

y
x

y
x

v
y

x
y

x
u

−
=

−
=

;

б) 
2

2
2

2
)

,
(

,
)

,
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y
x

y
y

x
v

y
x

x
y

x
u

+
−
=

+
=

;

в) 
y

y
x

v
x

y
x

u
−
=

=
)

,
(

,
)

,
(

.
3.89. Знайти коефіцієнт розтягу r  і кут повороту ϕ

 при
заданих відображ

еннях 
)

(z
f

w
=

 в заданих точках.

а) 
z

e
w
=

 у точках 
4

2
ln

1
π

+
=

i
z

 і 
2

1
2

π
−

−
=

i
z

;

б) 
z

w
sin
=

 у точках 
0

1
=

z
 і 

i
z

+
=

1
2

;

в) 
3

z
w
=

 у точках 
i

z
−

=
2

1
 і 

2
1

2
π

+
=

i
z

.

§4. Інт
егрування ф

ункцій ком
плексної зм

інної

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття і ф

орм
ули для обчислення інтегралів. Н

ехай зада-
на деяка орієнтовна крива C

, в кож
ній точці якої задана функція комплекс-

ної змінної 
)

(z
f

w
=

. Розіб’ємо криву C
 на n

 довільних частин точками
n z

z
z

,
,

,
1

0
…

. У
 кож

ній частині візьмемо довільну точку 
k
ξ

, знайдемо 
)

(
k

f
ξ

та сформуємо інтегральну суму∑=
∆

ξ
nk

k
k

z
f1

)
(

,

де 
1−

−
=

∆
k

k
k

z
z

z
.

П
означимо 

k z
∆

=
λ

m
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.

О
значення. Я

кщ
о існує границя 

∑=
→
λ

∆
ξ

nk
k

k
z

f1
0

)
(

lim
, яка не залеж

ить

від способу розбиття кривої C
 та вибору точок 

k
ξ

, то ця границя назива-
ється інт

егралом від ф
ункції 

)
(z

f
w
=

 вздовж
 кривої C

 та позначається

∫C
dz

z
f

)
(

.

3.73. П
оказати, щ

о задані функції не є аналітичними ні в
якій області.

а) 
z

w
R

e
=

;     б) 
z

w
=

;
в) 

z
w
=

;
г) 

z z
w

R
e

=
.

3.74. Використовую
чи умови Кош

і-Рімана, з’ясувати, які із
заданих функцій є аналітичними хоча б в одній точці, а які – ні.
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=

;
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z
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=

;
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=

;       д) 
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;
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=

;
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z
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.

У
 задачах 3.75 – 3.80 відновити аналітичну в околі точки

0 z функцію
 

)
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f
 за відомою

 її дійсною
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(
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 або уявною
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 частиною
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=
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−
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=
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=
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−
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=
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=
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+
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3.79. 
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−
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f
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y
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v
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.
У

 задачах 3.81 – 3.86 перевірити гармонічність заданих
функцій і знайти, якщ

о це мож
ливо, аналітичну функцію

 за за-
даною

 її дійсною
 

)
,
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x
u

 або уявною
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.
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=

.
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.
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.
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u
2

)
,

(
2

2
−
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=

.
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=
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)
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(
.3.86. 
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x
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=)
,

(
.

3.87. П
оказати, щ

о задані функції є гармонічними.

а) 
x y

u
arctg
=

;
б) 

)
(

ln
2

2
y

x
u

+
=

.
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Якщ
о функції 

)
(z

f
 і 

)
(z
ϕ

 аналітичні в однозв’язній області D
, а 

0 z  та
1 z – довільні точки цієї області, то має місце ф

ормула інт
егрування част

инами

∫
∫

′
⋅

ϕ
−

ϕ⋅
=

ϕ ′
⋅

10

10

10

)
(

)
(

)]
(

)
(

[
)

(
)

(
zz

zz

zz
dz

z
f

z
z

z
f

dz
z

z
f

.
(3.35)

Заміна змінної в інтегралах від функцій комплексної змінної викону-
ється аналогічно випадку функції дійсної змінної.

Н
ехай аналітична функція 

)
(w

z
ϕ
=

 взаємно однозначно відображ
ає

контур 
1

C
 в площ

ині W
 на контур C

 в площ
ині Z

. Тоді має місце ф
ормула

заміни змінної

∫
∫

ϕ ′
ϕ

=
1

)
(

)]
(

[
)

(
C

C
dw

w
w

f
dz

z
f

.
(3.36)

Я
кщ

о ш
ляхом інтегрування є півпряма (промінь), щ

о виходить з точ-
ки 

0 z або коло з центром у точці 
0 z

z
=

, то корисно робити заміну змінної
вигляду

ϕ
=

−
i

er
z

z
0

.
(3.37)

У
 перш

ому випадку 
const
=
ϕ

, а r  – дійсна змінна інтегрування, у
другому випадку 

const
=

r
, а ϕ

 – дійсна змінна інтегрування
Я
кщ

о 
0

0
=

z
, то отримуємо заміну змінної вигляду

ϕ
=

i
er

z
.

(3.38)

Інтегральна ф
орм

ула К
ош

і
Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 є аналітичною
 в області D

, обмеж
еній кусково-

гладким замкненим контуром C
, і на самому контурі, то справедлива інт

ег-
ральна ф

ормула Кош
і

∫
−

π
=

C

dz
z

z
z

f
i

z
f

0
0

)
(

2 1
)

(
,

(3.39)

де 
D

z
∈0

, контур C
 обходиться так, щ

о область D
 залиш

ається весь час зліва.
Інтегральна формула Кош

і дозволяє обчислю
вати деякі інтеграли, при

цьому формула (3.39) використовується у вигляді)
(

2
)

(
0

0
z

fi
dz

z
z

z
f

C

π
=

−
∫

.
(3.40)

Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 аналіт
ична в області D

 і на її меж
і C

, то для
N
∈

∀
n

 має місце ф
ормула для похідної n

-го порядку

О
тж
е, за означенням

∑
∫

=
→
λ

∆
ξ

=
nk

k
k

C
z

f
dz

z
f

1
0

)
(

lim
)

(
.

(3.30)

Н
ехай

vi
u

z
f

yi
x

z
+

=
+

=
)

(
,

,

де 
)

,
(

,)
,

(
y

x
v

v
y

x
u

u
=

=
 – дійсні функції змінних x

 та y
.

О
бчислення інтеграла від функції комплексної змінної z

 зводиться
до обчислення криволінійних інтегралів другого роду:

dx
v

dy
u

i
dy

v
dx

u
dy

i
dx

vi
u

dz
z

f
C

C
C

C

+
+

−
=

+
+

=
∫

∫
∫

∫
)

()
(

)
(

.
(3.31)

Н
а інтеграли від функцій комплексної змінної розповсю

дж
ую

ться всі
властивості криволінійних інтегралів другого роду.

Інтеграл ∫C
dz

z
f

)
(

, взагалі каж
учи, залеж

ить від ш
ляху  інтегрування C

.

Я
кщ

о 
)

(z
f

 – аналітична функція в однозв’язній області D
, то інтег-

рал не залеж
ить від форми ш

ляху інтегрування. В
 цьому випадку

0
)

(
=

∫L
dz

z
f

,
(3.32)

де L
 – будь-який замкнений кусково-гладкий контур в області D

 (див. далі
основну теорему Кош

і).

Я
кщ

о крива C
 задана парамет

ричними рівняннями
)

(
,)

(
t

y
y

t
x

x
=

=
або задана в комплексній ф

ормі
)

(
)

(
)

(
t

yi
t

x
t

z
+

=
,

і початкова та кінцева точки дуги C
 відповідаю

ть значенням параметра
β
=

α
=

t
t

,
, то

∫
∫

βα

′
=

dt
t

z
t

z
f

dz
z

f
C

)
(

)]
(

[
)

(
.

(3.33)

Тут 
)

(
)

(
)

(
t

yi
t

x
t

z
+

=
.

Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 аналітична в однозв’язній області D
, яка міс-

тить точки 
0 z  та 

1 z , то має місце ф
ормула Н

ью
т
она-Л

ейбніца

)
(

)
(

)
(

)
(

0
1

10

10

z
z

z
dz

z
f

zz

zz
Φ
−

Φ
=

Φ
=

∫
,

(3.34)

де 
)

(z
Φ

 – будь-яка первісна для функції 
)

(z
f

, тобто 
)

(
)

(
z

f
z
=

Φ
′

 в області D
.
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З формули (3.44) маємо

∫
∫

∫
∫

γ
γ

γ

+
+

+
=

k

dz
z

f
dz

z
f

dz
z

f
dz

z
f

C
)

(
)

(
)

(
)

(
2

1

…
.

(3.45)

Ф
ормула (3.45) використовується для обчислення деяких інтегралів.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення інтеграла від функції комплексної змін-

ної вздовж
 кривої C

.
2. Н

аведіть формулу, щ
о зводить обчислення інтеграла від

функції комплексної змінної до обчислення криволінійних ін-
тегралів другого роду від функцій дійсних змінних.

3. Н
аведіть формулу для обчислення інтеграла від функції

комплексної змінної вздовж
 кривої C

 для випадку, коли крива
C

 задана параметричними рівняннями.
4. Запиш

іть формулу Н
ью

тона-Л
ейбніца для обчислення

інтеграла від функції комплексної змінної. За яких умов вона
має місце?

5. Запиш
іть формулу інтегрування частинами. За яких умов

вона має місце?
6. Н

аведіть формулу заміни змінної. Я
ка заміна викорис-

товується для випадку, коли ш
ляхом інтегрування є коло з

центром у точці 
0 z

z=
; у точці 

0
=

z
?

7. Запиш
іть інтегральну формулу Кош

і. Я
к вона викорис-

товується для обчислення інтегралів?
8. Запиш

іть формулу для похідної n
-го порядку аналітич-

ної функції. За яких умов вона має місце? Я
к вона пов’язана з

інтегральною
 формулою

 Кош
і?

9. С
формулю

йте основну теорему Кош
і.

10. С
формулю

йте узагальнену теорему Кош
і.

11. Я
к використовується узагальнена теорема Кош

і для об-
числення інтегралів?

∫
+

−
π

=
C

n
n

dz
z

z
z

f
i

n
z

f
1

0
0

)
(

)
(

)
(

2
!

)
(

,
(3.41)

де 
C

z
D

z
∈

∈
,

0
.

Ф
ормула (3.41) – ф

ормула для похідної n
-го порядку аналіт

ичної ф
ун-

кції. Ц
я формула дозволяє обчислю

вати деякі інтеграли, при цьому вона ви-
користовується у вигляді

!
)

(
2

)
(

)
(

0
)

(

1
0

n
z

f
i

dz
z

z
z

f
n

C
n

π
=

−
∫

+
.

(3.42)

Теорем
а К

ош
і

Теорема 1 (основна т
еорема Кош

і). Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 аналітична
в однозв’язній області D

, обмеж
еній контуром C

 і L
 – замкнений контур

в D
, то

0
)

(
=

∫L
dz

z
f

.

Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 неперервна в замкненій області 
C

D
D

+
=

, то

0
)

(
=

∫C
dz

z
f

.
(3.43)

Теорема 2 (узагальнена т
еорема Кош

і). Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 аналітич-
на в многозв’язній області D

, обмеж
еній контуром C

 і внутріш
німи по

віднош
енню

 до нього контурами 
k
γ

γ
γ

,
,

,
2

1
…

, і неперервна в замкненій
області 

−
−

−
+

γ
+

+
γ
+

γ
+

+
=

k
C

D
D

…
2

1
, де знаки верхніх індексів означаю

ть
напрямки обходів, то

0
)

(1

=

∑ ∫=

−
+

γ
+

ki
i

C

dz
z

f
.

(3.44)

Теорема 2 є теоремою
 Кош

і для многозв’язної області. Н
а рис.3.12

наведена многозв’язна область з обмеж
ую

чим її контуром. В
казано напрям-

ки обходу меж
і.

С

2
γ

1
γ3

γ

Рис.3.12
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б) C
 – парабола 

2
x

y
=

.

Д
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2
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−
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+
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−
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−
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∫
∫

∫
∫
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П
риклад 2. О

бчислити інтеграл 
∫
=

C
dz

z
z

I
2

Im
,

де 
)0

(
1

:
≤

≤
π−

=
z

z
C

arg
 (рис.3.14).

 Застосуємо формулу

∫
∫

∫
+

+
−

=
C

C
C

dy
u

dx
v

i
dy

v
dx

u
dz

z
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)
(
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z
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Рис.3.14

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. О

бчислити інтеграл ∫
−

+
C

dz
z

i
)

2
1(

, де C
 –

лінія, щ
о з’єднує точки 

0
1
=

z
 і 

i
z

+
=

1
2

 (рис.3.13), якщ
о:

а) C
 – пряма;

б) C
 – парабола 

2
x

y
=

;
в) C

 – ламана 
2

3
1

z
z

z
, де 

1
3
=

z
.

 П
ерепиш

емо підінтегральну функцію
 у вигляді)

2
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)
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1
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Рис.3.13
а) C

 – пряма.

Рівнянням прямої, щ
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z
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+
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 x
О  y

–1
 1

Рис.3.15 

П
риклад 4. О

бчислити інтеграл ∫ i
dz

z
z0

cos
.

 Д
ля обчислення інтеграла скористуємось формулою

 інтегрування
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∫
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.

У
 наш

ому випадку функції 
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z
f
=)

(
 і 

z
z

cos
)

(
=

ϕ
 – аналітичні всю

-
ди. Застосовую

чи формулу інтегрування частинами, одерж
имо

=
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=
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=
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П
риклад 5. О

бчислити інтеграл 
z

dz
z

C
ln

ln
(

∫
 – головне

значення логарифма), де 
1

:
=

z
C

, за умови, щ
о

а) початок ш
ляху інтегрування 

1
0
=

z
 (рис.3.16а);

б) початок ш
ляху інтегрування 

1
0
−
=

z
 (рис.3.16б).

О
бхід проти годинникової стрілки.
 Д
ля обчислення інтеграла скористаємось формулою

∫
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sin

)1
(

)1
sin(

sin

2

dz
z z

z
z

dz
z z

z
z

dz
z

z
z

z
I

z
.

Д
алі за інтегральною

 теоремою
 Кош

і

0
1

)1
1

sin(
1

sin
2

1
)1

0
sin(

0
sin

2
)1

(
2

)0
(

2
2

1
=

−
⋅

π
+

−
−

⋅
π

=
⋅

π
+

π
=

i
i

f
i

fi
I

,

де 
z

z
z

z
f

z
z

z
z

f
)1

sin(
sin

)
(

,
1

)1
sin(

sin
)

(
2

1
−

⋅
=

−
−

⋅
=

. 

П
риклад 10. О

бчислити інтеграл 
∫=

−
+

2
3

)1
(

)1
(

z
dz

z
z

z
ch

.

 С
посіб 1. Знаменник 

)1
(

)3
(

3
−

+
z

z
 підінтегральної функції пере-

творю
ється в нуль в точках 

1−
=

z
 і 

1
=

z
, щ

о містяться всередині круга
2
≤

z
. Розкладемо підінтегральну функцію

 на суму найпростіш
их дробів.

3
2

3
)1

(
2 1

)1
(

4 1
1

8 1
1

8 1
)1

(
)1

(
+

−
+

−
+

−
−

=
−

+
z

z
z

z
z

z
1

1
1

1
1

.

В
икористовую

чи лінійність інтеграла, отримуємо

−
+

−
−

=
−

+
∫

∫
∫

=
=

=
2

2
2

3
1

8 1
1

8 1
)1

(
)1

(
z

z
z

dz
z

z
dz

z
z

dz
z

z
z

ch
ch

ch

П
риклад 9. О

бчислити задані інтеграли:

а) 
∫
=

−
−

+

π

=
2

1
2

3
2 2

sin

z
dz

z
z

z

I
;
б)

∫=
+

=
1

2 1
z

z

dz
ez

z
I

tg
;

в)
∫=

−
−

=
2

2
)1

sin(
sin

z
dz

z
z

z
z

I
.

 П
ри обчисленні користуватимемось інтегральною

 формулою
 Кош

і.
Кож

ний приклад супроводж
ується рисунком, де відзначаю

ться точки, щ
о

належ
ать області D

, обмеж
еної контуром C

, в яких знаменник підінтеграль-
ної функції перетворю

ється в нуль.

а) 
∫
=

−
−

+

π

=
2

1
2

3
2 2

sin

z
dz

z
z

z

I
.

В
 точці 

1
=

z
 знаменник обертається в нуль (рис.3.20а).

∫
∫

∫
=

−
=

−
=

−

=
− + π

=
−

+

π

=
−

+

π

=
2

1
2

1
2

1
2

1 3 2
sin

)1
()

3
(

2
sin

3
2 2

sin

z
z

z
dz

z z

z

dz
z

z

z

dz
z

z

z

I

2
4 2

3
1

2
sin

2
)1

(
2

i
i

i
fi

π
=

π
=

+

π

π
=

π
=

.

 x

 y

 1
 3

–1
    

 x

 y 0
 1

–1
     

 x
 0  y

–2
 2

 1

  а)
б)

      в)
Рис.3.20

б) 
∫=

+

=
1

2 1
z

z

dz

ez

z
I

tg
.

У
 точці 

0
=

z
 знаменник обертається в нуль (рис.3.20б).
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Ф
ункція 

1
−z z

ch
 аналітична всередині 

1 γ, тому поклавш
и 

2
=

n
, отримуємо

∫
∫

γ
−=

γ

=
″ 

 
−

π
=

+ −
=

−
+

1
1

1
3

3
1

!2
2

)1
(

1
)1

(
)1

(
z

z
z

i
dz

z z
z

dz
z

z
z

ch
ch

ch

=
  

  
−

+
−

−
−

π
=

′  
  

−
−

−
π
=

−=
−=

1
3

2

1

2
)1

(
)1

(
1

)1
(

1
z

z
z

z
z

z
z

z
i

z
z

z
z

i
ch

2
sh

2
ch

ch
sh

=
−

−
π
=

−
π
= 

 
−

+
−

π
==

4
1

)1
1

(
4

1
3

1
4 1

2 1
2 1

ch
ch

sh
2

ch
sh

2
ch

sh
ch

i
i

i

4
4

1
1

1
1

ch
2

ch
)

( 
2

+
π−

=
−

−
π
=

−
−

e
i

e
i

.

Д
о другого інтеграла застосуємо інтегральну формулу Кош

і

∫
π

=
−

C
z

fi
dz

z
z

z
f

)
(

2
)

(
0

0
:

∫
∫

γ
=

γ

π
=

+
π

=
− +

=
−

+
2

2
4 1

)1
(

2
1 )1

(
)1

(
)1

(
1

3

3

3
ch

ch
ch

ch
i

z
z

i
dz

z z
z

dz
z

z
z

z

.

Н
ареш

ті отримуємо

e i
i

e
i

dz
z

z
z

C
2

4 1
2

)1
(

)1
(

1

3
π
−
=

π
+

+
π−

=
−

+

−

∫
ch

4
1

ch
ch

. 

П
риклад 11. О

бчислити інтеграл 
∫
=

−

π

−
3

2
2

3
4

z

z
i

dz
z

z
e

ch
.

 Знаменник 
z

z
4

3−
 підінтегральної функції перетворю

ється в нуль
в точках 

0
=

z
 і 

4
=

z
, щ

о містяться всередині круга 
3

2
≤

− z
 (рис.3.21).

 x
 0

 y

–1
 5

 2
 4

1
γ

2
γ

Рис.3.21

∫
∫

=
=

+
−

+
−

2
3

2
2

)1
(

2 1
)1

(
4 1

z
z

dz
z

z
dz

z
z

ch
ch

.

Д
о перш

их двох інтегралів застосовуємо інтегральну формулу Кош
і

∫
π

=
−

C

z
fi

dz
z

z
z

f
)

(
2

)
(

0
0

:

1
2

1
2

ch
ch

⋅
π

=
−

∫=
i

dz
z

z

z
;     

1
2

1
2

ch
ch

⋅
π

=
+

∫=
i

dz
z

z

z
.

Третій і четвертий інтеграли обчислю
ємо за допомогою

 формули, щ
о

є наслідком формули для n
- ї похідної аналітичної функції

∫
π

=
−

+
C

n

n
n

z
f

i
dz

z
z

z
f

!
)

(
2

)
(

)
(

0
)

(

1
0

,

де беремо відповідно 
1
=

n
 та 

2
=

n
.

1
2

2
)

(
2

)1
(

1
1

2
2

sh
sh

ch
ch

⋅
π

−
=

⋅
π

=
′

⋅
π

=
+

−=
−=

= ∫
i

z
i

z
i

dz
z

z
z

z
z

;

1
)

(
!2

2
)1

(
1

1
2

3
ch

ch
ch

ch
⋅

π
=

⋅
π
=

′′
⋅

π
=

+
−=

−=
= ∫

i
z

i
z

i
dz

z
z

z
z

z

.

Н
ареш

ті одерж
имо

e i
i

i
i

i
i

I
2

2
)1

1
2

1
4

1
2

8
1

2
8

1
2

π
−
=

π
−

=
⋅

π
−

⋅
π

+
⋅

π
−

⋅
π

=
ch

(sh
ch

sh
ch

ch
.

С
посіб 2. П

обудуємо два кола 
1 γ і 

2
γ

 з центрами в точках 
1−

=
z

 і
1
=

z
 достатньо малих радіусів, таких, щ

об кола не перетинались і цілком
містились в крузі 

2
≤

z
. В

 тризв’язній області, обмеж
еній колами 

2
=

z
,

1 γ і 
2
γ

, підінтегральна функція всю
ди аналітична. За теоремою

 Кош
і для

многозв’язної області маємо:

∫
∫

∫
γ

γ
=

−
+

+
−

+
=

−
+

2
1

)1
(

)1
(

)1
(

)1
(

)1
(

)1
(

3
3

2
3

dz
z

z
z

dz
z

z
z

dz
z

z
z

z

ch
ch

ch
.

Д
о перш

ого інтеграла застосуємо формулу

∫
π

=
−

+
C

n

n
n

z
f

i
dz

z
z

z
f

!
)

(
2

)
(

)
(

0
)

(

1
0

,

представивш
и підінтегральну функцію

 у вигляді 
3

3
)1

(
1

)1
(

)1
(

+ −
=

−
+

z z
z

z
z

z
ch

ch
.
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3.90. ∫
−

C
dz

iz)
1(

, де C
 – відрізок прямої, щ

о з’єднує точки

1
1
=

z
 та 

i
z
−
=

2
.

3.91. 
(

)
∫

+
C

dz
z

i
z

2
2

)
(Im

)
(

 
R

e
, де C

 – відрізок прямої, щ
о

з’єднує точки 
i

z
+

=
1

1
 та 

i
z

3
2

2
+

=
.

3.92. 
(

)
∫

+
C

dz
z

i
z

R
e

 
Im

, де C
 – ламана з верш

инами у точ-

ках 
i

z
i

z
z

+
=

=
=

1
,

,0
3

2
1

.

3.93. ∫C

z
dz

z
e

 
R

e
2

, де C
 – відрізок прямої, щ

о з’єднує точ-

ки 
0

1
=

z
 та 

i
z

+
=

1
2

.

3.94. ∫C
dz

z
z

 
R

e
, де C

 – коло 
1
=

z
. О

бхід проти годин-

никової стрілки.
3.95. ∫

⋅
C

dz
z

z
, де C

 – коло 
1
=

z
. О

бхід проти годинни-

кової стрілки.
3.96. ∫C

dz
z 

R
e

, де

а) C
 – відрізок прямої 

)1
0(

)
2(

≤
≤

+
=

t
t

i
z

;
б) C

 – ламана, щ
о складається з відрізка 

]2
,0

[
 дійсної осі

і відрізка, який з’єднує точки 
2

1 =
z

 та 
i

z
+

=
2

2
.

3.97. ∫C
dz

z
, де C

 – коло 
π

≤
≤

=
=

2
0

,
sin

,
cos

t
t

y
t

x
.

У
 задачах 3.98 – 3.103 обчислити задані інтеграли.

 3.98. 
∫ −
−

+

+
ii

dz
z

11
)1

2(
.

 3.99. ∫ +10

3
i

dz
z

.

3.100. а) ∫
−

i
dz

z
z

1

3
4

)
2

3(
;

б) ∫ +−

+
ii

dz
z

z
21

2
)

2
3(

.

За теоремою
 Кош

і для многозв’язної області маємо:

2
1

2

2
3

2
2

3
2

2
3

2
1

4
4

)4
(

4
I

I
dz

z z e

dz
z z e

dz
z

z
e

dz
z

z
e

I

z
i

z
i

z

z
i

z

z
i

+
=

−
+

−
=

−
=

−
=

∫
∫

∫
∫

γ

π

γ

π

=
−

π

=
−

π
ch

ch
ch

ch
.

Кож
ний з двох інтегралів, щ

о знаходяться справа, обчислю
ється за

інтегральною
 формулою

 Кош
і.

Д
ля інтеграла 

1 I, в якому підінтегральна функція аналітична всю
ди в

крузі 
1 γ, крім 

0
=

z
, використовуємо формулу

∫
π

=
−

+
C

n

n
n

z
f

i
dz

z
z

z
f

!
)

(
2

)
(

)
(

0
)

(

1
0

,

поклавш
и 

1
=

n
:

=
′  

  
−

π
=

′
π

=
−

=

=

π

γ

π

∫
0

1
2

1
4

2
)0

(
!1

2
4

1
z

z
i

z
i

z
e

i
f

i
dz

z z
e

I
ch

ch

=
−

−
π
⋅

π
=

−
−

−
π

⋅
π

=
=

π
π

π

16
1

)4
(

1
2

)4
(

)4
()

2
0

2
ch

sh
ch

(sh
i

i
z

e
z

i
e

e
i

z

z
i

z
i

z
i

8
1

2
1

ch
sh

2
⋅
π

−
π
=

i
.

Д
ля інтеграла 

2 I  застосовуємо формулу

∫
π

=
−

C

z
fi

dz
z

z
z

f
)

(
2

)
(

0
0

:

8 1
16

2
2

4

4

4
2

2
2

1

ch
ch

ch
ch

i
e

i
z e

i
dz

z z e

I
i

z

z
i

z
i

π
=

π
=

π
=

−
=

π

=

π

γ

π

∫
.

Н
ареш

ті одерж
имо

2
1

8
1

8
1

2
1

2
1

sh
ch

ch
sh

2
2

π
=

⋅
π

+
⋅
π

−
π
=

+
=

i
i

I
I

I
. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

У
 задачах 3.90 – 3.97 обчислити інтеграли від заданих функ-

цій вздовж
 заданих ліній.
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3.114. 
∫=

+
5

2
16

z
z

dz
.

      3.115. 
∫=

+
+

4
2

)9
()

9
(

z
z

z
dz

.

3.116. 
∫=

−
−

⋅

2
2

)1
sin(

sin

z
dz

z
z

z
z

.

У
 задачах 3.117 – 3.124 обчислити задані інтеграли.

3.117. ∫=1
3

cos

z
dz

z
z

.
      3.118. ∫=1

3
z

dz
z

z 2
sh

.

3.119. 
∫
=

−
−

−

π

1
1

2
)3

(
)1

(
4

sin

z
dz

z
z

z
.     3.120. ∫=

−
2

2
2

)1
(

z
dz

z
z

zsh
.

3.121. 
∫
=

−
+

−
6

3
3

)4
(

)2
(

z
dz

z
z

z
.   3.122. 

∫
=

−

π

−
3

2
2

3
4

z

z
i

dz
z

z
e

ch
.

3.123. 
∫
=

−
+

1
2

2
2

1

)4
(

z

z
dz

z
e

.
      3.124. 

∫=
−

2 1
2

1

z

dz
z

z
sin

.

§5. Ком
плексні ряди

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Ч
ислові ряди

Числовий ряд вигляду

∑ ∞=
=

+
+

+
+

1
2

1
n

n
n

z
z

z
z

…
…

,
(3.46)

де 
n

n
n

yi
x

z
+

=
, називається числовим рядом з комплексними членами.

Ц
ей ряд збіж

ний тоді і тільки тоді, коли збігаю
ться ряди

∑ ∞=
=

+
+

+
+

1
2

1
n

n
n

x
x

x
x

…
…

(3.47)

та

∑ ∞=
=

+
+

+
+

1
2

1
n

n
n

y
y

y
y

…
…

.
(3.48)

3.101. ∫ i
dz

z
z1

sin
.

3.102. ∫
−

−
i

zdz
e

i
z

0
)

(
.

3.103. ∫ +i
dz

z
z

10
cos

sin
.

У
 задачах 3.104 – 3.107 обчислити інтеграли від заданих

функцій вздовж
 заданих ліній.

3.104. ∫C
z dz

, де C
 – верхня половина кола 

1
=

z
; вибира-

ється та вітка функції 
z

, для якої 
1

1
=

.

3.105. ∫ i
dz

z
z

1

3
ln

 вздовж
 дуги кола 

z
z

(ln
1
=

 – головне

значення логарифма, 
0

1
ln
=

).

3.106. ∫
+ +

i
dz

z z

1
1

)1
ln(

 вздовж
 дуги кола 

0
,1

≥
=

z
z

R
e

,

0
≥z

Im
.

3.107. ∫ i
dz

z z

1 ln
 вздовж

 відрізка прямої, щ
о з’єднує точки

i
z

z
=

=
2

1
,1

.
У

 задачах 3.108 – 3.116 обчислити задані інтеграли за до-
помогою

 інтегральної формули Кош
і.

3.108. 
∫=−

+
2 1

1
2 1

z

z
dz

z
z e

.
3.109. ∫=

+
π

1
2

2
cos

z

z
dz

z
z

z
e

.

3.110. 
∫
=

−
−

2
2

4
1

z
dz

z
z

ch
.

3.111. 
∫
=

−
−

+
−
−

π

1
1

2
2

2
)1

(
sin

i
z

dz
z

z
z

.

3.112. ∫=
+

1
2 1

z
z

dz
ez

z
tg

.
3.113. ∫=

+
π
+

3
)2

(
)

cos(

z
z

dz
e

z
i

z
.
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Застосування формули (3.54) для обчислення коефіцієнтів 
n

c
 призво-

дить до громіздких обчислень. Тому на практиці часто використовую
ть ві-

домі формули розкладу в ряд Тейлора елементарних функцій.

∑ ∞=
=

0
,!

n

n
z

n z
e

   
∞
+
<

z
,

(3.55)

∑ ∞=

++
−

=
0

1
2

!)
1

2(
)1

(
sin

n

n
n

n z
z

,   
∞
+
<

z
,

(3.56)

∑ ∞=
−

=
0

2

!)
2(

)1
(

cos
n

n
n

n z
z

,   
∞
+
<

z
,

(3.57)

∑ ∞=

++
=

0

1
2

!)
1

2(
n

n

n z
z

sh
,   

∞
+
<

z
,

(3.58)

∑ ∞=
=

0

2

!)
2(

n

nn z
z

ch
,   

∞
+
<

z
,

(3.59)

∑ ∞=

+
−

=
+

1

1
)1

(
)

1(
ln

n

n
n

n z
z

,   
1
<

z
,

(3.60)

∑ ∞=
−
=

−
1

)
1(

ln
n

nn z
z

,   
1
<

z
,

(3.61)

∑ ∞=

++
−

=
0

1
2

1
2

)1
(

n

n
n

n z
z

arctg
,   

1
<

z
,

(3.62)

∑ ∞=

α
+

−
α

−
α

−
α

α
+

=
+

1
!

)1
(

)2
)(

1
(

1
)

1(
n

n
z

n
n

z
…

,   
1<

z
,

(3.63)

∑ ∞=
−

=
+

0
,

)1
(

1
1

n

n
nz

z
  

1
<

z
,

(3.64)

∑ ∞=
=

−
0

,
1

1

n

n
z

z
  

1
<

z
.

(3.65)

Д
алі розглядаємо ряд вигляду

∑ ∞=

−
−

−
−

−
=

+
−

+
+

−
+

−
1

0
0

2
0 2

0

1

)
(

)
(

)
(

n
n

n
n

n

z
z

c
z

z
c

z
z

c
z

z c
…

…
.

(3.66)

Я
кщ

о 
0
≠

−n
c

 і існує скінченна границя

n n
n

c c
r

−

−
−

∞
→

=
1

lim
,

(3.67)

Ряд (3.46) називається абсолю
т
но збіж

ним, коли збігається ряд

∑ ∞=
=

+
+

+
+

1
2

1
n

n
n

z
z

z
z

…
…

.
(3.49)

Ряди (3.47), (3.48), (3.49) є рядами з дійсними членами і питання про
їхню

 збіж
ність виріш

ується за допомогою
 відомих ознак збіж

ності рядів у
дійсній області.

С
тепеневі ряди

Ряд вигляду

∑ ∞=
=

+
+

+
+

+
0

2
2

1
0

n

n
n

n
n

z
c

z
c

z
c

z
c

c
…

…
,

(3.50)

де 
…

…
,

,
,

,
1

0
n

c
c

c
 – комплексні сталі, а z

 – комплексна змінна, називаєть-
ся ст

епеневим рядом.
Теорем

а А
беля. Я

кщ
о степеневий ряд збіж

ний при деякому значенні
0 z

z
=

, то він збігається абсолю
тно для всіх z

, для яких 
0 z

z
<

. Я
кщ

о ж
ряд розбіж

ний при 
0 z

z
=

, то він розбіж
ний при будь-якому z

, для якого
0 z

z
>

.
О
бласт

ь збіж
ност

і ряду – круг з центром на початку координат. Ра-
діус збіж

ності R
 визначається за формулою1

lim
+

∞
→

=
n n

n
c c

R
(3.51)

або

n
n

n
c

R
1

lim
∞

→
=

.
(3.52)

Ряди Тейлора та Л
орана

Ф
ункція 

)
(z

f
, однозначна і аналітична в точці 

0 z
z
=

, мож
е бути роз-

кладена в околі цієї точки в степеневий ряд Тейлора

∑
∑

∞=

∞=
−

=
−

=
0

0
0

)
(

0
0

)
(

!
)

(
)

(
)

(
n

n
n

n

n
n

z
z

n
z

f
z

z
c

z
f

,
(3.53)

коефіцієнти якого обчислю
ю
ться за формулою

…,
2,

1,
0

,
)

(
)

(
2 1

1
0

=
−

π
=

∫Γ
+

n
dz

z
z

z
f

i
c

n
n

,
(3.54)

де Γ
 – коло з центром у точці 

0 z
z
=

, яке міститься в околі точки 
0 z , де

функція 
)

(z
f

 аналітична. Ц
ентр круга збіж

ності знаходиться в точці 
0 z ;

коло проходить через особливу точку функції 
)

(z
f

, найближ
чу до точки 

0 z ,
тобто радіус збіж

ності ряду Тейлора дорівню
є відстані від точки 

0 z  до най-
ближ

чої особливої точки функції 
)

(z
f

.
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Н
а практиці застосування формули (3.73) призводить до громіздких

обчислень. Тому, якщ
о це мож

ливо, намагаю
ться використовувати відомі

розклади функцій у ряди, або зводити до них.

Н
улі та ізольовані особливі точки ф

ункцій
П
рипустимо, щ

о функція 
)

(z
f

 аналітична в точці 
0 z . Точка 

0 z  нази-
вається нулем ф

ункції 
)

(z
f

 порядку (або крат
ност

і) n
, якщ

о виконую
ться

умови

0
)

(
,0

)
(

,
,0

)
(

,0
)

(
0

)
(

0
)1

(
0

0
≠

=
=

′
=

−
z

f
z

f
z

f
z

f
n

n
…

.
(3.74)

Я
кщ

о 
1
=

n
, то точка 

0 z  —
 прост

ий нуль.

Точка 
0 z  тоді і тільки тоді буде нулем n

-го порядку функції 
)

(z
f

,
аналітичної в точці 

0 z , коли в деякому околі цієї точки має місце рівність

)
(

)
(

)
(

0
z

z
z

z
f

nϕ
−

=
,

(3.75)
де функція 

)
(z
ϕ

 аналітична а точці 
0 z  і 

0
)

(
0
≠

ϕ
z

.
Точка 

0 z
z
=

 називається ізольованою
 особливою

 т
очкою

 функції
)

(z
f

, якщ
о існує окіл цієї точки, в якому функція 

)
(z

f
 аналітична всю

ди,
крім самої точки 

0 z
z
=

.
Точка 

0 z
z
=

 називається усувною
 особливою

 т
очкою

 функції 
)

(z
f

,
якщ

о існує скінченна границя функції 
)

(z
f

 в точці 
0 z

z
=

.
Точка 

0 z  називається полю
сом функції 

)
(z

f
, якщ

о 
∞
=

→
)

(
lim

0
z

f
z

z
.

Д
ля того, щ

об точка 
0 z  була полю

сом функції 
)

(z
f

, необхідно та

достатньо, щ
об ця точка була нулем для функції 

)
( 1

)
(

z
f

z
=

ϕ
.

Точка 
0 z  називається полю

сом порядку 
)1

(
≥

n
n

 функції 
)

(z
f

, якщ
о

ця точка є нулем порядку n
 для функції 

)
( 1

)
(

z
f

z
=

ϕ
.

У
 випадку 

1
=

n
 полю

с називається прост
им.

Д
ля того, щ

об точка 
0 z  була полю

сом порядку n
 функції 

)
(z

f
, необ-

хідно та достатньо, щ
об функцію

 
)

(z
f

 мож
на було представити у вигляді

n
z

z
z

z
f

)
(

)
(

)
(

0
− ϕ

=
, де функція 

)
(z
ϕ

 аналітична в точці 
0 z  і 

0
)

(
0
≠

ϕ
z

.

Точка 
0 z  називається іст

от
но особливою

 т
очкою

 функції 
)

(z
f

, якщ
о

в точці 
0 z  функція не має границі ні скінченної, ні нескінченної.

то ряд (3.66) збігається в області
r

z
z

>
−

0
.

(3.68)
Ряд вигляду

=
−

+
−

=
−

∑
∑

∑
∞=

∞=

−
∞

∞
−
=

0
0

1
0

0
)

(
)

(
)

(
n

n
n

n
n

n

n

n
n

z
z

c
z

z
c

z
z

c

…
…

…
…

+
−

+
+

−
+

+
−

+
+

−
+

=
−

−
n

n
n

n
z

z
c

z
z

c
c

z
z c

z
z

c
)

(
)

(
)

(
0

0
1

0
0

1

0
(3.69)

збігається в області, в якій збігаю
ться ряди

∑ ∞=

−

−
1

0 )
(

n
n

nz
z

c
(3.70)

та

∑ ∞=
−

0
0 )

(
n

n
n

z
z

c
.

(3.71)

Н
ехай ряд (3.70) збігається в області 

r
z

z
>

−
0

, тобто зовні круга з
центром у точці 

0 z
z
=

 радіуса r, а ряд (3.71) – у крузі 
R

z
z

<
−

0
.

Тоді, якщ
о

1) 
R

r
>

, то ряд (3.69) розбігається всю
ди,

2) 
R

r
<

, то ряд (3.69) збігається в кільці 
R

z
z

r
<

−
<

0
.

Тут 
∞
+
<

<
≥

R
r

0
,0

.

Ф
ункція 

)
(z

f
, однозначна і аналітична в кільці 

R
z

z
r

<
−

<
0

 (вклю
-

чаю
чи випадки, коли 

0
=

r
 і R
=
+∞

), розкладається в цьому кільці в ряд Лорана

=
−

+
−

=
−

=
∑

∑
∑

∞=

−

∞
−
=

∞

∞
−
=

0
0

1

0
0

)
(

)
(

)
(

)
(

n

n
n

n

n
n

n

n
n

z
z

c
z

z
c

z
z

c
z

f

∑
∑

∞=

∞=

−
−

+
−

=
0

0
1

0
)

(
)

(
n

n
n

n
n

n
z

z
c

z
z

c
,

(3.72)

де коефіцієнти 
n

c
 обчислю

ю
ться за формулою

…,
2

,1
,0

,
)

(
)

(
2 1

1
0

±
±

=
−

π
=

∫Γ
+

n
dz

z
z

z
f

i
c

n
n

.
(3.73)

Тут Г – довільне коло з центром у точці 
0 z, щ

о міститься всередині
даного кільця.

Ряд 
∑

∑
∞=

−
−

∞
−
=

−
=

−
1

0

1

0
)

(
)

(
n

n
n

n

n
n

z
z

c
z

z
c

 називаю
ть головною

 част
иною

ряду Лорана, ряд ∑ ∞=
−

0
0 )

(
n

n
n

z
z

c
 – правильною

 част
иною

.
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14. Я
к знаходяться коефіцієнти ряду Лорана?

15. Щ
о є областю

 збіж
ності ряду Л

орана?
16. Щ

о називається нулем функції?
17. Щ

о називається простим нулем функції?
18. Щ

о називається нулем n
-го порядку функції?

19. Д
айте означення ізольованої особливої точки функції.

20. Я
ка точка називається усувною

 особливою
?

21. Щ
о таке полю

с?
22. Я

ка точка називається істотно особливою
 ізольованою

точкою
?

23. С
формулю

йте необхідну та достатню
 умову існування

полю
са.

24. Сформулю
йте необхідну та достатню

 умову усувної особ-
ливості.

25. С
ф
ормулю

йте необхідну та достатню
 умову істотно

особливої ізольованої точки.

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті розглянуто 15 прикладів розв’язання за-

дач, які за своєю
 тематикою

 розподілились так:
1. Числові ряди: приклад 1.
2. Степеневі ряди: приклад 2.
3. Ряди Тейлора та Л

орана: приклади 3 – 10.
4. Н

улі та ізольовані особливі точки: приклади 11 – 15.

Ч
ислові ряди

П
риклад 1. Д

ослідити на збіж
ність задані ряди.

а) ∑ ∞=1
2

n

ni

n e
;
б) ∑ ∞=1

2 cos
n

n in
.

М
аю

ть місце такі твердж
ення.

1. Д
ля того, щ

об точка 
0 z  була усувною

 особливою
 т
очкою

 функції
)

(z
f

, необхідно та достатньо, щ
об лоранів розклад 

)
(z

f
 в околі точки 

0 z
не містив головної частини.

2. Д
ля того, щ

об точка 
0 z  була полю

сом функції 
)

(z
f

, необхідно та
достатньо, щ

об головна частина лоранового розкладу 
)

(z
f

 в околі точки
0 z  містила лиш

е скінченне число членів, тобто

∑ ∞=
−

−
−

≠
−

+
−

+
+

−
=

0
0

0

1

0
0

,
)

(
)

(
)

(
n

k
n

n
k

k
c

z
z

c
z

z c
z

z
c

z
f

…
.

Н
айбільш

ий показник степенів різниць 
0 z

z−
, які знаходяться в знамен-

никах членів головної частини ряду Лорана, співпадає з порядком полю
са.

3. Точка 
0 z тоді і тільки тоді є іст

от
но особливою

 т
очкою

 функції
)

(z
f

, коли головна частина її лоранового розкладу в околі точки 
0 z  містить

нескінченну кількість членів.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення ряду з комплексними членами.

2. Щ
о називається сумою

 ряду?
3. Я

кий ряд називається збіж
ним?

4. Я
кий ряд називається степеневим?

5. Д
е збігається степеневий ряд? С

формулю
йте теорему

А
беля.6. Щ

о є областю
 збіж

ності степеневого ряду?
7. За якими формулами визначається радіус збіж

ності сте-
пеневого ряду?

8. Запиш
іть ряд Тейлора.

9. Я
к визначаю

ться коефіцієнти ряду Тейлора?
10. Я

к визначається радіус збіж
ності ряду Тейлора?

11. Д
е збігаю

ться ряди для функцій 
z

z
z

z
ch

sh
,

,
cos

,
sin

?
12. Я

кий ряд називається рядом Лорана?
13. Я

кі назви маю
ть частини ряду Лорана з додатними та

від’ємними степенями 
0 z

z−
?
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1

1
1

1
1

lim
−

∞
→

=
+

=
⋅

+
=

e
n

n
sh

ch
1

sh
th

ch
1

,

оскільки 
1

1 1
lim

lim
lim

2 2
=

− +
=

− +
=

− −

∞
→

− −

∞
→

∞
→

n n

n
n

n

n
n

n
n

e e
e

e
e

e
n

th
.

О
тж
е, радіус збіж

ності заданого степеневого ряду 
1
=

R
.

б) ∑ ∞=
+

0
)

1(
n

n
nz

i
.

М
аємо 

n
n

i
c

)
1(+

=
. Тоді 

2
2

)
2

(
1

)
1(

n
n

n
n

n
i

i
c

=
=

+
=

+
=

.

2 1

2 1
lim

1
lim

2
=

=
=

∞
→

∞
→

n
n

n
n

n
n

c
R

.

О
тж
е, радіус збіж

ності заданого степеневого ряду 
2 1

=
R

.

в) ∑ ∞=
 

 1
ln

n

n

in z
.

М
аємо 

n
n

in
c

)
(ln 1
=

. Тоді

n
n

n
n

n

n
i

n
in

in
c

  
  

π
+

=
π

+
=

=
=

4
ln

1

2
ln

1
ln 1

)
(ln 1

2
2

.

2
2

1
π

lim
lim

ln
4

n
n

n
n

R
n

c
→
∞

→
∞

=
=

+
=
+∞

.

О
тж
е, радіус збіж

ності заданого степеневого ряду R
=
+∞

. 

Ряди Т
ейлора та Л

орана
П
риклад 3. Розкласти функцію

 
z

z
f

cos
)

(
=

 в ряд за сте-
пенями 

4 π
+z

.

 П
еретворимо задану функцію

.

=
π

 
 

π
+

+
π

 
 

π
+

= 
 

π
− 

 
π
+

=
4

sin
4

sin
4

cos
4

cos
4

4
cos

cos
z

z
z

z

 
 

 
 

π
+

+ 
 

π
+

=
4

sin
4

cos
2 2

z
z

.

 а) ∑ ∞=1
2

n

ni

n e
.

С
користаємось тим, щ

о 
n

i
n

e
ni

sin
cos

+
=

. Тоді

∑
∑

∑
∞=

∞=

∞=
+

=
1

2
1

2
1

2
sin

cos

n
n

n

ni

n
n

i
n

n
n e

.

Тому для дослідж
ення збіж

ності даного ряду, треба з’ясувати збіж
-

ність рядів ∑ ∞=1
2

cos

n
n

n
 та ∑ ∞=1

2
sin

n
n

n
. Кож

ний з них збігається абсолю
тно за озна-

кою
 порівняння. П

орівню
ємо зазначені ряди з рядом ∑ ∞=1

2 1

n
n

, який збіж
ний

як узагальнений гармонічний ряд при 
1

2
>

=
p

. Звідси даний ряд абсолю
т-

но збіж
ний.

б) ∑ ∞=1
2 cos

n
n in

.

П
еретворимо заданий ряд

∑
∑

∑
∞=

+

−
∞=

∞=

+
=

=
1

1
1

1
2

2
2 cos

n
n

n
n

n
n

n
n

e
e

n
in

ch
.

Ц
ей ряд розбіж

ний, оскільки не виконується необхідна ознака збіж
ності

∞
=  

  
+

 
 

=
+

∞
→

+

−

∞
→

n

n

n
n

n
n

n
e

e
e

e
)

2( 1
2

lim
2 1

2
lim

1
. 

С
тепеневі ряди

П
риклад 2. Знайти радіуси збіж

ності заданих рядів.

а) ∑ ∞=
⋅

0 cos
n

n
z

in
;   б) ∑ ∞=

+
0

)
1(

n

n
nz

i
;   в) ∑ ∞=

 
 1

ln
n

n

in z
.

 а) ∑ ∞=
⋅

0 cos
n

n
z

in
.

М
аємо, щ

о 
n

e
e

in
c

n
n

n
ch
=

+
=

=
−

2
cos

. Тоді

=
⋅

+
⋅

=
+

=
=

∞
→

∞
→

+
∞

→
1

1
lim

)1
(

lim
lim

1
sh

sh
ch

ch
ch

ch ch
n

n
n

n n
c c

R
n

n
n n

n
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z
z

z
z

z
f

−
⋅

−
+

⋅
⋅

=
−

⋅
+

+
⋅

=
1

1
3 1

5
1

1
5

3 2
1

1
3 1

5
1

3 2
)

(
.

О
станнє перетворення виконано для того, щ

об застосувати формули

(3.64) та (3.65) розкладу в ряд за степенями z
 функцій 

z
+1 1

 та 
z
−1 1

. П
ри цьо-

му в перш
ій з них слід замінити z  на 5 z

, другу – використати безпосередньо.

=
+

+
+

−  
  

−
+

−
+

−
=

)
1(

3 1
5

5
5

5
1

15 2
)

(
2

4 4

3 3

2 2
…

…
z

z
z

z
z

z
z

f

…−
−

−
−
=

2

125
41

25 9
5 1

z
z

.

Радіус збіж
ності даного ряду 

1
=

R
, бо найближ

чою
 до точки 

0
0
=

z
особливою

 точкою
 є точка 

1
=

z
.

б) 
)

2
ln(

)
(

2
z

z
z

f
−

+
=

.
П
еретворимо задану функцію

.

)
1

ln(
)

2
ln(

])
1(

)2
(

[
ln

])
2

(
[

ln
)

2(
ln

)
(

2
2

z
z

z
z

z
z

z
z

z
f

+
+

−
=

+
−

−
=

−
−

−
=

−
+

=
.

Д
алі перетворимо кож

ний з доданків з метою
 застосування формул

(3.61) та (3.60) розкладу в ряд за степенями z
 функцій 

)
1(

ln
z
−

 та 
)

1(
ln

z
+

:

…−
⋅

−
⋅

−
⋅

−
−

= 
 
−

+
= 

 
 

 
−

=
−

4
2

3
2

2
2

2
2

ln
2

1
ln

2
ln

2
1

2
ln

)
2(

ln
4 4

3 3

2 2
z

z
z

z
z

z
z

,

…
+

−
+

−
=

+
4

3
2

)
1(

ln
4

3
2

z
z

z
z

z
.

О
тж

е,

…−
⋅ ⋅

+
⋅

−
+

=
8

3
7

8
5

2
2

ln
)

(
3

2
z

z
z

z
f

.

Знайдемо радіус збіж
ності отриманого ряду. З цією

 метою
 знайдемо

особливі точки даної функції з рівняння 
0

2
2
=

−
+

z
z

. Корені цього рівнян-
ня 

1
,2

−
=

=
z

z
 є особливими точками. Н

айближчою
 до точки 

0
0
=

z
 є особ-

лива точка 
1−

=
z

. О
тж

е, радіус збіж
ності 

1
=

R
. 

П
риклад 5. Знайти декілька перш

их членів розкладу в ряд

за степенями z  функції 
z

z
f

sin
2

1
)

(
+

=
 та знайти радіус збіж

-

ності цього ряду.

Д
алі використовуємо формули (3.57) та (3.56) розкладу функцій 

z
cos

та 
z

sin
 в ряд за степенями z

, замінивш
и в них z

 на 
4 π
+z

. М
аємо

     

+
+

 
 

π
+

−
 

 
π
+

+
 

 
π
+

−
=

…
!6 4

!4 4
!2 4

1
2 2

cos

6
4

2
z

z
z

z

=     

+
 

 
π
+

−
 

 
π
+

+
 

 
π
+

− 
 

π
+

+
…

!7 4
!5 4

!3 4
4

7
5

3
z

z
z

z

     

     

−
 

 
π
+

+
 

 
π
+

+
 

 
π
+

−
 

 
π
+

− 
 

π
+

+
=

…
!5 4

!4 4
!3 4

!2 4
4

1
2 2

5
4

3
2

z
z

z
z

z
.

Радіус збіж
ності даного ряду R

=
+∞

, бо функція 
z

z
f

cos
)

(
=

 не має
особливих точок. 

П
риклад 4. Розкласти задану функцію

 в ряд за степенями z.

а) 
5

4
1

)
(

2
−

+
+

=
z

z
z

z
f

;    б) 
)

2
ln(

)
(

2
z

z
z

f
−

+
=

.

 а) 
5

4
1

)
(

2
−

+
+

=
z

z
z

z
f

.

П
еретворимо задану функцію

, щ
о є правильним раціональним дро-

бом, на суму найпростіш
их дробів:

)1
()

5
(

1
5

4 1
)

(
2

−
+
+

=
−

+
+

=
z

z
z

z
z

z
z

f
.

1
5

)1
()

5
(

1
−

+
+

=
−

+
+

z B
z A

z
z

z
,

)5
(

)1
(

1
+

+
−

=
+

z
B

z
A

z
,

.
3 1

,
3 2

1
5

,1
=

=
⇒

  
=

+
−

=
+

B
A

B
A

B
A

О
тж
е,
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О
тж

е,
)

3
2(
±

−
=

i
e

zi
,

ik
i

i
i

zi
π

+ 
 
π
−

+
±

−
=

±
−

=
2

2
)

3
2(

ln
))

3
2(

(
ln

,

k
i

z
π

+
π
−

±
−
=

2
2

3
2

ln
,

при 
0
=

k
   

2
3

2
ln

π
−

±
−
=

i
z

.

Точка 
2

3
2

ln
π
−

−
−
=

i
z

 найближ
ча до 

0
0
=

z
. О

тж
е, відстань від

знайденої точки до точки 
0

0
=

z
 є радіусом збіж

ності, тобто

4
)

3
2(

ln
2

2
π
+

−
=

R
. 

П
риклад 6. Знайти область збіж

ності заданого ряду.

а) ∑ ∞=

+
+

1

1
)

1(
n

n

n

z i
;    б) 

∑
∑

∞=

∞=
≠

+
0

1
0

,
n

n n

n
n n

b
b z

z a
.

 а) ∑ ∞=

+
+

1

1
)

1(

n
n

n

z i
.

За умовою
 

0
,

)
1(

,
)

1(
0

2
1

1
=

+
=

+
=

+
−

−
+

−
z

i
c

i
c

n
n

n
n

. Тому

2
1

lim
)

1(

)
1(

lim
lim

1 2
1

=
+

=
+ +

=
=

∞
→

+ +

∞
→

−

−
−

∞
→

i
i i

c c
r

n
n n

n
n n

n
.

О
тж
е, даний ряд збігається в області 

2
>

z
.

б) 
∑

∑
∞=

∞=
≠

+
0

1
0

,
n

n n

n
n n

b
b z

z a
.

За умовою
 

1
1

,
+

−
−

−
=

=
n

n
n

n
a

c
a

c
. Тому

a
a a

c c
r

n n

n
n n

n
=

=
=

+

∞
→

−

−
−

∞
→

1
1

lim
lim

.

За умовою
 

1
1

1
,

1
+

+
=

=
n

n
n

n
b

c
b

c
. Тому

b
b b

c c
R

n n

n
n n

n
=

=
=

+

∞
→

+
∞

→

1

1
lim

lim
.

 Ш
уканий ряд має вигляд

∑ ∞=
=

0
)

(
n

n
n z

c
z

f
,

(1)

де

…,
2,

1,
0

,
!

)
(

0
)

(
=

=
n

n
z

f
c

n

n
.

(2)

Знаходимо послідовно 
)

( )
(

z
f

n
 та 

)0
( )

(n
f

:

1
)

sin
2(

sin
2

1
)

(
−

+
=

+
=

z
z

z
f

,  
2 1

)0
(
=

f
;

z
z

z
f

cos
)

sin
2(

)
(

2−
+

−
=

′
,  

4 1
)0

(
−
=

′f
;

z
z

z
z

z
f

sin
)

sin
2(

cos
)

sin
2(

2
)

(
2

2
3

−
−

+
+

+
=

′′
,  

4 1
8 1

2
)0

(
=

⋅
=

′′
f

;

−
+

−
+

−
=

′′′
−

−
z

z
z

z
z

z
f

sin
cos

2
)

sin
2(

2
cos

)
sin

2(
6

)
(

3
3

4

z
z

z
z

z
cos

)
sin

2(
sin

cos
)

sin
2(

2
2

3
−

−
+

+
+

−
,   

8 1
4 1

16 1
6

)0
(

−
=

+
⋅

−
=

′′′
f

.

Д
алі знаходимо значення коефіцієнтів 

n
c

 за формулою
 (2) та, підста-

вляю
чи ці значення в ряд (1), отримуємо

…
+

⋅
−

⋅
+

−
=

!3
2 1

!2
2 1

4 1
2 1

)
(

3

3

2

2
z

z
z

z
f

.

Знайдемо радіус збіж
ності R

. Д
ля цього знаходимо особливі точки

функції 
)

(z
f

, які є коренями рівняння
0

sin
2

=
+

z
,0

2
2

=
−

+
−

i e
e

zi
zi

,0
4

=
−

+
−

zi
zi

e
e

i
,0

1
4

2
=

−
+

iz
zi

ei
e

.

П
окладемо 

t
e

zi
=

, тоді

0
1

4
2

=
−

+
ti

t
,1

4
2

+
−

±
−
=

i
t

,

3
2

i
i

t
±

−
=

,

)
3

2(
3

2
1

+
−
=

−
−
=

i
i

i
t

,  
)

3
2(

2
−

−
=

i
t

.
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Ряд Л
орана для заданої функції в кільці 

2
1

0
<

−
<

z
 має вигляд:

∑
∑

∞−
=

+

∞−
=

−
+

−
=

−
=

−
2

4
2

2
2

)1
(

2
)3

(
)1

(
)1

(
)1

(
1

n

n
n n

n

n
n

z
n

z
c

z

або

…+
−

−
−

+
−

−
+

−
−

−
=

−
3

2
2

2
2

)1
(

64 3
)1

(
64 5

)1
(

8 1
16 3

1
1

4 1
)1

(
1

4 1
)1

(
1

z
z

z
z

z
z

.

С
посіб 2. Згідно з умовою

 треба представити функцію
 

)
(z

f
 у вигляді

суми степенів (додатних та від’ємних) різниці 
)1

(
−z

. П
еретворимо задану

функцію
, розклавш

и вираз 
1

12−
z

 на суму найпростіш
их дробів.

Тоді

=  
  

+
+

−
−

−
=

 
 

+
−

−
=

−
=

2
2

2

2

2
2

)1
(

1
1

1
2

)1
(

1
4 1

1
1

1 1
4 1

)1
(

1
)

(
z

z
z

z
z

z
z

f

2
2

)1
(

1
4 1

1
1

4 1
1

1
4 1

)1
(

1
4 1

+
+

+
+

−
−

−
=

z
z

z
z

.
   (1)

П
ерш

і два доданки подані в потрібному вигляді (містять 
)1

(
−z

 у від’єм-
них степенях), а два інш

і перетворимо. Запиш
емо їх у вигляді

  
  

+
−

−
−

+
−

−
=

−
+

=
+

−
=

+
…

3

3

2

2

2
)1

(
2

)1
(

2
1

1
2 1

2
1

1

1
2 1

2
)1

(
1

1
1

z
z

z
z

z
z

,
(2)

 
+

 
 
−

−
−

−
+

−
−

=
 

 
 

 
−

+
=

+

−
2

2

2
2

1
!2

)1
2

(2
2

1
2

1
4 1

2
1

1
4 1

)1
(

1
z

z
z

z

 
+

 
 
−

−
−

−
−

−
+

…
3

2
1

!3
)2

2
()

1
2

(2
z

.
  (3)

Д
ля запису правої частини формули (2) скористались формулою

 (3.64)

розкладу функції 
z
+1 1

 в степеневий ряд за степенями z
, замінивш

и z
 на

2 1−
z

. Д
ля запису правої частини формули (3) скористались формулою

 (3.63)

(біноміальний ряд), поклавш
и 

2−
=
α

.

П
ідставивш

и отримані вирази з формул (2) та (3) у формулу (1), маємо

О
тж
е, якщ

о 
b

a
<

, то ряд збіж
ний в кільці 

b
z

a
<

<
. Я

кщ
о

b
a
>

, то ряд всю
ди розбіж

ний. 

П
риклад 7. Розкласти функцію

 
2

2
)1

(
1

)
(

−
=

z
z

f
 в ряд Л

о-

рана в кільці 
2

1
0

<
−

<
z

.

 Спосіб 1. 
2

2
)1

(
1

)
(

−
=

z
z

f
 – аналітична функція в кільці 

2
1

0
<

−
<

z
.

Коефіцієнти ряду Л
орана знаходимо за формулою

 (3.73)

∫
∫

Γ
+

Γ
+

+
−

π
=

− −
π

=
2

3
1 2

2

)1
(

)1
(

2 1
)1

(
)1

(
1

2 1
z

z
dz

i
dz

z z
i

c
n

n
n

,

де Γ
 – довільне коло з центром в точці 

1
0
=

z
, щ

о міститься в заданому кільці.

Якщ
о 

0
3
≤

+
n

, тобто 
3
≤

n
, то підінтегральна функція 

2
3

)1
(

)1
(

1
+

−
+

z
z

n

аналітична в усіх точках, щ
о містяться всередині кола Γ

, в тому числі і в точ-
ці 

1
0
=

z
. У

 цьому випадку

0
)1

(
)1

(
2

3
=

+
−

∫Γ
+

z
z

dz
n

,

тобто 
0
=

n
c

 при 
…,

4
,3−

−
=

n
.

Я
кщ

о 
0

3
>

+
n

, тобто 
3−

>
n

, то застосувавш
и формулу для похідної

n
- го порядку від аналітичної функції∫

+
−

π
=

C
n

n
dz

z
z

z
f

i
n

z
f

1
0

0
)

(

)
(

)
(

2
!

)
(

,

одерж
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+
=

− +
π

=
=

+ +

Γ
+

∫
1

2
2 2

3 2
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(

1
!)

2
(

1
)1

(
)1

(
1

2 1

z
n n

n
n

z
dz d

n
dz

z z
i

c

4
1

4
2
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(

)1
(

)1
(

!)
3

(
)1

(
!)

2
(

1
+

=
+

+
−

=
+
+

−
+

=
n n

z
n

n
n

z
n

n
.

О
тж
е, для 

…,
2,

1,
0,

1
,2 −

−
=

n
 маємо 

4
2

)3
(

)1
(

+
+

−
=

n n

n
n

c
.
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П
ідставивш

и вирази (2) та (3) у формулу (1), маємо

=
+

+
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+
−

+
−

+
−

=
−
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+

)
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16
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4
2 1
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…
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z
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+

−
−

−
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=

3
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16 17
8 7

4 5
2 1

z
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z
.

Ц
ей розклад є рядом Тейлора функції 

)
(z

f
.

б) розкладання функції в кільці 
2

1
<

<
z

.

Д
ля розглядуваного кільця скористатись представленням функції 

)
(z

f

у вигляді (1) не мож
на, бо для функції 

2
1

1
z
+

 написаний в п.а) ряд (3) буде

збіж
ним в кільці, тому щ

о 
2
<

z
, але для функції 

z
−1 1

 при 
1
>

z
 написа-

ний в п.а) ряд (2) буде розбіж
ним.

Тому перетворимо 
)

(z
f

 таким чином:

z
z

z
z

z
z

f
1

1

1
1

2
1

1
2 1

1
1

2
1

)
(

−
+

+
=

−
+

+
=

.
(4)

Д
алі, застосовую

чи формулу (3.65), отримуємо

…
+

+
+

+
=

−
3

2
1

1
1

1
1

1

1
z

z
z

z

.
(5)

Ц
ей ряд збіж

ний при 
1

1
<

z
, тобто 

1
>

z
.

П
ідставивш

и вирази (3) та (5) у формулу (4), отримуємо
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−
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+
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=
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+
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.

в) розкладання функції при 
2
>

z
.
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+
−

−
−

+
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−
=

−
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(

2
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(
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1
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8 1
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1
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1
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−
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−
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−
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+

…
3

3
2

2
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(
2 4

)1
(

2 3
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(
1

16 1
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або

…+
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−
=

−
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)1
(
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(
64 5

)1
(

8 1
16 3

1
1

4 1
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(
1

4 1
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(
1

z
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z
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z
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. 

П
риклад 8. Знайти всі розклади в ряд Л

орана функції

2
1

2
)

(
2

−
+
+

=
z

z
z

z
f

 за степенями z, в залеж
ності від її особливих

точок.
 Ф
ункція 

)1
()

2
(

1
2

2
1

2
)

(
2

−
+
+

=
−

+
+

=
z

z
z

z
z

z
z

f
 має дві особливі точки:

2
1
−
=

z
 та 

1
2
=

z
, звідки маємо три “кільця” з центром у точці 

0
0
=

z
, в яких

функція буде аналітичною
:

а) круг 
1
<

z
;

б) кільце 
2

1
<

<
z

;

в) 
∞
+
<

<
z

2
 – зовніш

ність круга 
2
≤

z
.

Знайдемо ряд Л
орана для функції 

)
(z

f
 за степенями z

 у кож
ному

“кільці”.П
редставимо 

)
(z

f
 у вигляді суми найпростіш

их дробів:

1
1

2
1

)1
()

2
(

1
2

2
1

2
)

(
2

−
+

+
=

−
+
+

=
−

+
+

=
z

z
z

z
z

z
z

z
z

f
.

а) розкладання функції в крузі 
1
<

z
.

z
z

z
z

z
f

−
−

+
=

−
+

+
=

1
1

2
1

1
2 1

1
1

2
1

)
(

.
(1)

С
користаємось формулами (3.65) та (3.64):

1
,

1
1

1
3

2
<

+
+

+
+

=
−

z
z

z
z

z
…

,
(2)

2
,

2
2

2
1

2
1

1
3 3

2 2
<

+
−

+
−

=
+

z
z

z
z

z
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.
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!)
3

2(
)1

(
,!)

1
2(

)1
(

1

1
+
−

=
+
−

=
+

+
n

c
n

c
n

n

n

n
,

∞
+
=

+
+

=
+ +

=
=

∞
→

∞
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+
∞
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2(
)2

2(
lim

!)
1

2(
!)

3
2(

lim
lim

1
n

n
n n

c c
R

n
n

n n
n

.

О
тж
е, ряд збіж

ний в області 
∞
+
<

<
z

0
. 

П
риклад 10. Розкласти функцію
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(
1

)
(

−
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=
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z
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f
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ряд Лорана у вказаних кільцях:
а) 

3
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<
<

z
;    б) 

∞
+
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3
.

 а) 
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.
П
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2
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−
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=
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+
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О
тж

е,

3
2

,
3

3 1
2

)
(

1
0

1
<

<
 

 
−

−
=
∑

∑
∞=

∞=

−
z

z
z

z
f

n
n

n

n n
.

б) 
∞
+
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<
z

3
.

С
користаємось представленням функції 

)
(z

f
у вигляді (1).

3
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3
3

1
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3
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1
1

3
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3
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1
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+
+

+
+
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+
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+
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+
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Д
ля розглядуваної області 

2
>

z
 скористатись представленням функ-

ції 
)

(z
f

 у вигляді (4) не мож
на, бо ряд (5) для функції 

z 1
1

1−
 збігається, бо

він є збіж
ним для 

1
>

z
, а отж

е і для 
2
>

z
, але ряд (3) для функції 

2
1

1
z
+

при 
2
>

z
 розбігається.

Тому функцію
 

)
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f
 представимо у вигляді:

    

    

−
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+
=

−
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−
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+
=
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Д
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П
ідставивш

и вирази (7) та (5) у формулу (6), маємо
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А
налізую

чи результати п. а), б), в), бачимо, щ
о ряд Лорана для однієї

і тієї ж
 функції має різний вигляд для різних “кілець”. 

П
риклад 9. Розкласти функцію

 
2

sin
)

(
z

z
z

f
=

 в ряд Лорана

в околі точки 
0
=

z
.

 С
користаємось формулою

 (3.56) розкладу функції 
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,

!)
1

2( )1
(

1
!)

1
2( )1

(
!)

1
2( )1

(
1

sin

1

1
2

0

1
2

0

1
2

2
2

≠
+

−
+

=
+

−
=

+
−

=
∑

∑
∑

∞=

−
∞=

−
∞=

+
z

n
z

z
n

z
n

z
z

z
z

n

n
n

n

n
n

n

n
n

.

Знайдемо область збіж
ності отриманого ряду.
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П
риклад 12. Знайти порядок нуля 

0
0
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z
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z
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z
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)
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.
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 –
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0
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z
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0
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≠
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ϕ
. Звідси 

0
0
=

z
 є нулем п’ято-

го порядку для заданої функції 
)
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. 

П
риклад 13. В

изначити характер особливої точки 
0 z  для

заданих функцій.
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, тоді 
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z
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, звідси випливає, щ
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 необмеж
ено зростає, коли 
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за будь-яким законом, тобто 
∞
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→
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(
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0
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f
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.
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е, точка 

0
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 є полю
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ля функції 

2
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точка 
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=

 точка
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Н
улі та ізольовані особливі точки ф

ункцій
П
риклад 11. Знайти нулі функцій.
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z
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)
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z
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z
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.
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.

П
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ю
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1
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−
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, звід-
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Z
∈
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n
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,
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 – нулі заданої функції.
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Н
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.
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е означає, щ

о точка 
0
=z

 є нулем другого порядку.
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Ц
е означає, щ

о точка 
i

z
2−

=
 є нулем перш

ого порядку.
А
налогічно дослідж

ується, щ
о точка 

i
z

2
=

 – нуль перш
ого порядку. 
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z

z
z

f
−

=
.

П
еретворимо задану функцію

.

2 2

2
2

sin
2

cos
1

)
(

z

z

z
z

z
f

=
−

=
.

Точка 
0
=

z
 є усувною

 особливою
 точкою

 функції 
)

(z
f

, бо існує скін-

ченна границя 
2 1

2
sin

2
lim

2 2

0
=

→
z

z

z
.

в)
1 1

)
(

+
=

z
e

z
f

.
Розкладемо в ряд задану функцію

 за степенями 
1
+z

.

…
…

+
+

+
+

+
+

+
+

=
=

+
n

z

z
n

z
z

e
z

f
)1

(!
1

)1
(!

2
1

1
1

1
)

(
2

1 1

.

У
 розкладі присутня безліч членів з від'ємними степенями 

1
+z

, тому
точка 

1−
=

z
 є істотно особливою

 точкою
 для функції 

)
(z

f
.

г) 
9 1

)
(

z
e

z
f

−
=

.

Розкладемо в ряд задану функцію
 за степенями z

.

…
…

+
−

+
+

+
−

=
=
−

n
n

z

z
n

z
z

e
z

f
)

(! 1
)1

(
)

(!
2

1
1

1
)

(
9

2
9

9

19
.

Точка 
0
=

z
 є істотно особливою

 точкою
, бо у розкладі присутня без-

ліч членів з від'ємними степенями z
. 

П
риклад 15. В

изначити характер вказаних особливих то-
чок 

0 z заданих функцій.

а) 
π
=

π
−
+

=
0

,
cos

1
)

(
z

z
z

z
f

;    б) 
0

, )
1(

ln
)

(
0

2

3
=

+
=

z
z

z
z

f
;

в) 
0

,
sin

)
(

0

2
=

=
z

z
z

z
f

;
    г) 

π−
=

π
+

=
0

,
1

cos
)

(
z

z
z

f
;

д) 
e

z
e

z e
z

f
e

z
−
=

+
=

+

0
,

)
(

.

б) 
z

z
z

f
ch

2
2

1
)

(
2
−

+
=

.

Точка 
0

0
=

z
 – полю

с функції 
)

(z
f

, тому щ
о вона є нулем знаменни-

ка, а чисельник функції 
)

(z
f

 відмінний від нуля.

Розглянемо функцію
 

z
z

z
f

z
ch

2
2

)
( 1

)
(

2
−

+
=

=
ϕ

. Д
ля неї 

0
)0

(
=

ϕ
.

Знаходимо порядок нуля 
0

0
=

z
 цієї функції. М

аємо

0
2

2
)

(
0

0
=

−
=

ϕ ′
=

z
z

z
z

sh
,

0
2

2
)

(
0

0
=

−
=

ϕ
′′

=
z

z
z

ch
,

0
2

)
(

0
0
=

−
=

ϕ
′′′

=
z

z
z

sh
,

0
2

2
)

(
0

0
≠

−
=

−
=

ϕ
=

z
IV

z
z

ch
.

Таким чином, 
0

0
=

z
 – нуль четвертого порядку для 

)
(z
ϕ

.

О
тж
е, 

0
0 =

z
 – полю

с четвертого порядку для даної функції 
)

(z
f

. 

П
риклад 14. В

изначити характер особливих точок зада-
них функцій.

а)

2
1

cos

1
)

(
2

z
z

z
f

+
−

=
;

б)
2 cos

1
)

(
z

z
z

f
−

=
;

в)
1 1

)
(

+
=

z
e

z
f

;
г) 

9 1

)
(

z
e

z
f

−
=

.

 а)

2
1

cos

1
)

(
2

z
z

z
f

+
−

=
.

В
ведемо функцію

=
+

−
+

−
+

−
+

−
=

+
−

=
=

ϕ
2

1
!)

2(
)1

(
!4

!2
1

2
1

cos
)

( 1
)

(
2

2
4

2
2

z
n z

z
z

z
z

z
f

z
n

n
…

…

  
  

+
−

+
+

−
=

−
…

…
!)

2(
)1

(
!6

!4 1
4

2
2

4

n
z

z
z

n
n

.

Точка 
0
=

z
 – нуль четвертого порядку для функції 

)
(z
ϕ

, а звідси для
функції 

)
(z

f
 – полю

с четвертого порядку.
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д) 
e

z
e

z e
z

f
e

z
−
=

+
=

+

0
,

)
(

.

Розкладемо задану функцію
 в ряд за степенями 

e
z+

.

=  
  

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
=

+
=

+
…

…
! )

(
!3 )

(
!2 )

(
)

(
1

1
)

(
3

2

n e
z

e
z

e
z

e
z

e
z

e
z e

z
f

n
e

z

…
…

+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

=
−

! )
(

!3 )
(

!2
1

1
1

2

n e
z

e
z

e
z

e
z

n
.

Точка 
e

z
−
=

0
 – простий полю

с, бо у розкладі присутній один дода-
нок з від'ємним степенем 

e
z+

. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

Ч
ислові ряди

У
 задачах 3.125 – 3.130 дослідити на збіж

ність задані ряди.

3.125. ∑ ∞=

π

1
n

n in e
.

  3.126. ∑ ∞=1
3 sin

n
n in

n
.

3.127. ∑ ∞=1

2

2
5

cos
n

n in
.

3.128. ∑ ∞=1

2

n

n
in

n e
.

  3.129. ∑ ∞=

π

1
n

n in
e

.
3.130. ∑ ∞=

π
1

n
n

i n
tg

.

С
тепеневі ряди

У
 задачах 3.131 – 3.138 знайти радіуси збіж

ності заданих
степеневих рядів.

3.131. ∑ ∞=1
n

n
inz

e
.

3.132. ∑ ∞=

π

1
n

n
n i

z
e

.

3.133.∑ ∞=
 

 
−

1
1

n

n

i
z

.
3.134. ∑ ∞=

 
 1

n

n

in z
.

3.135. ∑ ∞=
⋅

1
n

n
z

n i
ch

.
3.136. ∑ ∞=0

n

n
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i
.

3.137. ∑ ∞=

π
1 sin

n

n
z

n i
.

3.138. ∑ ∞=
+

1
)

1(
sin

n
n

n

in
z

.

 а) 
π
=

π
−
+

=
0

,
cos

1
)

(
z

z
z

z
f

.

П
еретворимо задану функцію

 та використовуємо розклад функції
z

cos
 в ряд Тейлора.

=
π
−

  
  

+
π
−

−
+

−
π
−

+
π
−

−
−

=
π
−
π
−

−
=

z
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z
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f

n
n

…
…
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)
(
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(
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(
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(

1
1

)
cos(
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)

(

2
4

2

…
…

+
π
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−
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+
π
−

+
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−

−
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)
(
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(
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(
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(
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2

6
3

n z
z

z
z

n
n

.

Ц
ей розклад не містить головної частини. Тому точка 

π
=

0 z
 – усувна

особлива точка.

б) 
0

, )
1(

ln
)

(
0

2

3
=

+
=

z
z

z
z

f
.

=
+

−
+

+
−

+
−

=
+

=

−

2

3
1

4
3

3
3

2
3

3

2

3
)

(
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(
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(
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(
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)
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)
(

z
n

z
z

z
z

z

z
z
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f

n
n

…
…

…
…

+
−

+
−

+
−

=
−

−n
z

z
z

z
n

n
2

3
1

7
4

)1
(

3
2

.

Точка 
0

0
=

z
 – усувна особлива точка, бо в розкладі відсутня головна

частина.в) 
0

,
sin

)
(

0

2
=

=
z

z
z

z
f

.

П
еретворимо задану функцію

 та розкладемо її в ряд за степенями z
.

…
…

+
−

=  
  

+
−

+
−

=
−

=
!4 )

2(
!2 2

!4 )
2(

!2 )
2(

1
1

2 1
2

2
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1
)

(
3

4
2

z
z

z
z

z
z

z
z

f
.

Точка 
0

0
=

z
 – усувна особлива точка, бо в розкладі відсутня головна

частина.г) 
π−

=
π
+

=
0

,
1

cos
)

(
z

z
z

f
.

Розкладемо задану функцію
 в ряд за степенями 

π
+z

.

…+
π+

−
+

+
π+

−
π+

+
π+

−
=
π+

=
n

n

z
n

z
z

z
z

z
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2
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4
2

)
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(
)
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1
)

(!
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1
)
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2

1
1

1
cos

)
(

.

Точка 
π
−
=

0 z
 є істотно особливою

 точкою
, бо у розкладі присутня

безліч членів з від'ємними степенями 
π
+z

.
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3.156. ∑ ∞=
 

 1

1
n

n

n

z
i e

.
3.157. ∑ ∞=

+
1

)1
(

4
1

n
n

n
z

.

3.158. ∑ ∞=

−+
−
⋅

1
))

2(
(

2
n

n

ni
z

n
.

3.159. ∑ ∞=
+
+

1
)

2
(

1
3

n
n

n

i
z

.

3.160. ∑ ∞=

−

+ −
+

1

)
1

(
n

n

i
n

i
z

.

3.161. Розкласти в ряд Л
орана функцію

 
z

z
z

f
1

cos
)

(
2

=
 в

околі точки 
0

0 =
z

.

3.162. Розкласти в ряд Лорана функцію
 

2
3

3
2

)
(

2
+

−
−

=
z

z
z

z
f

в околі її особливих точок.
У

 задачах 3.163 – 3.164 задані функції розкласти в ряд
Лорана в околі точки 

0
0
=

z
 (за степенями z ).

3.163. а) 
z e

z
f

z
=)

(
;

3.164. а) 
2

sin
)

(
z

z
z

f
=

;

           б) 
3

)
(

z e
z

f
z

=
;

           б) 
z

z
z

f
2

sin
)

(
=

;

           в)
z

e
z

z
f

1
3

)
(
=

.           в) 
2 cos

1
)

(
z

z
z

f
−

=
.

У
 задачах 3.165 – 3.170 розкласти задані функції в ряд

Лорана у вказаних кільцях.

3.165. 
z

z
z

f
+

=
2 1

)
(

;
          а) 

1
0

<
<

z
; б) 

∞
+
<

<
z

1
.

3.166. 
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2

(
1

)
(
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+

=
z

z
z

f
; а) 

4
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<
<

z
; б) 

∞
+
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<
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4
.

3.167. 
2

3
3

2
)

(
2

+
+
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=
z

z
z

z
f

;
  

2
1

<
<

z
.

3.168. 
2

3
3

)
(

2 2

+
−
+

−
=

z
z

z
z

z
f

;

а) 
1

0
<

<
z

;  б) 
2

1
<

<
z

;  в) 
∞
+
<

<
z

2
.

Ряди Т
ейлора та Л

орана

У
 задачах 3.139 – 3.146 задані функції розкласти в ряд Тей-

лора, використовую
чи відомі розклади та знайти радіуси збіж

-
ності знайдених рядів.

3.139. 
3

2
)

(
2

−
−

=
z

z
z

z
f

 за степенями z .

3.140. 
z

z
f

2
3

1
)

(
−

=
 за степенями 

3
−z

.

3.141. 
)1

2(
sin

)
(

+
=

z
z

f
 за степенями 

1+
z

.
3.142. 

z
e

z
f
=)

(
 за степенями 

1
2
−z

.

3.143. 
1

3
1

)
(

+
=

z
z

f
 за степенями 

2
+z

.

3.144. 
2

cos
)

(
2 iz

z
f
=

 за степенями z.

3.145. 
2

)
(

z
z

f
2

sh
=

 за степенями z.

3.146. 
)

2(
ln

)
(

z
z

f
−

=
 за степенями z.

У
 задачах 3.147 – 3.151 знайти декілька перш

их членів
розкладу в ряд за степенями z  заданих функцій. Знайти радіуси
збіж

ності знайдених рядів.

3.147. 
z

e
z

f
+

=
1

1
)

(
.

3.148. 
5

1
)

(
+

=
−z

e
z

f
.

3.149. 
)

1(
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)
(

z
e

z
f

−
+

=
.

3.150. 
z

z
f

cos
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)
(
=

.
3.151. 

)
cos

1(
ln

)
(

z
z

f
+

=
.

У
 задачах 3.152 – 3.160 знайти області збіж

ності заданих
рядів.3.152. ∑ ∞=

+
1

)
( sin

n
n

i
z

in
.

3.153. ∑ ∞=
−

1
)

1(
1

n
n
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i

.

3.154. ∑ ∞=

+
1

)2
2

(
n

n

n

z i
.

3.155. ∑ ∞=

−

1 cos
n

nin
z

.
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3.178. а) 
1

sin
)

(
−

+
=

−
z

e
z

z
f

z
;    б) 

z
z

z
z

f
sh

sh−
=)

(
.

3.179. а) 
z

z
f

sin
1

1
)

(
−

=
;

    б) 
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f

1
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)
(
=

.

3.180. а) 
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4
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z
z

z
z

f
+

+
=

; б) 
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1
1

)
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z
e

z
f

z
+

−
=

−
.

У
 задачах 3.181 – 3.187 визначити характер вказаних особли-

вих точок заданих функцій.

3.181. а) 
0

,
1

)
(

0
=

−
=

−
z

z e
z

f
z

;

           б) 
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(
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=
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=
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f
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.
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2
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+
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+
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=
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.
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)
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0
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=
=

z
z
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.

3.184. 
1
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)
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=
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z z
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f
sh

.
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+
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.

3.186. 
0

,
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)
(
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.

3.187. 
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.

§6. Лиш
ки ф

ункцій т
а їх заст

осування

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття та ф

орм
ули для обчислення лиш

ків
Н
ехай точка 

0 z  – ізольована особлива точка функції 
)

(z
f

. Л
иш
ком

функції 
)

(z
f

 в точці 
0 z  називається число, щ

о позначається 
)

(
0 z

f
res

 і яке
визначається рівністю

3.169. 
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.

3.170. а) 
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+
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<

i
z

;

           б) 
2

2
)4

(
1

)
(

−
=

z
z

f
;

∞
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.

3.171. Знайти всі розклади в ряд Л
орана заданої функції

)
(z

f
 за степенями 

0 z
z−

, в залеж
ності від її особливих точок.
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=

z
z

z
z

f
;

б) 
1

,
2

3
1

)
(

0
2

=
+

−
+

=
z

z
z

z
z

f
.

Н
улі та ізольовані особливі точки ф

ункцій

У
 задачах 3.172 – 3.175 знайти нулі функцій та визначити

їх порядок.
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sin
2

)
(
=

.

3.174. а)
z

z
f

ch
+

=
1

)
(

;
б) 

z
z

z
f

2)
1(

)
(

sh
−

=
.

3.175. а)
)

1(
)

(
)

(
2

2
z

e
z

z
f

−
+

π
+

=
;  б) 

iz
z

z
f

ch
+

=
cos

)
(

.
3.176. Знайти порядок нуля 

0
0 =

z
 для заданих функцій.

а) 
2

2

6

2
sin

2

)
(

 
 
−

 
 
=

z
z

z
z

f
;

б) 
z

z
e

e
z

f
tg

−
=

sin
)

(
.

У
 задачах 3.177 – 3.180 визначити характер особливої точ-

ки 
0

0
=

z
 для заданих функцій.

3.177. а) 
z

z
z

f
sin
1

)
(

−
=

;
б) 

1
1

)
(

−
+

=
−

z
e

z
f

z
.
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Теорема використовується для обчислення інтегралів за допомогою
лиш

ків.Застосування лиш
ків до обчислення визначених та невласних

інтегралів
1. Інт

еграли вигляду

∫ π20

)
sin

,
(cos

dx
x

x
R

,
(3.84)

де R
 – раціональна функція від 

x
cos

 та 
x

sin
, скінченна всередині проміж

-
ку інтегрування.

П
окладемо 

z
e

xi
=

, тоді  
zi dz

dx
=

  і  
zi

z
x

z
z

x
2

1
sin

,
2

1
cos

2
2

−
=

+
=

.

О
чевидно, щ

о в цьому випадку 
1
=

z
, бо 

π
≤

≤
2

0
x

.
Тоді інтеграл (3.84) приймає вигляд

∫C

dz
z

F
)

(
,

де C
 – коло одиничного радіуса з центром у початку координат.
Згідно з теоремою

 Кош
і про лиш

ки
σ

π
=

∫
i

dz
z

FC
2

)
(

,
(3.85)

де σ
 – сума лиш

ків функції 
)

(z
F

 відносно полю
сів, щ

о містяться всередині
кола C

.2. Інт
еграли вигляду

∫ ∞
+

∞
−

dx
x

f
)

(
,

(3.86)

де 
)

(
,)

(
,

)
(

)
(

)
(

x
Q

x
P

x
Q

x
P

x
f

n
m

n m
=

 – многочлени степенів m
 та n

 відповідно.

Я
кщ

о функція 
)

(x
f

 неперервна на всій дійсній осі (
0

)
(
≠

x
Q

n
) і 

2
+

≥
m

n
,

тобто степінь знаменника хоча б на дві одиниці більш
е степеня чисельника, то

σ
π

=
∫ ∞
+

∞
−

i
dx

x
f

2
)

(
,

(3.87)

де σ
 – сума лиш

ків функції 
)

(
)

(
)

(
z

Q
z

P
z

f
n m

=
 у всіх полю

сах, щ
о розташ

овані у

верхній півплощ
ині.

∫γ
π

=
dz

z
f

i
z

f
)

(
2 1

)
(

0
res

,
(3.76)

де за контур γ
 мож

на взяти коло з центром у точці 
0 z  достатньо малого

радіуса і такого, щ
об коло не виходило за меж

і області аналітичності функ-
ції 

)
(z

f
 і не містило всередині інш

их особливих точок функції 
)

(z
f

.

Д
опускаю

ться також
 інш

і позначення лиш
ку: 

[
]0

;)
(

z
z

f
res

,
)

(
0

z
f

z
z= res

.

Л
иш
ок функції дорівню

є коефіцієнту 
1−

c
 при 

1
0 )

(
−

−
z

z
 в лорановім

розкладі функції 
)

(z
f

 в околі точки 
0 z

z
=

:1
0 )

(
−

=
c

z
f

res
.

(3.77)

Я
кщ

о 
0 z  – усувна особлива т

очка функції 
)

(z
f

, то

0
)

(
0
=

z
f

res
.

(3.78)

Я
кщ

о точка 
0 z  – полю

с n
- го порядку функції 

)
(z

f
, то

)
)

()
(

(
lim

!)
1

(
1

)
(

0
1 1

0
0

n
n n

z
z

z
z

z
f

dz d
n

z
f

−
−

=
− −

→
res

.
(3.79)

Я
кщ

о полю
с прост

ий (
1
=

n
), то

))
()

(
(

lim
)

(
0

0
0

z
z

z
f

z
f

z
z

−
=
→

res
.

(3.80)

Я
кщ

о функція 
)

(z
f

 в околі точки 
0 z  мож

е бути подана як частка

двох аналітичних функцій 
)

(
)

(
)

(
z z

z
f

ψ ϕ
=

, причому 
0

)
(

,0
)

(
0

0
=

ψ
≠

ϕ
z

z
, а

0
)

(
0
≠

ψ
′z

, тобто 
0 z  – прост

ий полю
с, то

)
(

)
(

)
(

0 0
0

z z
z

f
ψ
′ ϕ

=
res

.
(3.81)

Я
кщ

о точка 
0 z  – іст

от
но особлива т

очка функції 
)

(z
f

, то лиш
ок

обчислю
ється за формулою

 (3.77), тобто
1

0 )
(

−
=

c
z

f
res

.
(3.82)

О
сновна теорем

а про лиш
ки

Теорема Кош
і. Якщ

о функція 
(

)
f

z
 аналітична на межі C

 області D
 і

всю
ди всередині області, за винятком скінченного числа особливих точок

n z
z

z
,

,
,

2
1

…
, то

∑
∫

=
π

=
nk

k
C

z
f

i
dz

z
f

1
)

(
2

)
(

res
.

(3.83)
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5. Чому дорівню
є лиш

ок функції в n
-кратному полю

сі?
6. С

формулю
йте теорему Кош

і про лиш
ки. Я

к вона засто-
совується для обчислення інтегралів?

7. Д
ля обчислення яких типів визначених інтегралів засто-

совую
ться лиш

ки?
8. Д

ля обчислення яких типів невласних інтегралів засто-
совую

ться лиш
ки?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

О
бчислення лиш

ків
П
риклад 1. Знайти лиш

ки функцій в їх особливих точках.

а) 
2

3

2

4

sin
)

(
z

z

z
z

f
π
−

=
;

б) 
)3

)(
1

(
)

(
2

−
+

=
z

z
z

z
f

ch
.

 а) 
2

3

2

4

sin
)

(
z

z

z
z

f
π
−

=
.

О
собливими точками функції 

 
 

π
−

=
π
−

=

4

sin

4

sin
)

(
2

2

2
3

2

z
z

z

z
z

z
z

f
 є точки

0
=

z
 і 

4 π
=

z
.

В
изначимо характер особливих точок.

У
 точці 

0
=

z
 маємо

π
−
=

π
−

=
 

 
π
−

=
→

→
→

→

4

4

1
lim

sin
lim

4

sin
lim

)
(

lim
0

2

2

0
2

2

0
0

z
z z

z
z

z
z

f
z

z
z

z
.

Звідси точка 
0
=

z
 – усувна особлива точка функції 

)
(z

f
. Тому

0
)0

(
=

f
res

.
У

 точці 
4 π
=

z
 маємо 

∞
=

π
→

)
(

lim
4

z
f

z
, тобто точка 

4 π
=

z
 – полю

с пер-

ш
ого порядку функції 

)
(z

f
. Згідно з формулою

 (3.80) обчислення лиш
ку

для простого полю
са

3. Інт
еграли вигляду

∫ ∞
+

∞
−

dx
x

f
)

(
,

(3.88)

коли
0

,)
(

)
(

>
α

=
α

z
F

e
z

f
z

i
,

(3.89)

функція 
)

(z
F

 аналітична на дійсній осі, у верхній півплощ
ині має скінчен-

не число особливих точок 
n z

z
z

,
,

,
2

1
…

 і 
0

)
(

lim
=

∞
→

z
F

z
.

У
 цьому випадку справедлива формула

∑
∫

=

∞
+

∞
−

π
=

nk
k z

f
i

dx
x

f
1

)
(

2
)

(
res

.
(3.90)

П
еретворимо функцію

 
)

(z
f

.

 
z

z
Fi

z
z

F
z

F
z

i
z

z
F

e
z

f
z

i
α

+
α

=
α

+
α

=
=

α
sin

)
(

cos
)

(
)

(
)

sin
(cos

)
(

)
(

.
(3.91)

Тоді

∫
∫

∫
∫

∞
+∞−

∞
+∞−

∞
+∞−

∞
+∞−

α
+

α
=

α
+

α
=

dx
x

x
F

i
dx

x
x

F
dx

x
x

Fi
x

x
F

dx
x

f
sin

)
(

cos
)

(
)

sin
)

(
cos

)
(

(
)

(
.

В
раховую

чи формулу (3.90), маємо

∑
∫

∫
=

∞
+

∞
−

∞
+

∞
−

π
=

α
+

α
nk

k z
f

i
dx

x
x

F
i

dx
x

x
F

1
)

(
2

sin
)

(
cos

)
(

res
.

(3.92)

П
рирівню

ю
чи дійсні та уявні частини виразів, щ

о стоять зліва та справа
у формулі (3.92), отримуємо значення інтегралів, щ

о містяться зліва в цій
формулі.

О
тж
е, в розглядуваному випадку приходимо до обчислення інт

егра-
лів вигляду

∫
∫

∞
+

∞
−

∞
+

∞
−

α
α

dx
x

x
F

dx
x

x
F

sin
)

(
,

cos
)

(
.

(3.93)

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Щ
о називається лиш

ком функції?
2. Чому дорівню

є лиш
ок в усувній особливій точці?

3. Я
к обчислити лиш

ок у полю
сі?

4. Я
к обчислити лиш

ок в істотно особливій точці?
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Таким чином, 
20

1
cos

)
3

1(
20

)
3

1(
1

cos
)

( )
(

)
(

i
i

i i
i

f
+

−
=

+
⋅

−
=

ψ
′ ϕ

=
res

.

Точка 
3
=

z
.

)
(

)
(

3
)

(
2

z z
z

i
z

z

z
f

ψ ϕ
=

− +
=

ch

, тоді 
10 3

1
9

3
)3

(
ch

ch
=

+
=

ϕ
0
≠

.

0
1

)3
(

,0
)3

(
≠

=
ψ
′

=
ψ

.

О
тж
е, точка 

3
=

z
 – простий полю

с.

Таким чином, 
10

)
( )
(

)
(

3
ch

res
=

ψ
′ ϕ

=
i i

i
f

. 

П
риклад 2. Знайти лиш

ки в особливих точках заданих
функції.

а) 
)1

(
)

(
3
−

=
z

z
e

z
f

z
;

б) 
N
∈

−
=

n
z z

z
f

n

n
,

)1
(

)
(

2
.

 а) 
)1

(
)

(
3
−

=
z

z
e

z
f

z
.

О
собливими точками заданої функції є 

1
=

z
 – простий полю

с, 
0
=

z
 –

полю
с третього порядку.
П
ри 

1
=

z
 для обчислення лиш

ку скористаємось формулою
 (3.80)

))
()

(
(

lim
)

(
0

0
0

z
z

z
f

z
f

z
z

−
=
→

res
.

О
тж

е,

e
z

z
z

e
f

z

z
=

− −
=
→

)1
(

)1
(

lim
)1

(
3

1
res

.

П
ри 

0
=

z
 для обчислення лиш

ку скористаємось формулою
 (3.79)

)
)

()
(

(
lim

!)
1

(
1

)
(

0
1 1

0
0

n
n n

z
z

z
z

z
f

dz d
n

z
f

−
−

=
− −

→
res

,

поклавш
и 

3
=

n
.

О
тж

е,

=  
  
−

=  
  

−
=

→
→

1
lim

2 1
)1

(
lim

!2 1
)0

(
2 2

0
3

3

2 2

0
z e

dz d
z

z
z

e
dz d

f
z

z

z

z
res

))
()

(
(

lim
)

(
0

0
0

z
z

z
f

z
f

z
z

−
=
→

res
,

маємо

=
=
 

 
π
−

 
 

π
−

= 
 

π
−

=
 

  π
π

→
π

→
π

→
2

2

4
2

2

4
4

sin
lim

4
4

sin
lim

4
)

(
lim

4
z z

z
z

z

z
z

z
f

f
z

z
z

res16
sin

16
2

2
π

π
=

.

б) 
)3

)(
1

(
)

(
2

−
+

=
z

z
z

z
f

ch
.

О
собливі точки заданої функції 

3
,

,
=

−
=

=
z

i
z

i
z

.
Д
алі доведемо, щ

о це прості полю
си і для обчислення лиш

ків скори-
стаємось формулою

 (3.81)

)
(

)
(

)
(

0 0
0

z z
z

f
ψ
′ ϕ

=
res

.

Точка 
i

z
=

.

)
(

)
(

)3
)(

(
)

(
z z

i
z

z
i

z
z

z
f

ψ ϕ
=

−
−

+
=

ch

, тоді

0
20

)
3

1
(

1
cos

10
2

)3
(

1
cos

)3
(

2
)

(
≠

+
−
⋅

=
⋅
+

⋅
=

−
=

ϕ
i

i
i

i
i

i
i

ch
.

0
1

)
(

,0
)

(
≠

=
ψ
′

=
ψ

i
i

.
О
тж
е, точка 

i
z
=

 – простий полю
с.

Таким чином, 
20

1
cos

)
3

1(
20

)
3

1
(

1
cos

)
( )
(

)
(

i
i

i i
i

f
−

−
=

+
−
⋅

=
ψ
′ ϕ

=
res

.

Точка 
i

z
−
=

.

)
(

)
(

)3
)(

(
)

(
z z

i
z

z
i

z
z

z
f

ψ ϕ
=

+
−

−
=

ch

, тоді

0
20

)
3

1(
1

cos
10

2
)

3(
1

cos
)3

(
2

)
(

)
(

≠
+

⋅
−
=

⋅
−

⋅
−
=

−
−

−
−

=
−
ϕ

i
i

i
i

i
i

i
ch

.

0
1

)
(

,0
)

(
≠

=
−

ψ
′

=
−

ψ
i

i
.

О
тж
е, точка 

i
z
−
=

 – простий полю
с.
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О
тж
е, 

0
=

z
 – істотно особлива точка, бо головна частина ряду має

безліч членів.

О
тж
е, 

1
0 )

(
−

=
c

z
f

res
, тобто 

24 1
!4 1

)0
(

=
=

f
res

.

б) 
2

2
1

)
(

z
z

e
z

f
+

=
.

О
соблива точка заданої функції 

0
=

z
.

Н
ехай 

2
2

1z
z

u
+

=
, тоді

…
…

+
+

+
+

+
+

=
!

!3
!2

1
3

2

n u
u

u
u

e
n

u

або

…
…

+
 

 
+

+
+

 
 
+

+
 

 
+

+
+

+
=

+

! 1

!3 1

!2 1
1

1
2

2
3

2
2

2

2
2

2
2

12
2

n z
z

z
z

z
z

z
z

e

n

z
z

.

О
скільки в доданках присутні тільки парні степені 

2
z

 і 
2 1z

, то в роз-

кладі не буде 
1−

z
, а членів з від’ємними степенями z

 нескінченна множ
ина.

О
тж
е, 

0
=

z
 – істотна особлива точка і тоді

0
)0

(
1
=

=
−

c
f

res
. 

Застосування теорем
и К

ош
і про лиш

ки
до обчислення інтегралів

П
риклад 4. О

бчислити інтеграли.

а) 
∫=

+ −
=

4
2

1

z

z
dz

z
z e

I
;

б) 
∫=

− π
=

3
2

sin

z

dz
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1
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П
риклад 3. Знайти лиш

ки в особливих точках заданих
функції.
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О
соблива точка заданої функції 

0
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в) 
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z
z

e
I

i
z

z

∫
=

−
+

+
=

1
2

4
1

2
.

 а) 
∫=

π
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z
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.

В
 області 

1
<

z
 функція 

z
z

z
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π
=
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)

(
 аналітична всю

ди, крім точок

2 1
=

z
 і 

2 1
−
=

z
. Ц

і точки – прості полю
си. В

сі інш
і особливі точки містять-

ся поза цією
 областю
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=
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=
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2
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k
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.
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π
−
=

π
π
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−
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=
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О
собливими точками підінтегральної функції в крузі 

2
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z
 є точки
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z
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с.
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О
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→
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За теоремою
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і

0
0

2
sin

3
2

=
⋅

π
=

− π
=
∫=

i
dz

z
z

z
I

z

. 

П
риклад 5. О

бчислити інтеграли.
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О
собливою

 точкою
 підінтегральної функції в крузі 

1
<

z
 є точка 

0
=

z
.

Розкладемо підінтегральну функцію
 в околі точки 

0
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z
 в ряд Лорана.=  
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…
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+
−
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−
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О
скільки в розкладі безліч членів з від’ємним степенем z

, то точка
0
=

z
 – істотно особлива точка. В

 наведеному розкладі функції в ряд Лорана
коефіцієнт 

0
1
=

−
c

 і тому 
0

)0
(

1
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c
f
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.

О
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Д
ля підінтегральної функції 

z
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z
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f
z
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=
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 точкою

 є точка 
0
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z
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орана безліч членів з від’ємними степенями z
.

У
 розкладі функції 
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sin

z
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z
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є
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e
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ункції 
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z
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z
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Застосування лиш
ків до обчислення

визначених інтегралів
П
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бчислити інтеграли.
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П
ідставивш

и отриманий результат у формулу (1), маємо
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Застосування лиш
ків до обчислення

невласних інтегралів

П
риклад 8. О

бчислити невласні інтеграли.
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3.214. 
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(
)
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>
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У
 задачах 3.220 – 3.225 обчислити задані невласні інтеграли.
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У
 задачах 3.199 – 3.213 обчислити задані інтеграли, вико-

ристовую
чи теорему Кош

і про лиш
ки.
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У
 задачах 3.226 – 3.232 обчислити задані невласні інтеграли.
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§1. П
ерет

ворення Л
апласа

І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

О
сновні поняття. Ф

ункцією
-оригіналом або оригіналом називається

комплексна функція дійсної змінної 
)

(
)

(
)

(
t

vi
t

u
t

f
+

=
, яка задовольняє такі

умови:1) функція 
)

(t
f

 неперервна або кусково-неперервна, тобто функція
)

(t
f

 інтегровна на будь-якому скінченному проміж
ку;

2) 
0

)
(

=
t

f
 при 

0
<t

;

3) існую
ть такі сталі 

0
,0

≥
>

s
M

, щ
о для всіх t  виконується нерів-

ність 
t

s
M

e
t

f
0

)
(

<
 (величина 

s
s

inf
0

=
 називається показником росту функ-

ції 
)

(t
f

).

Зображ
енням функції-оригіналу 

)
(t

f
 називається функція 

)
(p

F
 комп-

лексної змінної 
σ

+
=

i
s

p
, яка визначається рівністю

∫ ∞
+

−
=

0

)
(

)
(

dt
e

t
f

p
F

pt
.

(4.1)

Інтеграл, щ
о стоїть справа у формулі (4.1), називається інт

егралом
Л
апласа. Ц

ей інтеграл залеж
ить від параметра p

. Ф
ункцію

 
)

(p
F

 назива-
ю
ть також

 L
-зображ

енням або лапласовим зображ
енням функції 

)
(t

f
.

Той факт, щ
о 

)
(p

F
 є зображ

енням 
)

(t
f

 символічно записується так:

)
(p

F
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(
,)

(
t

f
t

f
)}

(
{

)
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,)
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t
f

L
p

F
p
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.

П
ерет

воренням Л
апласа функції 

)
(t

f
 називається перетворення, щ

о
ставить у відповідність функції дійсної змінної 

)
(t

f
 функцію

 комплексної
змінної 

)
(p

F
 за формулою

 (4.1).

Теорема. Я
кщ

о 
)

(t
f

 – функція-оригінал з показником росту 
0 s , то

функція 
)

(p
F

 визначена у півплощ
ині 

0 s
s

p
>

=
R

e
 і є аналіт

ичною
 в цій

півплощ
ині.

Н
айпростіш

ою
 функцією

-оригіналом є одинична ф
ункція Хевісайда

  
< ≥

=
η

.0
,0

,0
,1

)
(

t t
t
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(
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Знаходж
ення зображ

ення за заданим
 оригіналом

Ц
ей процес виконується з використанням властивостей перетворен-

ня Л
апласа та таблиці основних зображ

ень.

Знаходж
ення оригіналу за заданим

 зображ
енням

У
 багатьох випадках задане зображ

ення мож
на перетворити до тако-

го вигляду, коли оригінал легко визначається безпосередньо з використан-
ням властивостей перетворення Л

апласа та таблиці зображ
ень. Н

аведемо
деякі прийоми знаходж

ення оригіналу за заданим зображ
енням.

1. Знаходж
ення оригіналу 
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=
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9. Н
аведіть теорему зміщ

ення та знайдіть зображення функ-
цій 

t
e

t
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t
t

β
β

α−
α−

ch
,

sin
.

10. С
формулю

йте теорему про диференцію
вання оригіна-

лу; про диференцію
вання зображ

ення.
11. С

формулю
йте теорему про інтегрування оригіналу; про

інтегрування зображ
ення.

12. Д
айте означення згортки функцій.

13. Я
к читається теорема множ

ення?
14. Н

аведіть таблицю
 зображ

ень основних функцій.
15. Я

к знаходиться зображ
ення за заданим оригіналом?

16. Я
к знаходиться оригінал за його зображ

енням?
17. Н

аведіть метод знаходж
ення оригіналу, якщ

о зображ
ен-

ням є правильний раціональний дріб.
18. Я

ка теорема використовується для знаходж
ення оригі-

налу для зображ
ення вигляду 

)
(

)
(

2
1

p
F

p
F

⋅
?

19. Я
ка теорема використовується для знаходж

ення оригі-
налу для зображ

ення вигляду 
)

(
,0

,
)

(
)

(
p

R
e

p
R

p
F

p
>

τ
=

τ
−

 –
правильний раціональний дріб?

20. Я
к читається друга теорема розкладання і як вона засто-

совується для знаходж
ення оригіналу 

)
(t

f
 для заданого зобра-

ж
ення 

)
(p

F
?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

У
 цьому пункті розглянуто 13 прикладів розв’язання за-

дач, які за своєю
 тематикою

 розподілились так:
1. Знаходж

ення зображ
ень функцій за їх оригіналами:

приклади 1 – 9.
2. Знаходж

ення оригіналів функцій за їх зображ
енням:

приклади 10 – 13.
Знаходж

ення зображ
ень ф

ункцій за їх оригіналам
и

П
риклад 1. Д

овести, щ
о задані функції є оригіналами та

знайти їх зображ
ення.

Знаходимо оригінал 
)

(t
r

 за його зображ
енням 

)
(p

R
.

Д
алі використовуємо т

еорему запізню
вання, згідно з якою

 ш
уканий

оригінал 
)

(t
f

 визначається формулою

)
(

)
(

)
(

τ
−

τ
−

η
=

t
r

t
t

f
.

4. Знаходж
ення оригіналу 

)
(t

f
 за його зображ

енням 
)

(p
F

 за допо-
могою

 другої т
еореми розкладання, яка читається так: якщ

о зображ
ення

)
(p

F
 є однозначною

 функцією
 і має лиш

е скінченне число особливих точок
n

p
p

p
,

,
,

2
1

…
, які містяться в скінченній частині площ

ини, то

∑=
=

nk
k

tp
p

e
p

F
t

f
1

]
,

)
(

[
)

(
res

.

Якщ
о 

)
(

)
(

)
(

p
Q

p
P

p
F

n m
=

, де 
)

(
,)

(
p

Q
p

P
n

m
 – многочлени степенів m

 та n
,

причому 
n

m
<

, то у випадку, коли всі особливі точки 
n

p
p

p
,

,
,

2
1

…
 функції

)
(p

F
 прості полю

си, маємо:

t
p

k
n

k
m

k
tp

k
e

p
Q

p
P

p
e

p
F

)
(

)
(

]
,

)
(

[
′

=
res

.

Тоді

∑=
′

=
nk

t
p

k
n

k
m

k
e

p
Q

p
P

t
f

1
)

(
)

(
)

(
.

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Д
айте означення функції-оригіналу.

2. Щ
о називається зображ

енням функції-оригіналу?
3. Д

айте означення перетворення Л
апласа.

4. Яка функція називається одиничною
; щ

о є її зображ
енням?

5. Н
аведіть зображ

ення функції 
t

e
α

.
6. Сформулю

йте властивість лінійності перетворення Л
ап-

ласа і, використовую
чи її, знайдіть зображ

ення функцій 
t

t
ch

,
sin

.
7. С

формулю
йте теорему подібності і, використовую

чи її,
знайдіть зображ

ення функцій 
at

at
at

at
2

ch
ch

,
sin

,
,

sin
2

.
8. С

формулю
йте теорему запізню

вання і, використовую
чи

її, знайдіть зображ
ення функцій 

)
(

,)
sin(

0
0

ϕ
−

ω
ϕ

−
ω

t
t

ch
.
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 У
 п. а), б) представляємо кож

ну з заданих функцій у вигляді ліній-
ної комбінації експоненціальних функцій, зображ

ення яких відомі.
У

 п. в) використовуємо зображ
ення, отримані у п. а), б). Д

алі, викорис-
товую

чи властивість лінійності, отримуємо ш
укане зображ

ення.
а) 

t
t

f
sin

)
(

=
.

)
(

2 1
sin

ti
ti

e
e

i
t

−
−

=
1

1
1

1
2 1

2
+

= 
 

+
−

−
p

i
p

i
p

i
.

О
тж
е, 

t
sin

1
12
+

p
.

б) 
t

t
f

ch
=)

(
.

)
(

2 1
t

t
e

e
t

−
+

=
ch

1
1

1
1

1
2 1

2
−

= 
 

+
−

−
p

p
p

p
.

О
тж
е, 

t
ch

1
2

−
p

p
.

в) 
)

cos
2 1

)
(

t
t

t
f

+
=

(ch
.

)
cost

t+
(ch

2 1
1

1
1

2 1
4

3

2
2

−
=  

  
+

+
−

p p
p

p
p

p
.

О
тж
е, 

)
cost

t+
(ch

2 1
1

4

3−
p p

. 

П
риклад 3. Застосовую

чи теорему подібності, знайти зо-
браж

ення заданих функцій.
а) 

t
t

f
α

=
sin

)
(

;
б) 

t
t

f
α

=
ch

)
(

;
в) 

t
t

t
f

α
−

α
=

sh
sin

)
(

;
г) 

t
t

t
f

α
+

α
=

ch
cos

)
(

;

д) 
t

t
f

α
=

2
cos

)
(

;
е) 

t
t

f
α

=
2

ch
)

(
.

 У
 цьому прикладі використовується теорема подібності, згідно з якою

)
(

t
f

α
 

 α
α

p
F

1
,

(1)

за умови, щ
о 

)
(t

f
)

(p
F

.

а) 
t

t
f

α
=

sin
)

(
.

В
рахуємо, щ

о 
t

sin
1

12
+

p
. Тоді за формулою

 (1) маємо

а) 
  

< ≥
=

η
,0

,0
,0

,1
)

(
t t

t
б) 

t
e

t
t

f
α

η
=

)
(

)
(

.

 Д
ля заданих функцій умови 1) – 3), які накладаю

ться на функції-
оригінали, виконані, щ

о перевіряється безпосередньо. Зокрема, для перш
ої

функції показник росту 
0

0
=

s
, бо функція обмеж

ена; для другої функції –
α

=
0 s

.Д
ля знаходж

ення зображень цих функцій користуватимемось формулою

∫ ∞
+

−
=

0

)
(

)
(

dt
e

t
f

p
F

pt
.

а) 
  

< ≥
=

η
.0

,0
,0

,1
)

(
t t

t

Знаходимо зображ
ення 

)
(p

F
.

p
e

p
dt

e
t

p
F

tp
pt

1
1

)
(

)
(

0
0

=
−

=
η

=
∞

+
−

∞
+

−
∫

,

бо з рівності 
p

t
tp

tp
e

e
e

R
e

R
e

−
−

−
=

=
)

(
 випливає, щ

о 
0

lim
=

−
∞

+
→

tp
t

e
 при

0
=

>
s

p
R

e
.

О
тж
е, 

)
(t

η
p 1

, або 1 
p 1

.

б) 
t

e
t

t
f

α
η

=
)

(
)

(
.

Знаходимо зображ
ення 

)
(p

F
.

α
−

=
−

α
−

=
−

α
=

=
=

∞
+

−
α

∞
+

−
α

∞
+

−
α

∫
∫

p
p

p
e

dt
e

dt
e

e
p

F
t

p
t

p
pt

t
1

1
)

(
0

)
(

0

)
(

0

,

бо з рівності 
)

(
)

(
α

−
−

−
α

=
R

e
R

e
p

t
t

p
e

e
 випливає, щ

о 
0

lim
)

(
=

−
α

∞
+

→

t
p

t
e

 при

α
=

>
s

p
R

e
.

О
тж
е, 

t
e

t
α

η
)

(
α

−
p

1
, або 

t
e

α

α
−

p
1

.

П
риклад 2. Застосовую

чи властивість лінійності, знайти
зображ

ення заданих функцій.

а) 
t

t
f

sin
)

(
=

;    б) 
t

t
f

ch
=)

(
;    в) 

)
cos

2 1
)

(
t

t
t

f
+

=
(ch

.
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О
тж
е, 

tα
2

cos
)

4
(

2
2

2

2
2

α
+

α
+

p
p

p
.

е) 
t

t
f

α
=

2
ch

)
(

.
В
рахуємо, щ

о 
t

i
t

α
=

α
cos

ch
, і скористаємось результатом п.д).

t
i

t
α

=
α

2
2

cos
ch

)
4

(
2

)
4

(
2

2
2

2
2

2
2

2

2
2

2

α
−

α
−

=
α

+
α

+
p

p
p

i
p

p
i

p
.

О
тж
е, 

tα
2

ch
)

4
(

2
2

2

2
2

α
−

α
−

p
p

p
. 

П
риклад 4. Знайти зображ

ення заданих функцій.
а) 

t
t

t
f

β
α

=
cos

cos
)

(
;

б) 
t

t
t

f
β

α
=

cos
sin

)
(

;
в) 

t
t

t
f

β
α

=
ch

ch
)

(
;

г) 
t

t
t

f
β

α
=

ch
cos

)
(

.
 У

 цьому прикладі використовую
ться представлення добутку триго-

нометричних та гіперболічних функцій у вигляді суми вказаних функцій і
використовую

ться відомі зображ
ення для тригонометричних та гіперболіч-

них функцій (формули 3 – 6 таблиці основних зображ
ень).

а) 
t

t
t

f
β

α
=

cos
cos

)
(

.

]
)

cos(
)

[cos(
2 1

cos
cos

t
t

t
t

β−
α

+
β

+
α

=
β

α
=  

  
β−

α
+

+
β+

α
+

2
2

2
2

)
(

)
(

2 1
p

p
p

p

)
)

(
()

)
(

(
)

(
)

)
(

()
)

(
(

)
(

)
(

2
2

2
2

2

2
2

2

2
2

2
2

2
2

2
2

β
−

α
+

β
+

α
+

β
+

α
+

=
β

−
α

+
β

+
α

+
β

+
α

+
+

β
−

α
+

=
p

p
p

p
p

p
p

p
p

.

О
тж
е, 

t
t

β
α

cos
cos

)
)

(
()

)
(

(
)

(
2

2
2

2

2
2

2

β
−

α
+

β
+

α
+

β
+

α
+

p
p

p
p

.

б) 
t

t
t

f
β

α
=

cos
sin

)
(

.

]
)

sin(
)

[sin(
2 1

cos
sin

t
t

t
t

β
−

α
+

β
+

α
=

β
α

=  
  

β−
α

+
β−

α
+

β+
α

+
β+

α
2

2
2

2
)

(
)

(
2 1

p
p

=
β

−
α

+
β

+
α

+
β

+
α

β
−

α
+

β
−

α
+

β
−

α
β

+
α

+
β

+
α

=
)

)
(

()
)

(
(

)
)(

(
)

(
)

)(
(

)
(

2 1
2

2
2

2

2
2

2
2

p
p

p
p

=
β

−
α

+
β

+
α

+
β

−
α

+
α

=
β

−
α

+
β

+
α

+
α

⋅
β

−
α

β
+

α
+

α
⋅

=
)

)
(

()
)

(
(

)
(

2
2 1

)
)

(
()

)
(

(
2

)
)(

(
2

2 1
2

2
2

2

2
2

2

2
2

2
2 2

p
p

p
p

p p

)
)

(
()

)
(

(
)

(
2

2
2

2

2
2

2

β
−

α
+

β
+

α
+

β
−

α
+

α
=

p
p

p
.

t α
sin

2
2

2 2
1

1
1

α
+ α

=
+

α ⋅
α

p
p

.

О
тж
е, 

tα
sin

2
2

α
+ α

p
.

б) 
t

t
f

α
=

ch
)

(
.

В
рахуємо, щ

о 
t

ch
1

2
−

p
p

. Тоді за формулою
 (1) маємо

t α
ch

2
2

2 2
1

1
α

−
=

−
α

α
⋅

α
p

p
p

p

.

О
тж
е, 

t α
ch

2
2

α
−

p
p

.

в) 
t

t
t

f
α

−
α

=
sh

sin
)

(
.

С
користаємось відомими зображ

еннями функцій 
t

t
α

α
sh

,
sin

 (фор-
мули 3, 5 таблиці основних зображ

ень) та властивістю
 лінійності.

t
t

α
−

α
sh

sin
4

4

3

2
2

2
2

2
α

− α
−

=
α

− α
−

α
+ α

p
p

p
.

О
тж
е, 

t
t

α
−

α
sh

sin
4

4

3
2

α
− α

−
p

.

г) 
t

t
t

f
α

+
α

=
ch

cos
)

(
.

С
користаємось відомими зображ

еннями функцій 
t

t
α

α
ch

,
cos

 (фор-
мули 4, 6 таблиці основних зображ

ень) та властивістю
 лінійності.

t
t

α
+

α
ch

cos
4

4

3

2
2

2
2

2
α

−
=

α
−

+
α

+
p

p
p

p
p

p
.

О
тж
е, 

t
t

α
+

α
ch

cos
4

4

3
2

α
−

p
p

.

д) 
t

t
f

α
=

2
cos

)
(

.

С
користаємось формулою

 зниж
ення степеня для функції 

tα
2

cos
, а

далі використовуємо властивість лінійності та теорему подібності.

)
2

cos
1(

2 1
cos 2

t
t

α
+

=
α

)
4

(
2

4
1

2 1
2

2

2
2

2
2

α
+

α
+

=  
  

α
+

+
p

p
p

p
p

p
.
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б) 
t

e
t

f
t

β
=

α−
ch

)
(

.

В
рахуємо, щ

о 
t β

ch
2

2
β

−
p

p
. Тоді

t
e

t
β

α
−

ch
2

2)
(

β
−

α
+

α
+

p
p

. 

П
риклад 6. Знайти зображ

ення заданих функцій.
а) 

t
t

e
t

f
t

2
cos

3
sin

)
(

4−
=

;
б) 

t
t

t
t

f
3

sin
2

cos
)

(
sh

=
;

в) 
t

t
t

f
2

sin
3

)
(

ch
=

.
 У

 цьому прикладі кож
на з функцій оригіналів перетворю

ється до
такого вигляду, щ

об мож
на було застосувати формули 7 – 10 таблиці основ-

них зображ
ень.

а) 
t

t
e

t
f

t
2

cos
3

sin
)

(
4

−
=

.

t
e

t
e

t
t

e
t

t
e

t
t

t
t

sin
2 1

5
sin

2 1
)

sin
5

(sin
2 1

2
cos

3
sin

4
4

4
4

−
−

−
−

+
=

+
=

1
)4

(
1

2 1
25

)4
(

5
2 1

2
2

+
+

+
+

+
p

p
.

б) 
t

t
t

t
f

3
sin

2
cos

)
(

sh
=

.

=
+

−
=

+
=

−
)

sin
5

(sin
2

2 1
)

sin
5

(sin
2 1

3
sin

2
cos

t
t

e
e

t
t

t
t

t
t

t
t

sh
sh

t
e

t
e

t
e

t
e

t
t

t
t

sin
4 1

5
sin

4 1
sin

4 1
5

sin
4 1

−
−

−
−

+
=

+
+

−
25

)1
(

5
4 1

2
p

1
)1

(
1

4 1
25

)1
(

5
4 1

1
)1

(
1

4 1
2

2
2

+
+

−
+

+
−

+
−

+
p

p
p

.

в) 
t

t
t

f
2

sin
3

)
(

ch
=

.

)
2

cos
2

cos
(

4 1
2

2
cos

1
2

sin
3

3
3

3
3

3
3

2
t

e
t

e
e

e
t

e
e

t
t

t
t

t
t

t
t

−
−

−
−

−
+

=
−

+
=

ch

  
  

+
+

+
−

+
−

−
−

+
+

−
4

)3
(

3
4

)3
(

3
3

1
3

1
4 1

2
2

p
p

p
p

p
p

. 

П
риклад 7. В

икористовую
чи теорему диференцію
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П
риклад 5. Застосовую

чи теорему зміщ
ення, знайти зобра-

ж
ення заданих функцій.
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 цьому прикладі застосовується теорема зміщ

ення, згідно з якою
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П
риклад 8. Знайти зображ

ення заданих функцій.
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П
риклад 9. Знайти згортку заданих функцій.
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8

1
)

(
3−

=
p

p
F

;
г) 

)4
()

1
(

1
)

(
2+

−
=

p
p

p
p

F
.

 а) 
5

2 1
)

(
2

+
+

=
p

p
p

F
.

В
иділяю

чи повний квадрат у знаменнику та використовую
чи таблич-

не зображ
ення функції 

t
e

t
β

α−
sin

 (формула 7 таблиці основних зображ
ень),

маємо

Д
ля обчислення інтегралів 

2
1 ,I

I
 скористаємось формулою

C
bx

b
bx

a
b

a
e

dx
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e
ax
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+

−
+

=
∫

)
cos

sin
(

sin
2

2
.

Н
агадуємо, щ

о для одерж
ання формули застосовується інтегрування

частинами двічі.

=
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−
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−
=

τ
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−
=

τ
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−
=

τ
τ
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∫

∫
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2
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2
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t
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t
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−
=

−
−
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−
−

=
.
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−
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−
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(
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(

2
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t
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e
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−

+
=

−
+

−
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−
=

−
−

.

П
ідставимо знайдені значення інтегралів у формулу (2).
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−
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+
−

=
−

=
∗

−
)

cos
(sin

2 1
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−
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−
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.

О
тж
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)
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t

t
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=
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.

б) 
1

1
∗

+
t

.

=
τ

−
+

−
=
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=
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1
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1
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(
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)
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1
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3
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+
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+
−

−
=

t
t

.

О
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е, 

(
)1

)
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3 2
1

1
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3
−

+
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∗
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t
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.

в) 
t

t
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e
∗

.

t
t

t
t

t
t

t
t

t
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e
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e
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e
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e
e

=
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τ

=
∗

∫
∫

τ
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О
тж
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t
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t
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e
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=
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.
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Розкладаємо 
)

(p
F

 на суму найпростіш
их дробів.

4
1

)4
()

1
(

1
)

(
2

2
+ +

+
−

+
=

+
−

=
p

D
C

p
p B

p A
p

p
p

p
F

.

Знайш
овш

и коефіцієнти 
D

C
B

A
,

,
,

, маємо

4 1
4

5 1
1

1
5 1

1
)

(
2

+ −
+

−
+

−
=

p p
p

p
p

F
.

Д
алі перетворю

ємо отриманий вираз на суму таких дробів, оригінали
яких відомі.

2
2

2
2

2
2

10 1
2

5 4
1

1
5 1

1
)

(
+

−
+

+
−

+
−

=
p

p
p

p
p

p
F

−
+

+
−

t
e

t
2

cos
5 4

5 1
1

t2
sin

10 1
−

.

Тут використано формули 1, 2, 4, 3 таблиці основних зображ
ень. 

П
риклад 11. Знайти оригінал 

)
(t

f
 за його зображенням 

)
(p

F
.

а) 
2)2

()
1

(
1

)
(

+
+

=
p

p
p

F
;
б) 

)4
()

1
(

)
(

2
+

−
=

p
p

p
p

F
;

в) 
2

2

2

)1
(

)
(

+
=

p
p

p
F

.

 У
 цьому прикладі застосовуємо теорему множ

ення:

)
(

)
(

2
1

p
F

p
F

⋅
∫

τ
τ

τ
−

=
∗

t
d

f
t

f
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f
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f
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(

)
(

)
(

)
(

,

де 
)

(1 p
F

)
(1 t

f
, 

)
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F
)

(2 t
f

.
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+
+

=
p

p
p

F
.

В
рахуємо, щ

о 
1

1+
p

t
e

−
, 

2)2
(
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p

t
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2
−

.

Тоді за теоремою
 множ

ення маємо
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(

1
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p
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,
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2
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(
2
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4
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(

1
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)

(
+

+
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+
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+
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p
p

p
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p
F

t
e

t
2
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−
.

б) 
5

2
)

(
2

+
−

=
p

p
p

p
F

.

В
иділяємо повний квадрат у знаменнику та розкладаємо дріб на суму

таких дробів, оригінали яких відомі.

=
+

−
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+
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−
=

+
−

+
−
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−
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4
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(
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4
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(
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p
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p
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p

p
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2
(

1)
2

p
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p
−

=
+

−
+

−
+

.

За формулами 8 та 7 таблиці основних зображ
ень маємо

2
2

2
)1

(
1+

−
−

p
p

t
e

t
2
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;

2
2

2
)1

(
2

+
−

p
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e
t

2
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.

О
тж
е,

5
2

2
+

−
p

p
p

t
e

t
e

t
t

2
sin

2 1
2

cos
+

.

в) 
8

1
)

(
3−

=
p

p
F

.

Записуємо 
)

(p
F

 у вигляді суми найпростіш
их дробів і перетворю

є-
мо другий з них, виділивш

и повний квадрат у знаменнику.

=
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−
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=
+

+
−

=
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=
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4
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1
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p
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p
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−
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e
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t
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3
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12 1
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2

t
e

t
3

sin
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−
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.

Тут використано формули 2, 8 та 7 таблиці основних зображ
ень.

О
тж
е,

8
13−

p
t

e
t

e
e

t
t

t
3

sin
12 3

3
cos

12 1
12 1

2
−

−
−

−
.

г) 
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(
1

)
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2
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−
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p
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p
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.
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+
=  
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−
−
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τ
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−
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=
∫
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t
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0

0
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=
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=
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.

О
тж

е,

2
2

2

)1
(

+
p

p
)

cos
(sin

2 1
t

t
t+

. 

П
риклад 12. Знайти оригінал 

)
(t

f
 за його зображ

енням
)

(p
F

, використовую
чи теорему запізню

вання.

а) 
1

)
(

+
=

−

p e
p

F
p

;
б) 

1
)

(
3

2
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+
=

−

p
e

p
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F
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;

в) 
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2

2

)1
(

)
(

+
=

−

p e
p

F
p

.

 У
 цьому прикладі використовуємо теорему запізню

вання, згідно з
якою

)
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)
(

τ
−

τ
−

η
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f
t

)
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F
e

p
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,
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.
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−
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.
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.

б) 
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)
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+
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p
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p
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F
p

.

Знайдемо оригінал для дробу 
1

3

2+
p p

, попередньо розклавш
и його на

суму найпростіш
их дробів.
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.

В
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t
e
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4

2
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p
p
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.

Тоді за теоремою
 множ

ення маємо
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Д
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.

П
еретворимо задане зображ
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 У
 цьому прикладі використовується друга теорема розкладання, згід-

но з якою

∑=
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p

e
p

F
t

f
1

]
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)
(

[
)

(
res

,
(1)
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 – однозначна функція, яка має скінченне число особливих точок
n
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p
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,
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2
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.

У
 випадку, коли всі полю
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)1
(

+ −

p e
p

)2
(

)2
sin(

2 1
)2

cos(
)2

(
2 1

−
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−

−
−

−
t

t
t

t
. 

П
риклад 13. Знайти оригінал 

)
(t

f
 за його зображ

енням
)

(p
F

, використовую
чи теорему розкладання.

а) 
2
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)1
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1
(

1
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(
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−
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+
=

p
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p
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p
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;
б) 

2
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(

)
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−
=

p
p

p
F

;

в) 
1

1
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(
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=
p

p
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.
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)
sin

(
2 1

2
2 1

t
t

i e
e

ti
ti

−
=

−
−

−
sh

.

О
тж

е,

1
14
−

p
)

sin
(

2 1
t

t−
sh

. 

ІV. Задачі для практ
ичних занят

ь

Знаходж
ення зображ

ення ф
ункцій за їх оригіналам

и

4.1. Знайти зображ
ення заданих функцій, користую

чись
означенням.

а) 
t

t
f

=)
(

;
б) 

t
t

f
3

sin
)

(
=

;
в) 

t
te

t
f

=)
(

.
4.2. Знайти зображ

ення заданих функцій, використовую
-

чи властивість лінійності.

а) 
t

t
f

+
=

1
)

(
;  б) 

t
t

t
f

cos
sin

2
)

(
−

=
;   в) 

t
e

t
t

f
−

+
=

2 1
)

(
.

4.3. Знайти зображ
ення заданих функцій, використовую

-
чи теорему подібності.

а) 
t

a
e

t
f

=)
(

;
б) 

t
t

f
4

sin
)

(
=

;
в) 

t
t

f
ω

=
cos

)
(

;
г) 

t
t

f
3

)
(

sh
=

.
4.4. Знайти зображ

ення заданих функцій.
а) 

t
t

f
2

sin
)

(
=

;      б) 
t

t
f

3
cos

)
(

=
;      в) 

t
t

f
4

sin
)(=

;
г) 
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t

m
t

f
cos

sin
)

(
=

;
 д) 

tn
t

m
t

f
sin

sin
)

(
=

.
4.5. Знайти зображ

ення заданих функцій, використовую
-

чи теорему зміщ
ення.

а) 
t

e
t

f
tsin

)
(

2
=

;
б) 
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e

t
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)

(
=

;
в) 
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=
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=
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t
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2
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.

4.6. Знайти зображ
ення заданих функцій, використовую

-
чи теорему запізню

вання.
а) 

)
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=
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=
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ки функції 
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[
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(
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=
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−
p

p
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t
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1
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(
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−
=

p
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F
.

Знаменник дробу має тільки прості корені 
i

p
p

±
=

±
=

4,
3

2,
1

,1
, щ

о є
простими полю

сами функції 
)

(p
F

. Тому зручно користуватись формулою
 (2):

∑=
′

=
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t
p

k
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k
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k
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p
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p
P

t
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1
)

(
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(
.
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p
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p
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=
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−
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=
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4
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4.16. 
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2
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p
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.  4.17. 

2
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=
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+
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+
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+
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.
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=
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−
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+
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F
.
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)
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=

p
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p
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.
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p
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p
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p
F
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)
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2
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+
+

+
=

.

4.23. 
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2
+

−
=
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p
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. 4.24. 
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3
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(
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=
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p
p

F
.

4.25. 
1

3
3

1
2

)
(

2
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+
+

+
−

+
=

p
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p
p

p
p

F
. 4.26. 

1
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(
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=
−

p e
p

F
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.

4.27. 
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3
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(

)
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+
=

−

p e
p

F
p

.
  4.28. 

)1
(

)
(

−
=

−p
p

e
p

F
p

.

4.29. 
1

)
(

2

4+
=

−

p pe
p

F
p

.
            4.30. 

4
1

)
(

2

2

2
−

+
−

=
−

−

p pe
p e

p
F

p
p

.
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І. Корот
кі т

еорет
ичні відом

ост
і

Розв’язання задачі К
ош

і для лінійних диф
еренціальних рівнянь

зі сталим
и коеф

іцієнтам
и

П
остановка задачі Кош

і така:
знайти розв’язок 

)
(t

x
x

=
 лінійного диференціального рівняння n

-го
порядку зі сталими коефіцієнтами

)
(

0
1

)1
(

1
)

(
t

f
x

a
x

a
x

a
x

a
n

n
n

n
=

+ ′
+

+
+

−
−

…
,

(4.2)

4.7. Користую
чись теоремою

 про диференцію
вання оригі-

налу, знайти зображ
ення заданих функцій.

а) 
t

t
f

2
cos

)
(

=
;

б)
t

t
f

3
sin

)(=
;

в)
t

t
t

f
ω

=
sin

)
(

;
г) 

t
t

t
f

ω
=

cos
)

(
;

д) 
t

te
t

f
4

)
(

=
.

4.8. Користую
чись теоремою

 про диференцію
вання зобра-

ж
ення, знайти зображ

ення заданих функцій.
а) 

t
t

t
f

cos
)

(
2

=
;

б)
)

(
)(

t
e

t
t

f
t

ch
+

=
;

в)
t

t
t

f
2

sin
)1

(
)(

+
=

.
4.9. Знайти зображ

ення заданих функцій, користую
чись

теоремою
 про інтегрування оригіналу.

а) 
∫

τ
τ

=
t

d
t

f
0 sin

)
(

;
б)

∫
τ

τ
ω

+τ
=

t
d

t
f

0
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(

)
(

;

в) 
∫

τ
τ

τ
=

t
d

t
f

0
)

(
2

sh
.

4.10. Знайти зображ
ення заданих функцій, користую

чись
теоремою

 про інтегрування зображ
ення.

а) 
t

e
t

f
t

1
)

(
−

=
;

б)
t e

t
f

t−
−

=
1

)
(

;
         в)

t
t

t
f

2
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)(=
;

г)
t

t
t

f
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1
)

(
−

=
;

д) 
t

t
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t
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2
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)

(
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=
.

4.11. Знайти зображ
ення заданих функцій, використовую

-
чи теорему множ

ення.
а) 

t
e

t
f

t
sin

)
(

∗
=

;
б) 

t
e

t
t

f
2
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)

(
∗

=
;
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t
t

f
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∗
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2
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2
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(
t

e
t

f
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.

Знаходж
ення оригіналів ф

ункцій за їх зображ
енням

У
 задачах 4.12 – 4.30 знайти оригінали за їх зображ

еннями.

4.12. 
5
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)

(
2

+
+
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p
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F
.
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=
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4.15. 
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2
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=
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p
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F
.
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який задовольняє задані початкові умови
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(4.7)
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k
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n
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t
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(
=
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П
рипустимо, щ
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=
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Тоді операторна система рівнянь приймає вигляд:
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.
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Розв’язую
чи цю

 лінійну систему (4.9) алгебраїчних (відносно 
)

(p
X

k
)

рівнянь, знайдемо 
n

k
p

X
k

,1
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(
=

. Д
алі знаходячи відповідні оригінали

n
k

t
xk
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(
=
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уканий розв’язок задачі Кош

і для системи (4.6).

Розглянемо також
 випадок сист

еми лінійних диф
еренціальних рівнянь

другого порядку зі ст
алими коеф

іцієнт
ами.

Задача Кош
і для такої системи ставиться так:

знайти розв’язок системи

n
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(4.10)

який задовольняє задані початкові умови
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який задовольняє початкові умови
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, та 
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задані числа.
Застосуємо перетворення Л

апласа до обох частин рівняння (4.2),
поклавш

и 
)

(t
f

)
(
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t
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p
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)
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.

Згідно з теоремою
 про диференцію

вання оригіналу матимемо
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Тоді, враховую
чи властивість лінійності та формули (4.4), матимемо,

щ
о ліва частина рівняння (4.2) має таке зображ

ення
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П
рава частина рівняння (4.2): 
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Д
алі розв’язуємо операторне рівняння (4.5) відносно 
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.

За знайденим зображ
енням 

)
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X
 знаходимо оригінал 

)
(t

x
, тобто

)
(p

X
)

(t
x

. Ц
е і є ш

уканий розв’язок 
)

(t
x

.

Розв’язання задачі К
ош

і для лінійних систем
диф

еренціальних рівнянь зі сталим
и коеф

іцієнтам
и

Розв’язання задачі Кош
і для лінійної системи диференціальних рів-

нянь зі сталими коефіцієнтами виконується за тією
 ж

 схемою
, щ

о і для одно-
го диференціального рівняння.

Задача Кош
і для сист

еми лінійних диф
еренціальних рівнянь перш

ого
порядку зі ст

алими коеф
іцієнт

ами ставиться так:
знайти розв’язок системи

      

=
+

=
+

∑ ∑

= =

,)
(

,)
(

1

1
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k
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n
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k
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…
…

…
…

…
…

…
…

…
…

(4.6)
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За таблицею
 основних зображ

ень знаходимо зображ
ення правої час-

тини заданого диференціального рівняння: 
t

e
−

1
1+

p
.

С
кладаємо операторне рівняння і розв’язуємо його.

1
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.

За знайденим зображ
енням знаходимо оригінал – розв’язок заданого

диференціального рівняння.
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t
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x
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)
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+
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−
t

e
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x
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.
М
ож

на перевірити правильність розв’язку, підставивш
и 

)
(t

x
 в зада-

не диференціальне рівняння, а також
 безпосередньо перевірити, щ

о 
1

)0
(

=
x

.
б) 

0
)0

(
,

sin
2

=
=

+ ′
x

t
x

x
.

Н
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)
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X

. Тоді
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)
(

)0
(

)
(

p
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x
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pX
=

−
.

Зображ
ення правої частини заданого диференціального рівняння:

t
sin

1
12
+

p
.

С
кладаємо операторне рівняння і розв’язуємо його.
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 на суму найпростіш
их дробів.
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П
ереходимо до операторної системи рівнянь:

=
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+
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)
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)
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2
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(
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(4.13)

Розв’язую
чи систему (4.13) як лінійну алгебраїчну систему відносно

)
(p

X
k

, знайдемо 
n

k
p

X
k

,1
,)

(
=

. Д
алі знаходимо їх оригінали 

n
k

t
xk

,1
,)

(
=

.
Ц
е й буде розв’язок задачі Кош

і для системи (4.10).
В
икладений метод розв’язання задачі Кош

і будемо називати опера-
ційним мет

одом

ІІ. Конт
рольні пит

ання т
а завдання

1. Я
к ставиться задача Кош

і для лінійного диференціаль-
ного рівняння зі сталими коефіцієнтами?

2. Щ
о таке операторне рівняння? Я

кі теореми застосову-
ю
ться для одерж

ання цього рівняння?
3. У

 чому полягає метод розв’язання задачі Кош
і для лі-

нійного диференціального рівняння n
-го порядку зі сталими

коефіцієнтами з використанням операційного числення?
4. С

формулю
йте задачу Кош

і для лінійної системи дифе-
ренціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами перш

ого поряд-
ку; другого порядку.

5. Я
к використовується операційне числення для розв’я-

зання задачі Кош
і для системи лінійних диференціальних рів-

нянь? Д
о чого зводиться розв’язання такої задачі?

ІІІ. П
риклади розв’язання задач

П
риклад 1. Розв’язати задачі Кош

і для заданих диферен-
ціальних рівнянь перш

ого порядку операційним методом.
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Зображ
ення правої частини заданого рівняння:  

t
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−

1
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p
.

С
кладаємо операторне рівняння і розв’язуємо його.
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Зображ
ення правої частини заданого рівняння:  

t
e

1
1−

p
.

С
кладаємо операторне рівняння і розв’язуємо його.
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2
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1
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Таким чином, розв’язок заданого диференціального рівняння

)
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(
5 1
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П
риклад 2. Розв’язати задачі Кош

і для заданих диферен-
ціальних рівнянь другого порядку операційним методом.
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Зображ
ення правої частини заданого рівняння:  1 

p 1
.

С
кладаємо операторне рівняння і розв’язуємо його.
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Знаходимо оригінал – розв’язок диференціального рівняння:
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Розв’язуємо цю
 систему за формулами К

рамера.

1
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В
рахуємо, щ

о 1 
p 1
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П
риклад 3. Розв’язати задачі Кош

і для систем диференціаль-
них рівнянь перш

ого порядку операційним методом.
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о проходить через

точку 
)

,
(

0
0

y
x

A
 і має таку властивість: довж

ина перпендикуляра, який опу-
ш
ений з початку координат на дотичну до кривої, дорівню

є абсцисі точки
дотику.16. 

)3
;5

(A
.

17. 
)4

;1
( −

A
.

18. 
(5;0)

A
.

У
 варіант

ах 19 – 21 знайти рівняння кривої, яка проходить через по-
чаток координат, якщ

о середина відрізка її нормалі від довільної точки кри-
вої до осі O

x  леж
ить на параболі 

px
ya

2
2

=
.

19. 
4

,2
=

=
p

a
.     20. 

4 3
,1

=
=

p
a

.     21. 
2

,3
=

=
p

a
.

У
 варіант

ах 22 – 24 записати рівняння кривої, яка проходить через
точку 

)
,

(
0

0
y

x
A

, якщ
о відомо, щ

о відрізок, який відтинає дотична в довіль-
ній точці кривої на осі O

y
, дорівню

є півсумі координат точки дотику.
22. 

)1
;

10
(

−
A

.
23. 

)2
;

12
(

−
A

.
    24. 

)9
;1

(
−

A
.

У
 варіант

ах 25 – 27 знайти лінію
, яка проходить через точку

)
,

(
0

0
0

y
x

A
 і має таку властивість: в кож

ній її точці 
)

,
(

y
x

A
 дотичний вектор

AB
 з кінцевою

 точкою
 на осі O

y
 має проекцію

 на вісь O
y

, щ
о дорівню

є a
.

25. 
2

,)
4

;1
(0

=
a

A
.

26. 
1

,)
5

;1
(0

=
−

a
A

.

27. 
3

,)
6

;1
(0

=
a

A
.

У
 варіант

ах 28 – 29 знайти рівняння кривої, щ
о проходить через точ-

ку 
)

,
(

0
0

y
x

A
, якщ

о площ
а криволінійної трапеції, яка обмеж

ена дугою
 цієї

кривої, в n
 разів більш

е довж
ини відповідної дуги.

28. 
2

,)
2

;0
(

=
n

A
.

29. 
4

,)
1

;0
(

=
−

n
A

.

У
 варіант

ах 30 – 31 знайти лінію
, яка проходить через точку 

)
,

(
0

0
y

x
A

і має таку властивість: відрізок дотичної між
 точкою

 дотику і віссю
 ординат

має сталу довж
ину a

.
30. 

2
,)

0;
2(

=
a

A
.

31. 
3

,)
4;

1
(

=
−

a
A

.

Задача 3. [ гл.1, § 2, приклади 3 – 9 ]
Розв’язати задані диференціальні рівняння, щ

о допускаю
ть зниж

ення
порядку.У

 п.а) знайти загальний розв’язок.
У

 п.б) розв’язати задачу Кош
і.

      в) 
2

2
x

xe
xy

y
−

=
+ ′

;
г) 

1
2

−
+

= ′
x

xy
y

x
y

;

      д) 
0

)
(

2
2

2
=

+
+

dy
y

x
y

dx
xy

.

Задача 2. [ гл.1, § 1, приклади 18 – 20 ]
Розв’язати задану геометричну задачу.

В
аріанти завдань

У
 варіант

ах 1 – 3 знайти рівняння кривої, яка проходить через точку
)

,
(

0
0

y
x

A
, якщ

о довж
ина відрізка півосі абсцис, щ

о відтинається її дотич-
ною

, дорівню
є квадрату абсциси точки дотику.

  1. 
 

 
−

1
;

2 1
A

.
2. 

1
;

2
2

A



−







.
3. 

)3
;1

( −
A

.

У
 варіант

ах 4 – 6 знайти рівняння кривої, щ
о проходить через точку

)
,

(
0

0
y

x
A

, якщ
о відомо, щ

о кутовий коефіцієнт дотичної в кож
ній її точці в

n
 разів більш

е кутового коефіцієнта прямої, яка з’єднує цю
 точку з почат-

ком координат.
  4. 

6
,)

4;
1(

=
n

A
.

  5. 
8

,)
1

;3
(

=
−

n
A

.
  6.

3
,)

2
;8

(
=

−
−

n
A

.
У

 варіант
ах 7 – 9 знайти лінію

, яка проходить через точку 
)

,
(

0
0

0
y

x
A

і має таку властивість: в кож
ній точці 

)
,

(
y

x
A

 нормальний вектор AB
 з кін-

цевою
 точкою

 на осі O
y

 має довж
ину a

 і утворю
є гострий кут з додатним

напрямком осі O
y

.

  7. 
25

,)
1

;
15

(0
=

a
A

.
  8. 

20
,)

2
;

12
(0

=
a

A
.

  9. 
5

,)
5

;3
(0

=
a

A
.

У
 варіант

ах 10 – 12 знайти рівняння кривої, яка проходить через точку
)

,
(

0
0

y
x

A
, якщ

о її піддотична вдвічі більш
е абсциси точки дотику.

10. 
)2

;1
(A

.
11. 

)3
;1

(−
A

.
    12. 

)1
;4

(
−

A
.

У
 варіант

ах 13 – 15 знайти лінію
, яка проходить через точку 

)
,

(
0

0
y

x
A

,
якщ

о відрізок кож
ної її дотичної, щ

о міститься між
 осями координат, ді-

литься в точці дотику в співвіднош
енні 

b
a:

 (відраховую
чи від осі O

y
).

13. 
1:

1
:

,)
2

;2
(

=
b

a
A

.
14. 

1:
3

:
,)

2
;1

(
=

b
a

A
.

15. 
3:

1
:

,)
1

;1
(

=
−

b
a

A
.

§1. Індивідуальне завдання 1.



465
464

Глава 5. Типові розрахункові завдання

21. а) 
y

x
y

′′
=

′′′
2

2
cth

;
б) 

2
)0

(
,2

2
)0

(
,

16
4

3
=

′
=

−
= ′′

y
y

y
y

y
.

22. а) 
0

sin
= ′

− ′
− ′′

x y
x

y
yx

;
б) 

5
)1

(
,

2
)1

(
,

cos
sin

50
3

=
′

π
=

⋅
= ′′

y
y

y
y

y
.

23. а) 
x

x
y

y
3

sin
2

=
′

− ′′
ctg

;
б) 

4
)4

(
,1

)4
(

,
32

3
=

′
=

= ′′
y

y
y

y
.

24. а) 
y

x
y

′′
=

′′′
2

tg
;

б) 
4

)0
(

,0
)0

(
,0

cos
sin

32
3

=
′

=
=

⋅
+ ′′

y
y

y
y

y
.

25. а) 
x

y
y

sin
= ′

+ ′′
;

б)
3

)0
(

,1
)0

(
,

2
)1

(
2

=
′

=
′

=
+

′′
y

y
yx

x
y

.

26. а) 
0

)
1(

= ′
+ ′′

+
y

y
e

x
;

б) 
1

)0
(

,0
)0

(
,

)
1(

2
=

′
=

′
+

′
= ′′

+
y

y
y

y
y

y
.

27. а) 
x

y
y

2
cos

4
= ′

+ ′′
;

б) 
1

)0
(

)0
(

,
ln

2
2

=
′

=
=

′
− ′′

y
y

y
y

y
yy

.

28. а) 
y

y
x

x
′′

= ′′
′

ln
;

б) 
1

)0
(

,1
)0

(
,

1
2

−
=

′
=

′
+

= ′′
y

y
y

y
.

29. а)
3

2
2

)
1(

x
yx

y
x

= ′
+ ′′

+
;

б) 
1

)0
(

,0
)0

(
,

ln
2

2
=

′
=

′
=

′
− ′′

y
y

y
y

yy
yy

.

30. а) 
)1

(
1

−
=

− ′
− ′′

x
x

x y
y

;
б) 

3
)0

(
,0

)0
(

,0
2

)3
2(

2
=

′
=

=
′

− ′′
+

y
y

y
y

y
.

31. а)
x

x
y

y
cos 1

=
′′

+ ′′′
tg

;
б) 

0
)0

(
,1

)0
(

,
1

4
2

2
=

′
=

′
+

=
′′

y
y

y
y

.

Задача 4. [ гл.1, § 2, приклади 12 – 14 ]
Знайти загальний розв’язок однорідного диференціального рівняння

зі сталими коефіцієнтами.

В
аріанти завдань

  1. а) 
0

2
2

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
3

4
= ′′

′
+

y
y

IV
.

  2. а) 
0

25
6

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
=

+ ′
− ′′

− ′′
′

y
y

y
y

.
  3. а) 

0
2

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
2

3
= ′

+ ′′
+ ′′′

y
y

y
.

  4. а) 
0

4
= ′

+ ′′
y

y
;

б) 
0

12
13

= ′
+ ′′

− ′′
′

y
y

y
.

  5. а) 
0

4
4

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
= ′′

− ′′
′

y
y

.

  6. а) 
0

6
9

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
=

+ ′′
′

y
y

.

  7. а) 
0

4
4

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
= ′′

′
−

y
y

IV
.

  8. а) 
0

10
6

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
3

3
=

− ′
+ ′′

− ′′
′

y
y

y
y

.

  9. а) 
0

25
10

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
3

4
= ′

+ ′′
− ′′

′
y

y
y

.

10. а) 
0

5
8

4
=

− ′
+ ′′

y
y

y
;

б) 
0

3
= ′′

′
+

y
y

IV
.

11. а) 
0

9
= ′

+ ′′
y

y
;

б) 
0

6
9

= ′
+ ′′

− ′′
′

y
y

y
.

В
аріанти завдань

  1. а) 
x

x
y

sin
+

= ′′
;

б) 
2

2 1
)0

(
,2

)0
(

,1
4

4
3

=
′

=
−

= ′′
y

y
y

y
y

.

  2. а) 
1

2
2

−
′

= ′′
′

y
y

yx
;

б) 
1

)0
(

,1
)0

(
,0

2
2

=
′

=
= ′′

+
′

y
y

yy
y

.

  3. а) 
1

2
3

= ′
+ ′′

y
x

y
x

;
б) 

1
)0

(
,1

)0
(

,0
2

=
′

=
=

′
+ ′′

y
y

y
yy

.

  4. а) 
2

3
y

y
yy

′
=

′
+ ′′

;
б) 

0
)0

(
,1

)0
(

,
=

′
=

= ′′
y

y
xe

y
x

.

  5. а) 
y

x
x

y
′

=
′′

ln
;

б) 
2

)1
(

,
2

)1
(

,
2

2
=

′
π

=
′

=
′′

y
y

y
y

y
tg

.

  6. а) 
x

x
y

y
2

sin
=

′
+ ′′

tg
;

б) 
2

)1
(

,1
)1

(
,0

)1
(

,
ln

2
=

′′
=

′
=

= ′′
′

y
y

y
x

x
y

.

  7. а) 
x

y
IV

1
=

;
б) 

1
)0

(
,0

)0
(

,
2

=
′

=
= ′′

y
y

e
y

y
.

  8. а) 
1

2
= ′

+ ′′
yx

y
x

;
б) 

2
)0

(
,

2 1
)0

(
,

2 1
3

=
′

=
−

= ′′
y

y
y

y
.

  9. а) 
2

(1
)

2
x

y
xy

′′
′

+
=

;
б) 

0
)0

(
)0

(
,

1
=

′
=

= ′′
y

y
y

y
.

10. а) 
2

y
y

′′
= ′′

′
;

б) 
0

)0
(

,1
)0

(
, 2

2
=

′
=

=
′

− ′′
y

y
y

y
yy

.

11. а) 
x

y
y

+ ′
= ′′

;
б) 

1
)0

(
,2

)0
(

,0
1

2
2

=
′

=
=

+
′

− ′′
y

y
y

yy
.

12. а) 
1

2
2

+
′

= ′′
′

y
y

yx
;

б) 
1

)0
(

,0
)0

(
,

5
)

1(
2

=
′

=
′

= ′′
+

y
y

y
y

y
.

13. а) 
1

= ′′
+ ′′

′
y

yx
;

б) 
2

)0
(

,1
)0

(
,0

4
3

−
=

′
−

=
=

+ ′′
y

y
y

y
.

14. а) 
0

1
=

−
− ′′

+ ′′
′

x
y

yx
;

б) 
1

)0
(

)0
(

,0
2

2
2

=
′

=
=

′
−

+ ′′
y

y
y

y
yy

.

15. а) 
2

2y
y

y
′

=
′′tg

;
б) 

2
2

,
(2)

2,
(2)

0,5
y

xy
y

y
′′

′
′

=
=

=
.

16. а) 
0

2
2

=
′

+ ′′
yx

y
;

б) 
1

)0
(

,0
)0

(
,0

1
2

2
=

′
=

=
′

−
+ ′′

y
y

y
y

y
.

17. а) 
x y

y
yx

′
′

= ′′
ln

;
б) 

1
)1

(
,1

)1
(

,
2

3
=

− ′
=

−
= ′′

y
y

y
y

.

18. а) 
0

=
+ ′′

+ ′′
′

x
y

yx
;

б) 
3

)1
(

,1
)1

(
,0

9
3

=
′

=
=

+
′′

y
y

y
y

.

19. а) 
0

xy
y

x
′′

′
+

+
=

;
б) 

1
)0

(
,0

)0
(

,
1 2

2
=

′
=

+
′

=′ ′′
y

y
y yy

y y
.

20. а)
0

ln
2

2=
′

−
′

− ′′
y

y
yy

yy
;

б) 
2

)0
(

,2
)0

(
,

2
)1

(
2

=
′

=
′

= ′′
−

y
y

y
y

y
.

§1. Індивідуальне завдання 1.



467
466

Глава 5. Типові розрахункові завдання

  4. 
1

)0
(

,0
)0

(
,

cos
3

sin
2

25
6

=
′

=
+

=
+ ′

− ′′
y

y
x

x
y

y
y

.

  5. 
6

)0
(

,2
)0

(
,

2
sin

8
5

2
=

′
=

−
=

+ ′
+ ′′

−
y

y
x

e
y

y
y

x
.

  6. 
1

)0
(

,0
)0

(
,)

sin
(cos

2
2

=
′

=
−

=
− ′′

y
y

x
x

xe
y

y
x

.

  7. 
π

π
=

π ′
π

=
π

=
+ ′

− ′′
e

y
e

y
x

e
y

y
y

x
)

(
,

)
(

,
cos

4
2

2
.

  8. 
1

)0
(

,2
)0

(
,

16
20

4
2

=
′

=
=

+ ′
− ′′

y
y

xe
y

y
y

x
.

  9. 
1

)0
(

,1
)0

(
,

cos
4

=
′

=
=

+ ′′
y

y
x

x
y

y
.

10. 
0

)0
(

,2
)0

(
,)

5
sin

10
5

(cos
25

=
′

=
−

=
+ ′′

y
y

x
x

e
y

y
x

.

11. 
5

72
,

(0)
3,

(0)
1

x
y

y
xe

y
y

′′
′

′
+

=
=

=
.

12. 
2

4
,

(0)
1,

(0)
1

x
y

y
x

e
y

y
′′

′
+

=
=

=
.

13. 
4

)0
(

,2
)0

(
,

2
sin

24
2

cos
32

36
12

=
′

=
+

=
+ ′

− ′′
y

y
x

x
y

y
y

.
14. 

2
)0

(
,0

)0
(

,
2

2
sin

4
4

=
′

=
+

=
+ ′

− ′′
y

y
e

x
y

y
y

x
.

15. 
1

)0
(

,1
)0

(
,

)2
4(

5
4

−
=

′
=

+
=

+ ′
− ′′

y
y

e
x

y
y

y
x

.
16. 

1
)0

(
,2

)0
(

,
2

2
9

5
3

=
′

=
−

=
− ′

+ ′′
y

y
x

x
y

y
y

.

17. 
1

)0
(

,1
)0

(
,

2
cos

4
3

4
−

=
′

=
=

− ′
+ ′′

−
y

y
x

e
y

y
y

x
.

18. 
5

)0
(

,2
)0

(
,6

8
2

2
2

2
=

′
=

+
+

=
+ ′

+ ′′
y

y
x

x
y

y
y

.

19. 
4

)0
(

,1
)0

(
,6

8
2

2
2

2
=

′
=

+
+

=
− ′

+ ′′
y

y
x

x
y

y
y

.

20. 
2

)0
(

,2
)0

(
,

4
cos

24
4

sin
9

25
6

−
=

′
=

−
=

+ ′
− ′′

y
y

x
x

y
y

y
.

21. 
3

)0
(

,2
)0

(
,

2
12

7
3

=
′

=
+

=
+ ′

− ′′
y

y
e

xe
y

y
y

x
x

.

22. 
1

)0
(

,5
)0

(
,

32
60

18
8

3
2

=
′

=
−

+
= ′

+ ′′
y

y
x

x
x

y
y

.

23. 
4

)0
(

,2
)0

(
,

2
sin

52
6

5
=

′
−

=
=

+ ′
+ ′′

y
y

x
y

y
y

.

24. 
2

)0
(

,1
)0

(
,

2
16

8
4

=
′

=
=

+ ′
− ′′

y
y

xe
y

y
y

x
.

25. 
4

)0
(

,1
)0

(
,

)1
2(

2
=

′
=

−
=

− ′
+ ′′

−
y

y
e

x
y

y
y

x
.

26. 
1

)0
(

,3
)0

(
,)

11
8(

12
4

=
′

=
+

=
− ′

+ ′′
y

y
x

e
y

y
y

x
.

27. 
1

)0
(

,0
)0

(
,

)
16

14
(

−
=

′
=

−
=

− ′′
−

y
y

e
x

y
y

x
.

28. 
6

)0
(

,2
)0

(
,

10
7

4
2

3
=

′
=

−
+

−
=

+ ′′
y

y
x

x
x

y
y

.

29. 
8

)0
(

,1
)0

(
,

sin
4

cos
26

18
9

=
′

=
−

=
+ ′

− ′′
y

y
x

x
y

y
y

.

30. 
6

)0
(

,0
)0

(
,

6
cos

36
37

2
=

′
=

=
+ ′

− ′′
y

y
x

e
y

y
y

x
.

31. 
2

)0
(

,1
)0

(
,

16
20

4
2

=
′

=
=

+ ′
− ′′

y
y

xe
y

y
y

x
.

12. а) 
0

2
=

− ′
+ ′′

y
y

y
;

б) 
0

7
= ′′

− ′′
′

y
y

.

13. а) 
0

5
4

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
3

3
= ′

− ′′
+ ′′

′
−

y
y

y
y

IV
.

14. а) 
0

37
12

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
=

−
IV

V
y

y
.

15. а) 
0

5
4

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
2

3
= ′

+ ′′
+ ′′′

y
y

y
.

16. а) 
0

6
= ′

− ′′
y

y
;

б) 
0

9
3

5
=

+ ′
+ ′′

− ′′
′

y
y

y
y

.

17. а) 
0

3
= ′

− ′′
y

y
;

б) 
0

9
6

= ′′
+ ′′

′
−

y
y

y
IV

.

18. а) 
0

15
2

=
− ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
2

= ′′
+ ′′′

+
y

y
y

IV
.

19. а) 
0

10
3

=
− ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
3

7
5

=
+ ′

+ ′′
+ ′′

′
y

y
y

y
.

20. а) 
0

8
7

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
2

= ′′
+ ′′

′
−

y
y

y
IV

.

21. а) 
0

21
4

=
− ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
3

= ′′
′

+
−

y
y

y
IV

V
.

22. а) 
0

2
2

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
4

4
= ′′

+ ′′
′

+
y

y
y

IV
.

23. а) 
0

6
9

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
= ′

+
y

y
IV

.

24. а) 
0

8
7

=
− ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
=

− ′′′
y

y
.

25. а) 
0

3
2

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
2

5
4

=
+ ′

+ ′′
+ ′′

′
y

y
y

y
.

26. а) 
0

13
4

=
+ ′

+ ′′
y

y
y

;
б) 

0
9

6
=

+ ′′
−

y
y

y
IV

.

27. а) 
0

9
6

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
3

7
5

=
− ′

+ ′′
− ′′′

y
y

y
y

.

28. а) 
0

4
3

=
− ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
9

9
=

+ ′
− ′′

− ′′
′

y
y

y
y

.

29. а) 
0

21
10

=
+ ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
4

= ′′
−

y
y

IV
.

30. а) 
0

18
3

=
− ′

− ′′
y

y
y

;
б) 

0
6

= ′
+ ′′

+ ′′′
y

y
y

.

31. а) 
0

6
= ′

+ ′′
y

y
;

б) 
0

8
= ′′

+
y

y
V

.

Задача 5. [ гл.1, § 2, приклади 15 – 21 ]
Знайти частинний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння

зі сталими коефіцієнтами, щ
о задовольняє задані початкові умови.

В
аріанти завдань
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Задача 7. [ гл.1, § 3, приклади 12 – 15 ]
Розв’язати задану систему диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієн-

тами двома способами:
а) методом виклю

чення,
б) методом Ейлера.
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Задача 6. [ гл.1, § 2, приклади 22, 23 ]
Розв’язати задане неоднорідне диференціальне рівняння зі сталими

коефіцієнтами, застосувавш
и метод варіації довільної сталої.

В
аріанти завдань
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Задача 2. [ гл.2, § 1, приклад 3 ]
Д
ослідити на збіж

ність задані числові ряди з додатними членами.

В
аріанти завдань
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Ряди

Задача 1. [ гл.2, § 1, приклади 1, 2 ]
Д
овести збіж

ність заданого ряду та знайти його суму.
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Задача 4. [ гл.2, § 2, приклад 1 ]
Знайти області збіж

ності заданих функціональних рядів.

В
аріанти завдань
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Задача 3. [ гл.2, § 1, приклад 4 ]
Д
ослідити задані ряди на абсолю

тну та умовну збіж
ність.

В
аріанти завдань
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Задача 5. [ гл.2, § 2, приклад 3 ]
В
изначити область збіж

ності заданих степеневих рядів.
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аріанти завдань
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Задача 7. [ гл.2, § 2, приклади 8 – 11 ]
О
бчислити задані визначені інтеграли з точністю

 до 0,001, викорис-
товую

чи відповідні розклади елементарних функцій в степеневі ряди.

В
аріанти завдань
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3

n
n

nn
x

;
б) ∑ ∞=

−

1
2 )1

(

n

n

n x
.

Задача 6. [ гл.2, § 2, приклади 5 – 7 ]
Розкласти задану функцію

 
)

(x
f

 у степеневий ряд Тейлора (М
акло-

рена) в околі вказаної точки a
. Знайти область збіж

ності отриманого ряду
до цієї функції.

В
аріанти завдань

  1. 
0

,
)

(
2

=
=

−
a

e
x

f
x

.
    2. 

1
,

ln
)

(
=

=
a

x
x

f
.

  3. 
2

,
1

)
(

=
=

a
x

x
f

.
    4. 

0
,

sin
)

(
2

=
=

a
x

x
f

.

  5. 
0

,
3

)
(

=
=

a
x

f
x

.
    6. 

1
,

)
(

2
=

=
−

a
e

x
f

x
.

  7. 
3

,
5

2
1

)
(

=
+

=
a

x
x

f
.

    8. 
0

,
cos

)
(

2
=

=
a

x
x

f
.

  9. 
2

,
4

sin
)

(
=

π
=

a
x

x
f

.
  10. 

0
,

4
3

)
(

=
+

=
a

x
x

x
f

.

11. 
0

,
27

)
(

3
=

−
=

a
x

x
f

.
   12. 

0
,

)
1(

)
(

2
=

−
=

−
a

e
x

x
f

x
.

13. 
0

,
2

cos
2

2
sin

)
(

=
+

=
a

x
x

x
x

f
.  14. 

0
,)

2
1(

ln
)

(
2

=
−

+
=

a
x

x
x

f
.

15. 
2

,
1

1
)

(
=

−
=

a
x

x
f

.
  16. 

3
,

5
6

)
(

2
=

+
−

=
a

x
x

x
x

f
.

17. 
4

,
2

3 1
)

(
2

−
=

+
+

=
a

x
x

x
f

.
  18. 

2
,

)
(

1
4

2
=

=
+

−
a

e
x

f
x

x
.

§2. Індивідуальне завдання 2.



481
480

Глава 5. Типові розрахункові завдання

13. 
2

3
,

(0)
1,

(0)
2,

(0)
0,5;

6
y

y
y

y
x

y
y

y
k

′′′
′′

′
′

′′
=

+
+

+
=

=
=

=
.

14. 
1

,
(1)

1,
(1)

0;
5

y
y

y
y

k
y

x
′

′′
′

=
−

=
=

=
.

15. 
2

,
(0)

4,
(0)

2;
6

y
y

xy
y

y
k

′′
′

′
=

+
=

=
−

=
.

16. 
2

2,
(

1)
2,

(
1)

0,5;
5

y
x

y
y

y
k

′′
′

=
+

−
=

−
=

=
.

17. 
2

,
(0)

0;
5

x
y

x
xy

e
y

k
−

′=
+

+
=

=
.

18. 
2

3
4

2
,

(0)
2;

5
x

y
y

xy
e

y
k

′=
+

−
=

=
.

19. 
2

4
0,

(1)
1,

(1)
0,5;

6
x

y
y

y
y

k
′′

′
+

=
=

=
=

.

20. 
3

2
2

,
(0)

1;
5

x
y

e
xy

y
k

′=
+

=
=

.

21. 
2

2,
(0)

1;
6

y
xy

x
y

y
k

′=
+

+
=

=
.

22. 
2

sin
,

(0)
1;

5
y

x
x

y
y

k
′=

−
=

=
.

23. 
,

(0)
0,

(0)
1;

7
y

xyy
y

y
k

′′
′

′
=

=
=

=
.

24. 
2

2
2

,
(0)

2,
(0)

0;
5

y
y

y
x

y
y

k
′′

′
′

−
+

=
=

=
=

.
25. 

cos
,

(0)
0,

(0)
2;

6
y

y
x

y
y

k
′′

′
+

=
=

=
=

.
26. 

4
sin

,
(0)

1,
(0)

1;
6

y
y

x
y

y
k

′′
′

+
=

=
=

=
.

27. 
3

6,
(0)

0,
(0)

1;
6

y
y

y
x

y
y

k
′′

′
′

−
+

=
+

=
=

=
.

28. 
7

6
sin

,
(0)

0,
(0)

0;
6

y
y

y
x

y
y

k
′′

′
′

−
+

=
=

=
=

.
29. 2

5
29cos

,
(0)

3,
(0)

0;
7

y
y

x
y

y
k

′′
′

′
+

=
=

=
=

.

30. 
2

4
6

1,
(0)

2,
(0)

3;
7

y
y

x
y

y
k

′′
′

′
−

=
+

=
=

=
.

31. 
cos

2cos
,

(0)
0;

6
y

y
x

y
y

k
′=

+
=

=
.

Задача 9. [ гл.2, § 3, приклади 1 – 5 ]
Розкласти в ряд Ф

ур’є періодичну з періодом 
π2

 функцію
 

)
(x

f
, за-

дану на відрізку 
]

,
[

π
π−

.

В
аріанти завдань

  1. 
  

π
≤

≤
−

<
≤

π
−

=
.

0
,3

4
,0

,0
)

(
x

x
x

x
f

  2. 
  

π
≤

<
≤

≤
π

−
−

=
.

0
,0

,0
,

5
)

(
x x

x
x

f

  3. 
π

≤
≤

π
−

=
x

x
x

f
,

cos
)

(
.

  4. 
  

π
≤

<
≤

≤
π

−
−

=
.

0
,0

,0
,1

2
)

(
x x

x
x

f

19. ∫
+

5,
00

2)
1(

ln
dx

x
x

.
20. ∫

+
5,

00

2)
1

ln(
dx

x
.

21. ∫ 5,
00

2
sin

dx
x x

.

22. ∫
−

10

2
2

dx
e

x
.

23. ∫
+

5,
00

3
1

dx
x

.
24.∫

+
10

)
1(

ln
dx

x
x

.

25. ∫
+

5,
00

3)
1

ln(
dx

x
.

26. ∫ 2,
00

cos
dx

x
x

.
27. ∫ 5,

00

dx
x

x
arctg

.

28. ∫ 10

22
dx

x
arctg

.
29. ∫

+
25

,00

)
1

ln(
dx

x
.

30.∫ 8,
00

10sin
dx

x
x

.

31. ∫
+

5,
00

4
1

x dx
.

Задача 8. [ гл.2, § 2, приклад 12 ]
Знайти k

 перш
их членів розкладу в степеневий ряд розв’язку дифе-

ренціального рівняння при вказаних початкових умовах.

В
аріанти завдань

  1. 
2

cos
,

(0)
0;

7
y

x
y

y
k

′=
+

=
=

.

  2. 
2

,
(0)

0,
(0)

1;
6

y
yy

y
y

k
′′

′
′

=
=

=
=

.

  3. 
2,

(0)
1,

(0)
(0)

1;
7

x
y

ye
xy

y
y

y
k

′′′
′

′
′′

=
−

=
=

=
=

.

  4. 
2,

(0)
1;

5
y

x
y

y
k

′=
+

=
=

.

  5. 
2

cos
,

(0)
0;

5
y

y
x

x
y

k
′=

+
=

=
.

  6. (1
)

0,
(0)

(0)
1;

6
x

y
y

y
y

k
′′

′
−

+
=

=
=

=
.

  7. 
2

3
2

,
(1)

1;
5

y
x

y
y

k
′=

+
=

=
.

  8. 
2

1
1,

(0)
1;

6
x

y
y

k
y −

′=
+

=
=

.

  9. 
0,

(0)
(0)

1;
5

y
y

y
y

k
′′

′
+

=
=

=
=

.

10. 
2

,
(0)

0;
6

y
y

x
e

y
k

′=
+

=
=

.

11. 
2sin

,
(0)

0;
7

y
x

xy
y

k
′=

+
=

=
.

12. 
2

2
,

(0)
0;

6
x

y
xe

y
y

k
′=

+
=

=
.
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§3. Індивідуальне завдання 3.

Ф
ункції ком

плексної зм
інної

Задача 1. [ гл.3, § 1, приклад 4 ]
Д
ля заданого комплексного числа знайти: модуль, головне значення

аргументу, тригонометричну та показникову форму. Зобразити це число точ-
кою

 на комплексній площ
ині.В

аріанти завдань

  1. 
3

1
i

z
+

=
.

  2. 
2 3

7
2 7

i
z

−
=

.
 3. 

i
z

2
2

−
=

.

  4. 
3

1
i

z
−

−
=

.
  5. 

2
2 1

i
z

+
−

=
.

6. 
2

2 1
i

z
−

=
.

  7. 
i

z
−

=
3

.
  8. 

i
z

5
2

+
=

.
 9. 

2
2 1

i
z

−
−

=
.

10. 
i

z
+

−
=

1
.

11. 
i

z
5

2
−

=
.

12. 
3

2
2

i
z

+
−

=
.

13. 
i

z
−

−
=

1
.

14. 
i

z
5

2
+

−
=

.
15. 

3
2

2
i

z
−

−
=

.

16. 
i

z
2

2
−

−
=

.
17. 

i
z

5
2

−
−

=
.

18. 
3

2
2

i
z

−
=

.

19. 
i

z
2

3
2

+
=

.
20. 

i
z

2
2

+
−

=
.

21. 
2 3

2 1
i

z
−

=
.

22. 
3

1
i

z
+

−
=

.
23. 

2 3
2 1

i
z

+
−

=
.

24. 
2 3

2 1
i

z
−

−
=

.

25. 
i

z
2

3
2

−
=

.
26. 

2 3
2 1

i
z

+
=

.
27. 

3
1

i
z

−
=

.

28. 
i

z
+

=
3

.
29. 

2 3
7

2 7
i

z
−

−
=

.
30. 

2 3
7

2 7
i

z
+

−
=

.

31. 
2

2 3
i

z
−

=
.

Задача 2. [ гл.3, § 1, приклади 8, 9 ]
Знайти всі корені заданого рівняння та зобразити їх на комплексній

площ
ині.

  5. 
  

π
≤

<

≤
≤

π
−

=
.

0
,

,0
,0

)
(

2
x

x

x
x

f
  6. 

  
π

≤
<

≤
≤

π
−

−
=

.
0

,
,0

,1
)

(
x

x
x

x
f

  7. 
  

π
≤

≤
−

<
≤

π
−

=
.

0
,

3
,0

,0
)

(
x

x
x

x
f

  8. 
  

π
≤

<
≤

≤
π

−
+

=
.

0
,0

,0
,2

3
)

(
x x

x
x

f

  9. 
π

≤
≤

π
−

=
x

x
x

f
,

sin
)

(
.

10. 
π

≤
≤

π
−

=
x

x
x

f
,

2
)

(
.

11. 
  

π
≤

<
≤

≤
π

−
−

=
.

0
,1

,0
,

)
(

x x
x

x
f

12. 
π

≤
≤

π
−

−
=

x
x

x
f

,
5

)
(

.

13. 
  

π
≤

≤
−

<
≤

π
−

=
.

0
,5

6
,0

,0
)

(
x

x
x

x
f

14. 
  

π
≤

<
≤

≤
π

−
−

=
.

0
,0

,0
,

3
7

)
(

x x
x

x
f

15. 
  

π
≤

<
−

≤
≤

π
−

=
.

0
,

8
3

,0
,0

)
(

x
x

x
x

f
16. 

  
π

≤
<

−
≤

≤
π

−
=

.
0

,
2

,0
,

)
(

x
x

x
x

x
f

17. 
  

π
≤

≤
−

π
<

≤
π

−
=

.
0

,
2

4

,0
,0

)
(

x
x

x
x

f
18. 

  
π

≤
<

≤
≤

π
−

−
=

.
0

,0
,0

,1
7

)
(

x x
x

x
f

19. 
  

π
≤

≤
−

<
≤

π
−

=
.

0
,2

5

,0
,0

)
(

x
x

x
x

f
20. 

  
π

≤
≤

−
<

≤
π

−
=

.
0

,
9

4
,0

,0
)

(
x

x
x

x
f

21. 
  

π
≤

<
≤

≤
π

−
−

−
=

.
0

,1
,0

,
1

)
(

x x
x

x
f

22. 
  

π
≤

<
≤

≤
π

−
+

=
.

0
,2

,0
,

3
)

(
x x

x
x

f

23. 
  

π
≤

≤

<
≤

π
−

=
.

0
,

2 1
,0

,
sin

)
(

x x
x

x
f

24. 
  

π
≤

≤
<

≤
π

−
=

.
0

,1
,0

,
sin

)
(

x x
x

x
f

25. 
  

π
≤

<

≤
≤

π
−

−
=

.
0

,0

,0
,3

3
)

(
x x

x
x

f
26. 

  
π

≤
≤

−
<

≤
π

−
=

.
0

,
4

,0
,

)
(

x
x

x
x

x
f

27. 
  

π
≤

≤
−

<
≤

π
−

=
.

0
,3

10
,0

,0
)

(
x

x
x

x
f

28. 
π

≤
≤

π
−

=
x

x
x

f
,

)
(

ch
.

29. 
π

≤
≤

π
−

−
=

x
x

x
f

,
10

)
(

.
30. 

  
π

≤
<

≤
≤

π
−

=
.

0
,

,0
,1

)
(

x
x

x
x

f

31. 
  

π
≤

≤
<

≤
π

−
−

=
.

0
,0

,0
,

3
)

(
x x

x
x

f
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13. 
2 7

,
)3

()
2

(
3

)
(

0
=

−
−

+
=

z
z

z
z

z
f

.
14. 

2 7
,

)3
()

2
(

2
)

(
0

=
−

−
+

=
z

z
z

z
z

f
.

15. 
3

,
)2

()
4

(
1

)
(

0
=

+
−

+
=

z
z

z
z

z
f

.
16. 

2
,

)3
()

4
(

1
)

(
0

=
−

+
−

=
z

z
z

z
z

f
.

17. 
3

,
)2

()
4

(
2

)
(

0
−

=
+

+
−

=
z

z
z

z
z

f
.

18. 
2 5

,
)3

()
2

(
3

)
(

0
−

=
+

+
−

=
z

z
z

z
z

f
.

19. 
3

,
)2

()
5

(
4

)
(

0
=

−
−

−
=

z
z

z
z

z
f

.
20. 

5
,

)2
()

5
(

4
)

(
0

−
=

+
+

+
=

z
z

z
z

z
f

.

21. 
2 5

,
)3

()
2

(
1

2
)

(
0

=
−

−
−

=
z

z
z

z
z

f
.

22. 
2 5

,
)3

()
2

(
1

2
)

(
0

−
=

+
+

+
=

z
z

z
z

z
f

.

23. 
2

,
)4

()
3

(
1

3
)

(
0

=
+

−
−

=
z

z
z

z
z

f
.

24. 
2 7

,
)4

()
3

(
1

3
)

(
0

−
=

+
+

+
=

z
z

z
z

z
f

.

25. 
2

,
)4

()
3

(
2

3
)

(
0

=
+

−
−

=
z

z
z

z
z

f
.

26. 
2

,
)4

()
3

(
3

3
)

(
0

=
−

+
+

=
z

z
z

z
z

f
.

27. 
2 7

,
)4

()
3

(
2

3
)

(
0

=
−

−
+

=
z

z
z

z
z

f
.

28. 
2

,
)4

()
3

(
3

3
)

(
0

=
−

+
−

=
z

z
z

z
z

f
.

29. 
1

,
)2

()
2

(
4

3
)

(
0

=
+

−
−

=
z

z
z

z
z

f
.

30. 
2

,
)3

()
3

(
4

3
)

(
0

=
+

−
+

=
z

z
z

z
z

f
.

31. 
1

,
)1

(
1

)
(

0
=

+
=

z
z

z
z

f
.

Задача 4. [ гл.3, § 4, приклади 8 – 10, § 6, приклади 4 – 6 ]
О
бчислити задані інтеграли вздовж

 вказаних контурів, використову-
ю
чи: а) інтегральну формулу Кош

і; б) лиш
ки функцій.

В
аріанти завдань

  1. 
2 3

:
,

)4
(

2
=

−
+

∫
i

z
C

z
z

dz

C
.

  2. 
2

:
,

1
2

=
+

∫
z

C
dz

z
z

C

tg
.

  3. 
2 1

3
:

,
=

−
∫

z
C

dz
iz

e

C

z

sh
.

  4. 
2

2
:

,
4

2
2

=
−

−
∫

i
z

C
dz

z
z

C

sh
.

  5. 
3

1
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∫
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iz ez
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.

  6. 
2

2
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4
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∫
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.

В
аріанти завдань

  1. 
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1
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5
=

+
z

.
  2. 

0
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5
=

−
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z
.

  3. 
0

1
64

6
=

+
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.

  4. 
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1
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3
=

−
z

.
  5. 

0
1
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4

=
+

z
.

 6. 
0
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3

=
−

i
z

.

  7. 
0

1
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3
=

+
z

.
  8. 

0
1
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4

=
−

z
.

 9. 
0

1
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4
=

+
z

.

10. 
0

1
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3
=

+
z

.
11. 

0
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)1
(

4
=

+
+z

.
12. 

0
8

)2
(

3
=

−
+

i
z

.

13. 
0
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=
+

z
.

14. 
0
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=
−
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.

15. 
0
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4

=
+

z
.

16. 
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−
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0
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6
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.
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8
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−
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.
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.
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+
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.
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.
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.

Задача 3. [ гл.3, § 5, приклад 8 ]
Знайти всі розклади в ряд Л

орана заданої функції 
)

(z
f

 за степенями
0 z

z−
, в залеж

ності від її особливих точок.

В
аріанти завдань

  1. 
1

,
)1

()
2

(
1

)
(

0
2

=
−

+
=

z
z

z
z

f
.

  2. 
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,
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1
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(

0
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=
−

+
=
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.

  3. 
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(
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−

+
=
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.

  4. 
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=

+
−
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.

  5. 
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(
1

)
(

0
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−
=

+
−

=
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z

z
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.
  6. 

3
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4
(

1
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(
0

2
−

=
+

−
=
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.
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)

(
0
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=

−
+
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.
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−
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.
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=
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+
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−
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+
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=
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.
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−
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+
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=
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−
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.
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Задача 5. [ гл.3, § 6, приклад 10 ]
О
бчислити задані невласні інтеграли, використовую

чи лиш
ки функцій.

В
аріанти завдань

  1. 
dx

x
x

x
x

x
∫ ∞

+

∞
−

+
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36
13
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)

(
2

4

2
.

  2. 
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x
x

x
x

x
∫ ∞

+

∞
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+
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+
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sin
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2
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2
.

  3. ∫ ∞
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∞
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x

2
2

)1
(

2
cos
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  4. ∫ ∞
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∞
−
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x
x

2
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sin
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∫ ∞
+

∞
−

+
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4
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sin
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4 3
.

  6. 
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x
x
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x

x
∫ ∞

+

∞
−

+
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4
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cos
)

(
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4 2
.

  7. 
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x
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x
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∫ ∞
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∞
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+
+

9
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  9. 
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.
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∫
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  9. 
1

:
,

2
2

=
+

∫
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∫
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.
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∫
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.
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∫
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.
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4 1
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(
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(
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∫
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.
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2
2

2
=

−
π

+
∫
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dz
z

z

C

.
16. 

2
2

:
,

)9
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2
=

−
+

∫
z

C
dz

z
z

z

C

th
.

17. 
2 3

1
:

,
)2

(
)2

(
ln

=
−

− +
∫

z
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dz
z

z
z

C
.

18. 
3

:
,

)1
()

2
(

2
=

−
+

∫
z

C
dz

z
z

z

C

cth
.

19. 
4 1

:
,

4 )
(

ln
=

 
 

π
+ +

∫
z

C
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z
z

z
e

C
.

20. 
3

:
,

)2
()

2
(

2

2
=

+
+

∫
z

C
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z
z

z

C
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.

21. 
4

:
,

)9
()

9
(

3
sin

2
=

+
+

∫
z
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dz

z
z

z

C
.

22. 
4

:
,

)9
()

1
(

2
=

−
−

∫
z

C
dz

z
z

z

C
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.

23. 
3

:
,

)2
(

)
(

cos
=

+
π

+
∫

z
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dz
z

z
i

z

C
.

24. 
2

2
:

,
)9
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2

(
3

2
=

−
+

−
∫

z
C

dz
z

z
z

C
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.

25. 
5

:
,

16
2

3
=

+
∫

z
C

dz
z

e

C

z
.

26. 
3

3
:

,
)

16
()

1
(

32
=

−
+

+
∫

z
C

dz
z

z
z

C

th
.

27. 
3

4
:

,
)3

()
4

(
2

2
=

−
+

+
∫

z
C

dz
z

z
z

C

cth
.28. 

3
3

:
,

)3
()

2
(

22
=

−
+

+
∫

z
C

dz
z

z
z

C

cth
.

29. 
2

2
:

,
)1

(
2

2
=

−
+

+
∫

z
C

dz
z

z
e

C

z
.

30. 
3

2
:

,
)5

)(
1

(
2

=
−

+
+

∫
z

C
dz

z
z

e

C

z
.

31. 
2

2
:

,
)2

()
1

(
=

−
−

−
∫

z
C

dz
z

z
z

C

.
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F
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=
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.
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=
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F
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−

+
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.
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p
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.
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.
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−
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+
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.
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3
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(
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+

+
+

+
=
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.

25. 
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2
)8

4
(

3
)

(
+

+
=

p
p

p
p

F
.

26. 
)5

4
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2
(

2
3

)
(

2
+

−
−

−
=

p
p

p
p

p
F

.

27. 
)3

2
()

2
(

2
)

(
2

+
+

−
=

p
p

p
p

F
.28. 

)1
()

1
(

5
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)
(

2
+

−
−

+
=

p
p

p
p

p
F

.

29. 
)2

2
()
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(

5
)

(
2

+
−

+
=
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.30. 
)5

4
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1
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+
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=
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.

31. 
2

2
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()

1
(

1
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(
+
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+

+
=

p
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p
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p
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.

Задача 2. [ гл.4, § 2, приклад 2 ]
Знайти розв’язок 

(
)

x
x

t
=

задачі Кош
і для заданого диференціального

рівняння другого порядку операційним методом.

В
аріанти завдань

  1. 
1

)0
(

,0
)0

(
, 2

=
′

=
= ′

− ′′
x

x
t

x
x

.

  2. 
1

)0
(
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(
,

=
′

=
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+ ′′
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x
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x
x
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.

  3. 
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(
,

3
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2
=

′
=

= ′
− ′′
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x
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  4. 
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(
,
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′
=
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x
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  5. 
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+ ′′
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x
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+ ′′
x

x
e

x
x

t
.
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∫ ∞
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∞
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∫ ∞
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∞
−

+
+

4
5 cos2

4

3
.

27. 
dx

x
x

∫ ∞
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∞
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∫ ∞
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∞
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.
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О
пераційне числення

Задача 1. [ гл.4, § 1, приклади 10 – 13 ]
Знайти оригінал 

)
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аріанти завдань
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В
аріанти завдань
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Задача 3. [ гл.4, § 2, приклад 3 ]
Знайти розв’язок 

)
(

,)
(
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y

y
t

x
x

=
=

 задачі Кош
і для заданої системи

диференціальних рівнянь операційним методом.

§4. Індивідуальне завдання 4.
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АВА 6.  Д

О
В
ІД
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И
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АТЕРІА
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§1. Д
иф

еренціальні рівняння

Таблиця 1.1 – Д
иференціальні рівняння перш

ого порядку

Н
азва

диференціального рівняння
та його вигляд

П
ідстановка

або
метод розв’язання

1
2

Рівняння з відокремленими
змінними

dy
y

f
dx

x
f

)
(

)
(

2
1

=
C

dy
y

f
dx

x
f

+
=∫

∫
)

(
)

(
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y
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x
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g
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C
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y
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∫
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)
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)
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)
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)
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c
by
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y
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+
= ′
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= ′
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∆
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λ

=
λ
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П
родовж

ення т
аблиці 1.1
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тобто рівняння вигляду
0

=
du

.
К
ритерій того, щ
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1
2

Рівняння, звідні до рівнянь,
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+
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 – задані ф

ункції, 
n

i
,1

=

§1. Д
иференціальні рівняння



505
504

Глава 6. Д
овідковий матеріал

П
родовж

ення т
аблиці 2.1

1
2

О
знаки порівняння для рядів

∑ ∞=1
n

n
u

(1),  ∑ ∞=1
n

n
v

(2),  
0

,0
>

>
n

n
v

u

а) 
n

v
u

n
n

∀
≤

,
якщ

о ряд (2) збіж
ний, то ряд (1) збіж

ний,
якщ

о ряд (1) розбіж
ний, то ряд (2) розбіж

ний.

б) 
0

lim
≠

=
∃

∞
→

l
v u

n n
n

, то обидва ряди збіж
ні, або обидва розбіж

ні.

Д
остатні ознаки збіж

ності для ряду 
0

,
1

>
∑ ∞=

n
n

n
u

u

О
знака Д

аламбера
l

u u

n n
n

=
∃

+
∞

→
1

lim
,

1
<l

 – ряд збіж
ний,

1
>l

 – ряд розбіж
ний,

1
=l

 – потрібне додаткове дослідж
ення.

Радикальна ознака К
ош

і

l
u n

n
n

=
∃

∞
→ lim

,

1
<l

 – ряд збіж
ний,

1
>l

 – ряд розбіж
ний,

1
=l

 – потрібне додаткове дослідж
ення.

Інтегральна ознака К
ош

і

…
≥

≥
≥

3
2

1
u

u
u

∃
 ф
ункція 

)
(x

f
 така, щ

о 
n

u
n

f
n

∀
=

,
)

(
.

Тоді інтеграл
∫ ∞
+1

)
(

dx
x

f
 збіж

ний (або розбіж
-

ний) одночасно з заданим рядом.

Знакозмінний ряд
∑ ∞=1
n

n
u

,

де 
n

u
 – задані числа, як додатні, так і від’ємні.

Знакопочереж
ний ряд

∑ ∞=

+
+

>
−

=
+

−
+

−
+

−
1

1
1

3
2

1
0

,
)1

(
)1

(
n

n
n

n
n

n
u

u
u

u
u

u
…

…

§2. Ряди

Таблиця 2.1 – Числові ряди

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

Числовий ряд
∑ ∞=

=
+

+
+

+
1

2
1

k
k

n
u

u
u

u
…

…

n
-а частинна сума ряду

∑=
=

nk
k

n
u

S
1

Ряд збіж
ний

S
S

n
n

=
∞

→ lim

Н
еобхідна умова

збіж
ності ряду

Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 збігається, то 
0

lim
=

∞
→

n
n

u
.

Д
остатня умова

розбіж
ності ряду

0
lim

≠
∞

→
n

n
u

Геометричний ряд
∑ ∞=

−
−

=
+

+
+

+
+

1

1
1

2

n

n
n

aq
aq

aq
aq

a
…

…
,

ряд збігається при 
1

<
q

, 
q a

S
−

=
1

,

ряд розбігається при 
1

≥
q

.

Гармонічний ряд
∑ ∞=

=
+

+
+

+
+

1 1
1

3 1
2 1

1
n

n
n
…

…
,

ряд розбіж
ний

У
загальнений

гармонічний ряд
R

∈
∑ ∞=

p
n

n
p

,
1

1
,

ряд збіж
ний при 

1
>

p
,

ряд розбіж
ний при 

1
≤

p
.

Знакододатний ряд
0

,
1

>
∑ ∞=

n
n

n
u

u

§2. Ряди



507
506

Глава 6. Д
овідковий матеріал

Таблиця 2.2 – Ф
ункціональні ряди. Степеневі ряди

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

Ф
ункціональний ряд

∑ ∞=1
)

(
n

n
x

u

n
-а частинна сума ряду

∑=
=

nk
k

n
x

u
x

S
1

)
(

)
(

С
ума ряду

)
(

lim
)

(
x

S
x

S
n

n
∞

→
=

n
-й залиш

ок ряду
∑ ∞

+
=

=
−

=
1

)
(

)
(

)
(

)
(

n
k

k
n

n
x

u
x

S
x

S
x

r

С
тепеневий ряд

∑ ∞=
0

n

n
n x

a

або

∑ ∞=
−

0
)

(
n

n
n

a
x

a
,

де 
…,

,
,

,
2

1
0

a
a

a
a

 – дійсні числа.

Радіус збіж
ності

степеневого ряду
1

lim
+

∞
→

=
n n

n
a a

R

або

n
n

n
a

R
1

lim
∞

→
=

Ряд Тейлора
для ф

ункції 
)

(x
f

∑ ∞=
−

=
0

)
(

)
(

!
)

(
)

(
k

k
k

a
x

k
a

f
x

f

Ряд М
аклорена

для ф
ункції 

)
(x

f
∑ ∞=

=
0

)
(

!
)0

(
)

(
k

k
k

x
k

f
x

f

Ф
ормули розкладу елементарних ф

ункцій в ряд М
аклорена

∑ ∞=
=

+
+

+
+

+
=

0

2
,!

!
!2

1
n

n
n

x

n x
n x

x
x

e
…

…
  

∞
+

<
<

∞
−

x
,

П
родовж

ення т
аблиці 2.1

1
2

О
знака Л

ейбніца
Ряд ∑ ∞=

+
−

1

1
)1

(
n

n
n

u
 збігається, якщ

о

…
>

>
>

3
2

1
u

u
u

 та 
0

lim
=

∞
→

n
n

u
.

Ряди лейбніцевого
типу

=
−

∑ ∞=

−

1

1
)1

(

n

n

n
…

…
+

−
+

−
+

−
−

n
n

1
)1

(
3 1

2 1
1

1
.

=
−

−
∑ ∞=

−

1

11
2

)1
(

n

n

n
…

…
+

−
−

+
−

+
−

−

1
2

1
)1

(
5 1

3 1
1

1

n
n

.

Ц
е умовно збіж

ні ряди
Д
остатня ознака
збіж

ності
Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 збіж
ний, то збіж

ний і ряд ∑ ∞=1
n

n
u

.

Ряд ∑ ∞=1
n

n
u

абсолю
тно збіж

ний

Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 збіж
ний.

Ряд ∑ ∞=1
n

n
u

умовно збіж
ний

Я
кщ

о ряд ∑ ∞=1
n

n
u

 збіж
ний, а ряд ∑ ∞=1

n
n

u
 розбіж

ний.
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П
родовж

ення т
аблиці 2.2

1
2

Рівняння та ф
ункції Бесселя

Рівняння Бесселя
ν

=
ν

−
+ ′

+ ′′
,0

)
(

2
2

2
y

x
yx

y
x

 – const.
Загальний розв’язок

а) ν
 – не ціле число

б) ν
 – ціле число

а) 
)

(
)

(
2

1
x

I
C

x
I

C
y

ν−
ν

+
=

б) 
)

(
)

(
2

1
x

K
C

x
I

C
y

ν
ν

+
=

Ф
ункції Бесселя перш

ого
роду порядку ν

 і 
ν−

відповідно

∑ ∞=

ν+

ν
+

ν
+

Γ
+

Γ

 
 

−
=

0

2

)1
(

)1
(

2
)1

(
)

(
k

k
k

k
k

x

x
I

,

∑ ∞=

ν−

ν−
+

ν
−

Γ
+

Γ

 
 

−
=

0

2

)1
(

)1
(

2
)1

(
)

(
k

k
k

k
k

x

x
I

.

Ф
ункція Бесселя другого
роду порядку ν

∑ ∞=

ν−
ν

ν
+

=
0

ln
)

(
)

(
k

k
k x

b
x

x
x

I
x

K

Гамма-ф
ункція

Ейлера

)0
(

)
(

0

1
>

=
Γ

∫ ∞
+

−
−

p
dx

x
e

p
p

x
,

)
(

)1
(

p
p

p
Γ

=
+

Γ
,

для цілих значень 
0

>
p

!
)1

(
p

p
=

+
Γ

П
родовж

ення т
аблиці 2.2

1
2

=
+

+
−

+
+

−
+

−
=

+
…

…
!)

1
2(

)1
(

!7
!5

!3
sin

1
2

7
5

3

n x
x

x
x

x
x

n
n

         
∑ ∞=

++
−

=
0

1
2

,!)
1

2(
)1

(
n

n
n

n x
  

∞
+

<
<

∞
−

x
,

=
+

−
+

+
−

+
−

=
…

…
!)

2(
)1

(
!6

!4
!2

1
cos

2
6

4
2

n x
x

x
x

x
n

n

         
∑ ∞=

−
=

0

2
,!)

2(
)1

(
n

n
n

n x
  

∞
+

<
<

∞
−

x
,

      
=

+
+

−
−

+
+

−
+

+
=

+
…

…
…

n
m

x
n

n
m

m
m

x
m

m
m

x
x

!
)1

(
)1

(
!2

)1
(

1
)

1(
2

         
∑ ∞=

+
−

−
−

+
=

1
!

)1
(

)2
)(

1
(

1
n

n
x

n
n

m
m

m
m

…
,  

1
1

<
<

−
x

,

∑ ∞=
−

=
+

−
+

+
−

+
−

=
+

0

3
2

,
)1

(
)1

(
1

1
1

n

n
n

n
n

x
x

x
x

x
x

…
…

  
1

1
<

<
−

x
,

∑ ∞=
=

+
+

+
+

+
+

=
−

0

3
2

,
1

1
1

n

n
n

x
x

x
x

x
x

…
…

  
1

1
<

<
−

x
,

      
∑ ∞=

−
−

−
=

+
−

+
−

+
−

=
+

1

1
1

3
2

,
)1

(
)1

(
3

2
)

1(
ln

n

n
n

n
n

x
n

x
n

x
x

x
x

…
…

1
1

≤
<

−
x

,

 
=

+
+

−
+

+
−

+
−

=
+

…
…

1
2

)1
(

7
5

3

1
2

7
5

3

n x
x

x
x

x
x

n
n

arctg

             
∑ ∞=

++
−

=
0

1
2

,1
2

)1
(

n

n
n

n x
  

1
1

≤
≤

−
x

,

=
+

+
⋅

⋅
⋅

−
⋅

⋅
⋅

+
+

⋅ ⋅
+

+
=

+
…

…
…

…
1

2
2

4
2

)1
2(

3
1

5
4

2
3

1
3

2 1
1

2
5

3

n x
n

n
x

x
x

x
n

arcsin

              
∑ ∞=

++
−

+
=

1

1
2

,1
2

!!
)

2(
!!

)1
2(

n

n

n x
n n

x
  

1
1

<
<

−
x

,

де 
n

n
n

n
2

4
2

!!
)

2(
),

1
2(

3
1

!!
)1

2(
⋅

⋅
⋅

=
−

⋅
⋅

⋅
=

−
…

…
.
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П
родовж

ення т
аблиці 2.3

1
2

а) ряд Ф
ур’є для парної ф

ункції
∑ ∞=

π
+

=
1

0
cos

2
)

(
n

n
l nx

a
a

x
f

,

де 
∫

=
l

dx
x

f
l

a
0

0
)

(
2

,

     
∫

π
=

l

n
dx

l nx
x

f
l

a
0

cos
)

(
2

.

б) ряд Ф
ур’є для непарної функції

∑ ∞=

π
=

1
sin

)
(

n
n

l nx
b

x
f

,

де 
∫

π
=

l

n
dx

l nx
x

f
l

b
0

sin
)

(
2

.

Ряд Ф
ур’є в комплексній формі

а) для періодичної ф
ункції 

)
(x

f
    з періодом 

π2
∑
∞

+

∞
−

=
=

n

inx
n e

C
x

f
)

(
,

де 
∫ ππ−

−

π
=

dx
e

x
f

C
inx

n
)

(
2 1

,

…,
2

,1
,0

±
±

=
n

б) для періодичної ф
ункції 

)
(x

f
     з періодом 

l2
∑
∞

+

∞
−

=

π

=
n

i
l nx

n e
C

x
f

)
(

,

де 
∫−

π
−

=
ll

i
l nx

n
dx

e
x

f
l

C
)

(
2 1

,

…,
2

,1
,0

±
±

=
n

Інтеграл Ф
ур’є:

∫
∫

∞
+

∞
−

∞
+

−
α

α
π

=
dt

x
t

t
f

d
x

f
)

(
cos

)
(

1
)

(
0

а) якщ
о 

)
(x

f
 – парна,

α
α

  

  
α

π
=

∫
∫

∞
+

∞
+

dx
dt

t
t

f
x

f
cos

cos
)

(
2

)
(

0
0

б) якщ
о 

)
(x

f
 – непарна,

α
α

  

  
α

π
=

∫
∫

∞
+

∞
+

dx
dt

t
t

f
x

f
sin

sin
)

(
2

)
(

0
0

Таблиця 2.3 – Ряди Ф
ур’є

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

Ряд Ф
ур’є

для періодичної ф
ункції 

)
(x

f
з періодом 

π2

∑ ∞=
+

+
1

0
)

sin
cos

(
2

n
n

n
nx

b
nx

a
a

,

де 
∫ ππ−

π
=

dx
x

f
a

)
(

1
0

,

     
∫ ππ−

π
=

dx
nx

x
f

a
n

cos
)

(
1

,

     
∫ ππ−

π
=

dx
nx

x
f

b
n

sin
)

(
1

,  
…,

2,
1

=
n

а) ряд Ф
ур’є для парної ф

ункції
∑ ∞=

+
=

1

0
cos

2
)

(
n

n
nx

a
a

x
f

,

де 
∫ π

π
=

0
0

)
(

2
dx

x
f

a
,

     
∫ π

π
=

0

cos
)

(
2

dx
nx

x
f

a
n

.

б) ряд Ф
ур’є для непарної функції

∑ ∞=
=

1
sin

)
(

n
n

nx
b

x
f

,

де 
∫ π

π
=

0

sin
)

(
2

dx
nx

x
f

b
n

Ряд Ф
ур’є

для періодичної ф
ункції 

)
(x

f
з періодом 

l2

∑ ∞=
 

 
π

+
π

+
1

0
sin

cos
2

n
n

n
l nx

b
l nx

a
a

,

де 
∫−

=
ll

dx
x

f
l

a
)

(
1

0
,

     
∫−

π
=

ll
n

dx
l nx

x
f

l
a

cos
)

(
1

,

     
∫−

π
=

ll
n

dx
l nx

x
f

l
b

sin
)

(
1

, 
…,

2,
1

=
n
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§3. Ф
ункції ком

плексної зм
інної

Таблиця 3.1 – Комплексні числа

П
родовж

ення т
аблиці 2.3

1
2

в) в комплексній формі
∫

∫
∞

+

∞
−

α
∞

+

∞
−

α
−

α
  

  

π
=

d
e

dt
e

t
f

x
f

x
i

t
i

)
(

2 1
)

(

П
еретворення Ф

ур’є

а) косинус-перетворення
∫ ∞
+

α
π

=
α

0

cos
)

(
2

)
(

dt
t

t
f

F
C

(пряме),

∫ ∞
+

α
α

α
π

=
0

cos
)

(
2

)
(

dx
F

x
f

C
(обернене).

б) синус-перетворення
∫ ∞
+

α
π

=
α

0

sin
)

(
2

)
(

dt
t

t
f

F
S

(пряме),

∫ ∞
+

α
α

α
π

=
0

sin
)

(
2

)
(

dx
F

x
f

S
(обернене).

в) загального вигляду
∫ ∞
+

∞
−

α
−

π
=

α
dt

e
t

f
F

t
i

)
(

2 1
)

(
(пряме),

∫ ∞
+

∞
−

α
α

α
π

=
d

e
F

x
f

x
i

)
(

2 1
)

(
(обернене).

§3. Ф
ункції комплексної змінної

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

К
омплексне число

А
лгебраїчна форма

Тригонометрична форма

П
оказникова форма

yi
x

z
+

=
,  

1
2

−
=

i
)

sin
cos

(
ϕ

+
ϕ

=
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r
z

ϕ
=
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z
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одуль комплексного

числа
2

2
y

x
z

r
+

=
=

Головне значення
аргументу
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−π
<

≤
π
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,
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(
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,

)
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,
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(
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,
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(
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,
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,
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y
x

M
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y
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x
y

M
x

y
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z
x

y
M

x
y

x

x
y

x
y


>

∈

π
+

<
≥

∈


ϕ
=

=
−π

+
<

<
∈


π


=

>


π


−
=

<


Д
ії над комплексними числами

А
лгебраїчна
форма

1. 
)

(
)

(
)

(
)

(
2

1
2

1
2

2
1

1
2

1
y

y
i

x
x
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x
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x

z
z

+
+

+
=

+
+

+
=

+
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)
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)
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)
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)
(

2
1

2
1

2
2

1
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2
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y
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i
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x
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x
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x
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z
−

+
−

=
+

−
+

=
−

.
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)
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)
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)
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2

2
1

2
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2
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2
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1
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2
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i
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y
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x
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x
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x
z

z
+

+
−

=
+

⋅
+

=
⋅

4. 
=

−
+

−
+

=
⋅ ⋅

=
+ +

=
)
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(

)
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(

2
2

2
2

2
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1
1

2
2

2
1

2
2

1
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x
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x
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x
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x

z
z

z
z
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x
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x

z z

0
,

2
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2
1

1
2
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2
1

2
1

≠
+ −

+
+ +

=
z

y
x

y
x

y
x

i
y

x
y

y
x

x
.

5. 
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n

n
z

z
z

z
⋅

⋅
=

,  
N

∈n
.

Тут 
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x
z
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x

z
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x
z

+
=

+
=

+
=

,
,

2
2

2
1

1
1
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П
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ення т
аблиці 3.2

Таблиця 3.3 – Д
иференцію

вання функцій комплексної змінної

Л
огарифмічна
ф
ункція

0
,)

2
(

ln
≠

π
+

+
=

z
k

z
i

z
z

arg
Ln

,
   де     

z
i

z
z

arg
ln

+
=

ln
;

i
k

z
z

π
+

=
2

ln
Ln

Загальна степенева
ф
ункція

z
a

a
e

z
Ln

=
, 

C
∈

a

Загальна показникова
ф
ункція

a
z

z
e

a
Ln

=
, 

C
∈

a

О
бернені тригонометричні

ф
ункції

.
2

,
1 1

2

,)
1

(

,)
1

(
2

2

i
z

i
z

i
z

iz iz
i

z

z
z

i
z

z
iz

i
z

+ −
=

− +
−

=

−
±

−
=

−
±

−
=

Ln
A

rcctg

Ln
A

rctg

Ln
A

rccos

Ln
A

rcsin

О
бернені гіперболічні

ф
ункції

.
1 1

2 1

,
1 1

2 1
,)

1
(

,)
1

(
2 2

− +
=

− +
=

−
±

=

+
±

=

z z
z

z z
z

z
z

z

z
z

z

Ln
A

rcth

Ln
A

rth

Ln
A

rch

Ln
A

rsh

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

П
охідна ф

ункції
)

,
(

)
,

(
)

(
y

x
vi

y
x

u
z

f
w

+
=

=
z w

z
f

w
z

∆ ∆
=

′
= ′

→
∆

0
lim

)
(

У
мови К

ош
і-Рімана

x v
y u

y v
x u

∂ ∂
−

=
∂ ∂

∂ ∂
=

∂ ∂
,

Ф
ормули для

обчислення похідної
x v

i
y v

y u
i

x u
y u

i
y v

x v
i

x u
z

f
∂ ∂

+
∂ ∂

=
∂ ∂

−
∂ ∂

=
∂ ∂

−
∂ ∂

=
∂ ∂

+
∂ ∂

=
′

)
(

П
родовж

ення т
аблиці 3.1

Таблиця 3.2 – Ф
ункції комплексної змінної

1
2

Тригонометрична
форма

1. 
)]

(
sin

)
[cos(

2
1

2
1

2
1

2
1

ϕ
+

ϕ
+

ϕ
+

ϕ
=

⋅
i

r
r

z
z

.

2. 
0

,
)]

(
sin

)
[cos(

2
2

1
2

1
2 1

2 1
≠

ϕ
−

ϕ
+

ϕ
−

ϕ
=

z
i

r r
z z

.

3. 
)

sin
(cos

))
sin

(cos
(

ϕ
+

ϕ
=

ϕ
+

ϕ
=

n
i

n
r

i
r

z
n

n
n

.

4.
1

,0
,

2
sin

2
cos

−
=

 
 

π
+

ϕ
+

π
+

ϕ
=

n
k

n
k

i
n

k
r

z
n

n
.

Тут  
)

sin
(cos

1
1

1
1

ϕ
+

ϕ
=

i
r

z
,

)
sin

(cos
,)

sin
(cos

2
2

2
2

ϕ
+

ϕ
=

ϕ
+

ϕ
=

i
r

z
i

r
z

.

П
оказникова
форма

1. 
)

(
2

1
2

1
2

1
ϕ+

ϕ
=

⋅
i

e
r

r
z

z
.

2. 
0

,
2

)
(

2 1

2 1
2

1
≠

=
ϕ−

ϕ
z

e
r r

z z
i

.

3. 
ϕ

=
ni

n
n

e
r

z
.

4. 
1

,0
, )

2
(

−
=

=
π

+
ϕ

n
k

e
r

z
n

k
i

n
n

.

Тут  
ϕ

ϕ
ϕ

=
=

=
i

i
i

er
z

e
r

z
e

r
z

,
,

2
1

2
2

1
1

.

О
сновні елементарні ф

ункції

С
тепенева ф

ункція
N

∈
+

=
n

yi
x

z
n

n
,

)
(

П
оказникова ф

ункція
)

sin
(cos

y
i

y
e

e
e

x
yi

x
z

+
=

=
+

Тригонометричні
ф
ункції

i e
e

z
e

e
z
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zi

zi
zi

2
sin

,
2

cos
−

−
−

=
+

=

z z
z

z z
z

sin
cos

,
cos
sin

=
=

ctg
tg

Гіперболічні
ф
ункції

2
,

2

z
z

z
z

e
e

z
e

e
z

−
−

−
=

+
=

sh
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z z
z

z z
z

sh ch
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ch sh
th

=
=

,
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П
родовж

ення т
аблиці 3.4

1
2

Інтегральна формула К
ош

і
∫

−
π

=
C

dz
z

z
z

f
i

z
f

0
0

)
(

2 1
)

(
,

де ф
ункція 

)
(z

f
 аналітична в області D

,
обмеж

еній кусково-гладким замкненим
контуром C

, і на самому контурі; 
D

z
∈0

,
контур C

 – додатно орієнтований.
Ф
ормула для обчислення

інтегралів
)

(
2

)
(

0
0

z
fi

dz
z

z
z

f

C

π
=

−
∫

Ф
ормула для похідної n

-го
порядку

∫
+

−
π

=
C

n
n

dz
z

z
z

f
i

n
z

f
1

0
0

)
(

)
(

)
(

2
!

)
(

Ф
ормула для обчислення

інтегралів
!

)
(

2
)

(
)

(
0

)
(

1
0

n
z

f
i

dz
z

z
z

f
n

C
n

π
=

−
∫

+

О
сновна теорема К

ош
і.

Я
кщ

о ф
ункція 

)
(z

f
 аналітична в однозв’язній області D

, обмеж
е-

ній контуром C
 і L

 – замкнений контур в D
, то

0
)

(
=

∫L

dz
z

f
.

Я
кщ

о ф
ункція 

)
(z

f
 неперервна в замкненій області 

C
D

D
+

=
, то

0
)

(
=

∫C

dz
z

f
.

У
загальнена теорема К

ош
і.

Я
кщ

о ф
ункція 

)
(z

f
 аналітична в многозв’язній області D

, обмеж
е-

ній контуром C
 і внутріш

німи по віднош
енню

 до нього контурами 
1 γ ,

k
γ

γ
,

,2 …
, і неперервна в замкненій області 

−
−

−
+

γ
+

+
γ

+
γ

+
+

=
k

C
D

D
…

2
1

,
де знаки верхніх індексів означаю

ть напрямки обходів, то
0

)
(1

=

∑ ∫=

−
+

γ
+

ki
i

C

dz
z

f
.

Таблиця 3.4 – Інтегрування функцій комплексної змінної

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

Інтеграл
від ф

ункції 
)

(z
f

w
=

вздовж
 кривої C

∫C

dz
z

f
)

(

Ф
ормули для обчислення інтегралів

1. Зведення до обчислення
криволінійних інтегралів
другого роду.

=
+

+
=∫

∫
)

()
(

)
(

dy
i

dx
vi

u
dz

z
f

C
C

dx
v

dy
u

i
dy

v
dx

u
C

C

+
+

−
=

∫
∫

,

де 
yi

x
z

+
=

, 
vi

u
z

f
+

=)
(

.

2. Зведення до обчислення
визначених інтегралів.

∫
∫

βα

′
=

dt
t

z
t

z
f

dz
z

f
C

)
(

)]
(

[
)

(
,

де 
)

(
,)

(
:

t
y

y
t

x
x

C
=

=
 або 

)
(

)
(

)
(

t
yi

t
x

t
z

+
=

,
початковій та кінцевій точкам дуги C

 відпо-
відаю

ть значення 
β

=
α

=
t

t
,

.

3. Ф
ормула

Н
ью

тона-Л
ейбніца.

)
(

)
(

)
(

)
(

0
1

10

10

z
z

z
dz

z
f

zz

zz
Φ

−
Φ

=
Φ

=
∫

,

де ф
ункція 

)
(z

f
 аналітична в області D

,
D

z
z

∈1
0 ,

, 
)

(z
Φ

 – первісна для ф
ункції 

)
(z

f
.

4. Ф
ормула

інтегрування частинами.
∫

∫
′

ϕ
−

ϕ
=

ϕ ′
10

10

10

)
(

)
(

)]
(

)
(

[
)

(
)

(
zz

zz

zz
dz

z
f

z
z

z
f

dz
z

z
f

,

де ф
ункції 

)
(

,)
(

z
z

f
ϕ

 аналітичні в однозв’яз-
ній області D

, 
D

z
z

∈1
0 ,

.

5. Ф
ормула

заміни змінної.

∫
∫

ϕ ′
ϕ

=
1

)
(

)]
(

[
)

(
C

C
dw

w
w

f
dz

z
f

,

де ф
ункція 

)
(z

f
w
=

 така, щ
о ф

ункція 
)

(w
z

ϕ
=

взаємно однозначно відображ
ає контур 

1
C

 в
площ

ині W
 на контур C

 в площ
ині Z

.
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аблиці 3.5

1
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∑ ∞=

+
−

=
+

1

1
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1(
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n
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n z
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<
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∑ ∞=
−

=
−

1
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<
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∑ ∞=
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−

=
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1
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1
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n

n
n

n z
z

arctg
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1
<

z
,

∑ ∞=

α
+

−
α

−
α

−
α

α
+

=
+

1
!

)1
(

)2
)(

1
(

1
)

1(
n

n
z

n
n

z
…
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1<

z
,

∑ ∞=
−

=
+

0
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)1
(

1
1

n

n
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z
  

1
<

z
,

∑ ∞=
=

−
0

,
1

1

n

n
z

z
  

1
<

z
.

Ряд Л
орана

для ф
ункції 

)
(z

f
, одно-

значної  і  аналітичної
в кільці 

R
z

z
r

<
−

<
0

∑
∑

∞=

∞=

−
−

+
−

=
0

0
1

0
)

(
)

(
)

(
n

n
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n
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n
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z
c

z
z

c
z

f
,

де 
…,

2
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,

)
(

)
(

2 1
1

0
±

±
=

−
π

=
∫Γ

+
n

dz
z

z
z

f
i

c
n

n

Таблиця 3.5 – Комплексні ряди

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

Числовий ряд
∑ ∞=

=
+

+
+

+
1

2
1

n
n

n
z

z
z

z
…

…
,

де  
n

n
n
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x

z
+

=
.

С
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∑ ∞=
=

+
+

+
+

+
0

2
2

1
0

n

n
n

n
n

z
c

z
c

z
c

z
c

c
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…

Ф
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1

lim
+

∞
→

=
n n

n
c c

R
,

n
n

n
c

R
1

lim
∞

→
=

Ряд Тейлора
для ф

ункції 
)

(z
f
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0 z
z
=

∑
∑
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∞=
−

=
−

=
0

0
0

)
(

0
0

)
(

!
)
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)
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)

(
n

n
n

n
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n
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z

n
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z

z
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z
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,
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0
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)
(

)
(
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1

0
=

−
π

=
∫Γ

+
n

dz
z

z
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f
i

c
n

n

Ф
ормули розкладу в ряд Тейлора елементарних ф

ункцій

∑ ∞=
=

0
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n

n
z

n z
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∞

+
<

z
,

∑ ∞=
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−

=
0

1
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∑ ∞=
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<
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∑ ∞=
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n
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∞
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<
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,
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§4. О
пераційне числення

Таблиця 4.1 – Таблиця зображ
ень основних функцій

О
ригінал 

)
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f
Зображ

ення 
)

(p
F

1
2

3

1
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p 1

2
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e
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p
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3
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p

4
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+
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7
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e
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β
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β
+
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+

β
p

8
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β
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β
+
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+
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p
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9
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−
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+

β
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t

e
t

β
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β
−
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+

α
+

p
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t
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!
+
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+

n
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13
at
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2
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2
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p
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2
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a
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Таблиця 3.6 – Л
иш

ки функцій та їх застосування

П
оняття або

співвіднош
ення,

щ
о визначаю

ться
Ф
ормула

1
2

Л
иш

ок ф
ункції 

)
(z

f
в особливій точці 

0 z

∫γ
π

=
dz

z
f

i
z

f
)

(
2 1

)
(

0
res

,

де контур γ
 – коло з центром у точці 

0 z
достатньо малого радіуса і такого, щ

об
коло 

не 
виходило 

за 
меж

і 
області

аналітичності ф
ункції 

)
(z

f
 і не містило

всередині інш
их особливих точок ф
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≤

≤
;

відносно осі O
y

∫
′

+
⋅

=
ba

y
dx

x
f

x
I

)
(

1
2

2

М
оменти інерції плоскої фігури D

 відносно координатних осей
,0

),
(

:
=

=
y

x
f

y
D

b
x

a
x

=
=

,
;

відносно осі O
x

∫
=

ba
x

dx
x

f
I

)
(

3 1
3

,0
),

(
:

=
=

y
x

f
y

D
b

x
a

x
=

=
,

;
відносно осі O

y
∫ = ba

y
dx

x
f

x
I

)
(

2

К
оординати центра ваги плоскої кривої l

∫ ∫

′
+

′
+

=
=

ba ba
y

c

dx
x

f

dx
x

f
x

M M
x

)
(

1

)
(

1

2 2

),
(

:
x

f
y

l
=

b
x

a
≤

≤

∫

∫

′
+

′
+

=
=

ba

ba
x

c

dx
x

f

dx
x

f
x

f

M M
y

)
(

1

)
(

1
)

(

2

2

К
оординати центра ваги плоскої фігури D∫ ∫

=
=

ba ba
y

c

dx
x

f

dx
x

f
x

M M
x

)
(

)
(

b
x

a
x

y
x

f
y

D
=

=
=

=
,

,0
),

(
:

∫ ∫
=

=
ba

ba
x

c

dx
x

f

dx
x

f

M M
y

)
(

2

)
( 2

Робота змінної сили 
)

(x
F

F
=

b
x

a
≤

≤
∫ = ba

dx
x

F
A

)
(
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§7. О
сновні формули інтегрального числення

ІV
. Н

евласні інтеграли

Н
евласні інтеграли І роду

Типи

(
)

;
(

)
;

b

a

f
x

dx
f

x
dx

+∞

−∞
∫

∫

(
)

(
)

(
)

,
c

c

f
x

dx
f

x
dx

f
x

dx
c

+∞
+∞

−∞
−∞

=
+

∈
∫

∫
∫

R

О
значення

(
)

lim
(

)
b

b
a

a

f
x

dx
f

x
dx

+∞

→
∞

=
∫

∫
, інтеграл збігається за умови

існування скінченної границі справа

О
бчислення

(
)

(
)

(
)

(
)

a
a

f
x

dx
F

x
F

F
a

+∞
+∞

=
=

+∞
−

∫
,

(
)

lim
(

)
x

F
F

x
→
+∞

+∞
=

,

(
)

F
x

 – первісна ф
ункції 

(
)

f
x

 на проміж
ку [

,
)

a
+
∞

О
знаки

порівняння

(
)

(1)
a

f
x

dx
+∞∫

           
(

)
(2)

a

g
x

dx
+∞∫

1) 0
(

)
(

)
[

,
)

f
x

g
x

x
a

≤
≤

∀
∈

+
∞

  а) інтеграл (2) збіж
ний      ⇒

  інтеграл (1) збіж
ний;

  б) інтеграл (1) розбіж
ний  ⇒

  інтеграл (2) розбіж
ний;

2) 
(

)
0,

(
)

0
[

,
)

f
x

g
x

x
a

>
>

∀
∈

+
∞

  
(

)
lim

0
(

)
x

f
x

A
g

x
→
+∞

∃
=

>
⇒

  інтеграли (1), (2) обидва

збігаю
ться або обидва розбігаю

ться
Інтеграл для
порівняння

1

збігається,якщ
о

1,
розбігається,якщ

о
1.

p

p
dx

p
x

+∞
>


−


≤


∫

(
)

f
x

 – знакозмінна ф
ункція на проміж

ку [
,

)
a
+
∞

Д
остатня ознака
порівняння

(
)

(1)
a

f
x

dx
+∞∫

           
(

)
(2)

a

f
x

dx
+∞∫

інтеграл (2) збігається  ⇒
  інтеграл (1) збігається

А
бсолю

тно
збіж

ний
інтеграл

(
)

a

f
x

dx
+∞∫

 – абсолю
тно збіж

ний,

якщ
о 

(
)

a

f
x

dx
+∞∫

 – збіж
ний

У
мовно

збіж
ний

інтеграл

(
)

a

f
x

dx
+∞∫

 – умовно збіж
ний,

якщ
о 

(
)

a

f
x

dx
+∞∫

 – розбіж
ний, а 

(
)

a

f
x

dx
+∞∫

 – збіж
ний

Н
евласні інтеграли ІІ роду

Типи

(
)

ba

f
x

dx
∫

, x
a

=
 – особлива точка ф

ункції 
(

)
f

x
,

lim
(

)
x

a
f

x
→

=
∞

;

(
)

ba

f
x

dx
∫

, x
b

=
 – особлива точка ф

ункції 
(

)
f

x
,

lim
(

)
x

b
f

x
→

=
∞

;

(
)

(
)

(
)

b
c

b

a
a

c

f
x

dx
f

x
dx

f
x

dx
=

+
∫

∫
∫

, x
c

=
, a

c
b

<
<

 –

особлива точка ф
ункції 

(
)

f
x

, lim
(

)
x

c f
x

→
=
∞

О
значення

0
(

)
lim

(
)

b
b

a
a

f
x

dx
f

x
dx

ε→
+

+ε

=
∫

∫
, де x

a
=

 – особлива точка

ф
ункції 

(
)

f
x

. Інтеграл збігається за умови існування
скінченної границі справа

О
бчислення

0
(

)
(

)
(

)
(

0)
b

ba
a

f
x

dx
F

x
F

b
F

a
+

=
=

−
+

∫
,

0
(

0)
lim

(
)

x
a

F
a

F
x

→
+

+
=

,

(
)

F
x

 – первісна ф
ункції 

(
)

f
x

 на проміж
ку (

,
]

a
b

,
x

a
=

 – особлива точка ф
ункції 

(
)

f
x
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§8. О
сновні ф

орм
ули елем

ент
арної м

ат
ем

ат
ики

8.1 А
лгебраїчні ф

ункції

8.1.1 В
ласт

ивост
і ст

епенів
Д
ля будь-яких 

y
x,

 та додатних a
, b

 маю
ть місце такі рівності:

1
0
=

a
;

x
x

x
b

a
ab

=
)

(
;

y
x

y
x

a
a

a
+

=
⋅

;
x x

x

b a
b a

=
 

 
;

y
x

y
x

a
a

a
−

=
:

;
x

x

a
a

1
=

−
.

y
x

y
x

a
a

=
)

(
;

8.1.2 М
ногочлени
Д
ля будь-яких 

c
b

a
,

,
 маю

ть місце такі рівності:

)
()

(
2

2
b

a
b

a
b

a
+

−
=

−
;2

2
2

2
)

(
b

ab
a

b
a

+
+

=
+

;2
2

2
2

)
(

b
ab

a
b

a
+

−
=

−
;

3
2

2
3

3
3

3
)

(
b

ab
b

a
a

b
a

+
+

+
=

+
;3

2
2

3
3

3
3

)
(

b
ab

b
a

a
b

a
−

+
−

=
−

;

)
()

(
2

2
3

3
b

ab
a

b
a

b
a

+
−

+
=

+
;)

()
(

2
2

3
3

b
ab

a
b

a
b

a
+

+
−

=
−

;)
()

(
2

1
2

x
x

x
x

a
c

bx
ax

−
−

=
+

+
,

де 
2

1 ,x
x

 – корені рівняння 
0

2
=

+
+

c
x

b
x

a
,   

a
ac

b
b

x
2

4
2

2,
1

−
±

−
=

.

Д
ля 

N
∈

n

)
()

(
1

2
2

3
2

1
−

−
−

−
−

+
+

+
+

+
−

=
−

n
n

n
n

n
n

n
b

ab
b

a
b

a
a

b
a

b
a

…
.

§8. О
сновні форм

ули елементарної математики

О
знаки

порівняння

(
)

(1)
ba

f
x

dx
∫

           
(

)
(2)

ba g
x

dx
∫

,

точка x
a

=
 – особлива точка ф

ункцій 
(

)
f

x
 та 

(
)

g
x

1) 0
(

)
(

)
(

,
]

f
x

g
x

x
a

b
≤

≤
∀
∈

  а) інтеграл (2) збіж
ний      ⇒

  інтеграл (1) збіж
ний;

  б) інтеграл (1) розбіж
ний  ⇒

  інтеграл (2) розбіж
ний;

2) 
(

)
0,

(
)

0
(

,
]

f
x

g
x

x
a

b
>

>
∀
∈

  
(

)
lim

0
(

)
x

a

f
x

A
g

x
→

∃
=

>
⇒

  інтеграли (1), (2) обидва

збіж
ні або обидва розбіж

ні

Інтеграл для
порівняння

10

збігається,якщ
о

1,
розбігається,якщ

о
1.

p

p
dx

p
x

<


−


≥


∫
(

)
f

x
 – знакозмінна ф

ункція на проміж
ку (

,
]

a
b

,
x

a
=

 – особлива точка ф
ункції 

(
)

f
x

Д
остатня ознака
збіж

ності
(

)
(1)

ba

f
x

dx
∫

           
(

)
(2)

ba

f
x

dx
∫

інтеграл (2) збігається  ⇒
  інтеграл (1) збігається

А
бсолю

тно
збіж

ний
інтеграл

(
)

ba

f
x

dx
∫

 – абсолю
тно збіж

ний,

якщ
о 

(
)

ba

f
x

dx
∫

 – збіж
ний

У
мовно

збіж
ний

інтеграл

(
)

ba

f
x

dx
∫

 – умовно збіж
ний,

якщ
о 

(
)

ba

f
x

dx
∫

 – розбіж
ний, а 

(
)

ba

f
x

dx
∫

 – збіж
ний



543
542

Глава 6. Д
овідковий матеріал

y
x

y
x

y
x

sin
sin

cos
cos

)
(

cos
−

=
+

;

y
x

y
x

y
x

sin
sin

cos
cos

)
(

cos
+

=
−

;

y
x

y
x

y
x

tg
tg

tg
tg

tg
−

+
=

+
1

)
(

;
y

x
y

x
y

x
ctg

ctg
ctg

ctg
ctg

+
−

=
+

1
)

(
;

y
x

y
x

y
x

tg
tg

tg
tg

tg
+

−
=

−
1

)
(

;
x

y
y

x
y

x
ctg

ctg
ctg

ctg
ctg

−
+

=
−

1
)

(
.

8.2.3 Ф
орм

ули подвійного аргум
ент

у
x

x
x

cos
sin

2
2

sin
=

;

x
x

x
x

x
2

2
2

2
sin

2
1

1
cos

2
sin

cos
2

cos
−

=
−

=
−

=
;

x x
x

2
tg tg

2
tg

−
=

1
2

;
x

x
x

ctg
2 ctg

ctg
2

1
2

−
=

.

8.2.4 Ф
орм

ули половинного аргум
ент

у

2 cos
1

2
sin

2
x

x
−

=
;

2 cos
1

2
cos 2

x
x

+
=

;

x x
x

cos
1

cos
1

2
2

+ −
=

tg
;

x x
x

cos
1

cos
1

2
2

− +
=

ctg
;

x
x

x
x

x
sin cos

1
cos

1
sin

2
−

=
+

=
tg

;
x

x
x

x
x

sin cos
1

cos
1

sin
2

+
=

−
=

ctg
.

8.2.5 Ф
орм

ули зниж
ення ст

епеня

2
2

cos
1

sin
2

x
x

−
=

;
2

2
cos

1
cos 2

x
x

+
=

.

8.2.6 Ф
орм

ули перет
ворення сум

и в добут
ок

2
cos

2
sin

2
sin

sin
y

x
y

x
y

x
−

+
=

+
;

2
sin

2
cos

2
sin

sin
y

x
y

x
y

x
−

+
=

−
;

§8. О
сновні форм

ули елементарної математики

Я
кщ

о n
 – парне,

)
()

(
1

2
2

3
2

1
−

−
−

−
−

−
+

−
+

−
+

=
−

n
n

n
n

n
n

n
b

ab
b

a
b

a
a

b
a

b
a

…
.

Я
кщ

о n
 – непарне,

)
()

(
1

2
2

3
2

1
−

−
−

−
−

+
−

−
+

−
+

=
+

n
n

n
n

n
n

n
b

ab
b

a
b

a
a

b
a

b
a

…
.

8.1.3 В
ласт

ивост
і ариф

м
ет

ичних коренів
Д
ля будь-яких натуральних n

, k
, більш

их одиниці, та будь-яких не-
від’ємних a

, b
 маю

ть місце такі рівності:
n

n
n

b
a

ab
⋅

=
;

(
)

(
)0

≥
=

a
a

a
n

n
;

(
)0

≠
=

b
b a

b a
n n

n
;

,
n

n
b

a
<

якщ
о 

b
a
<

≤
0

;

(
)

n
k

k
n

a
a

=
;

  
<

−
≥

=
=

;0
при

,0
при

a a
a a

a
a

2

nk
n

k
a

a
=

;
a

a
n

n
=

2
2

;
kn

k
n

a
a
=

;
(

)0
1

2
1

2
≥

−
=

−
+

+
a

a
a

n
n

.

8.2 Тригоном
ет

ричні ф
ункції

(У
 всіх формулах, наведених ниж

че, слід враховувати
область припустимих значень лівої та правої частин формул)

8.2.1 С
піввіднош

ення м
іж

 т
ригоном

ет
ричним

и ф
ункціям

и
одного і т

ого ж
 аргум

ент
у

1
cos

sin
2

2
=

+
x

x
;

1
=

⋅
x

x
ctg

tg
;

 
x x

x
cos
sin

=
tg

;
x

x
2

cos 1
=

+
2

tg
1

;

x x
x

sin
cos

=
ctg

;
x

x
2

sin 1
=

+
2

ctg
1

.

8.2.2 Ф
орм

ули додавання
y

x
y

x
y

x
sin

cos
cos

sin
)

(
sin

+
=

+
;y

x
y

x
y

x
sin

cos
cos

sin
)

(
sin

−
=

−
;
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8.2.9 Ф
орм

ули зведення

Н
азва функції не зміню

ється 
Н
азва функції зміню

ється на подібну 

u
 

α
−

 
α

−
π

 
α

+
π

 
α

−
π2

 
α

+
π2

 
α

−
π2 3

 
α

+
π2 3

 

sin 
α

−sin
 

α
sin

 
α

−sin
 

α
cos

 
α

cos
 

α
−cos

 
α

−cos
 

cos 
α

cos
 

α
−cos

 
α

−cos
 

α
sin

 
α

−sin
 

α
−sin

 
α

sin
 

tg
 

α
−tg

 
α

−tg
 

α
tg

 
α

ctg
 

α
−ctg

 
α

ctg
 

α
−ctg

 
ctg 

α
−ctg

 
α

−ctg
 

α
ctg

 
α

tg
 

α
−tg

 
α

tg
 

α
−tg

 

8.2.10 Значення т
ригоном

ет
ричних ф

ункцій

Значення кута α
Ф
у
н
к
ц
ії

град
рад

sinα
cosα

tgα
ctgα

0
0

0
0

1
0

∞

0
30

6 π
12

32
3

1
3

3
=

3

0
45

4 π
22

22
1

1

0
60

3 π
32

12
3

3
1

3
3

=

0
90

2 π
1

0
∞

0

0
180

π
0

1−
0

∞

0
270

32 π
1−

0
∞

0

0
360

2π
0

1
0

∞

8.2.11 В
ласт

ивост
і обернених т

ригоном
ет

ричних ф
ункцій

1
,

arcsin
)

(
arcsin

≤
−

=
−

a
a

a
;

1
,

arccos
)

(
arccos

≤
−

π
=

−
a

a
a

;
,

)
(

a
a

arctg
arctg

−
=

−
R

∈
a

;
,

)
(

a
a

arcctg
arcctg

−
π

=
−

R
∈

a
;

       
1

,
2

arccos
arcsin

≤
π

=
+

a
a

a
;

       
,

2 π
=

+
a

a
arcctg

arctg
 

R
∈

a
.
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2
cos

2
cos

2
cos

cos
y

x
y

x
y

x
−

+
=

+
;

2
sin

2
sin

2
cos

cos
y

x
y

x
y

x
−

+
−

=
−

;

= 
 

−
π

=
+

x
x

x
4

cos
2

sin
cos

 
 

+
π

x
4

sin
2

;

= 
 

−
π

=
−

x
x

x
4

sin
2

sin
cos

 
 

+
π

x
4

cos
2

.

y
x

y
x

y
x

cos
cos

)
(

sin
+

=
+

tg
tg

;
y

x
y

x
y

x
sin

sin
)

(
sin

+
=

+
ctg

ctg
;

y
x

y
x

y
x

cos
cos

)
(

sin
−

=
−

tg
tg

;
y

x
y

x
y

x
sin

sin
)

(
sin

−
−

=
−

ctg
ctg

.

8.2.7 Ф
орм

ули перет
ворення добут

ку в сум
у

))
cos(

)
(cos(

2 1
sin

sin
y

x
y

x
y

x
+

−
−

=
;

))
cos(

)
(cos(

2 1
cos

cos
y

x
y

x
y

x
+

+
−

=
;

))
sin(

)
(sin(

2 1
cos

sin
y

x
y

x
y

x
+

+
−

=
.

8.2.8 В
ираж

ення т
ригоном

ет
ричних ф

ункцій через т
ангенс

половинного кут
а2

1

2
2

sin
x x

x
2

tg tg

+
=

;

2
1

2
1

cos
x x

x
2 2

tg tg

+ −
=

;

2
1

2
2

x x

x
2

tg tg
tg

−
=

;

2
2

2
1

x x

x
tg tg

ctg
2

−
=

.
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0
7

. Ф
ормула переходу до нової основи логарифма :

a x
x

b b
a

log
log

log
=

,   
0

>
x

, 
R

∈b
, 

0
>

b
, 

1
≠

b
.

Зокрема,

a
b

b
a

log 1
log

=
;     

1
log

log
=

⋅
a

b
b

a
.

8.4 П
рогресії

А
рифметична прогресія

Геометрична прогресія

d
a

a
n

n
+

=
−1

,   
2

n
≥

де d
 – різниця прогресії

q
b

b
n

n
1−

=
,  

2
n
≥

де q
 – знаменник прогресії

Ф
ормула n

-го члена
d

n
a

a
n

)1
(

1
−

+
=

…,
2,

1
=

n

1
1

−
=

n
n

q
b

b
…,

2,
1

=
n

Ф
ормула суми перш

их n
 членів

n
a

a
S

n
n

2
1 +

=
1

,
1 11

≠
− −

=
q

q q
b

S
n

n

Ф
ормула для різниці

Ф
ормула для знаменника

1 ,
2

n
n

d
a

a
n

−
=

−
≥

1−
=

n n

b b
q

,  
2

n
≥

Сума натуральних чисел
від 1 до n

Сума нескінченно спадної
геометричної прогресії

2
)1

(
+

=
n

n
S

q
b

S
−

=1
1

,  |
|

1
q
<

8.5 О
сновні ф

орм
ули ком

бінат
орики. Б

іном
 Н
ью

т
она

Ч
исло перест

ановок з n
 елементів знаходяться за формулою

!
)1

(
2

1
n

n
n

n
=

−
⋅

⋅
⋅

=
…

P
,       

1
!0=

.

Число розміщ
ень з n

 елементів  по m
 елементів знаходяться за формулою

!)
(

!
))

1
(

(
)1

(
m

n
n

m
n

n
n

mn
−

=
−

−
−

=
…

A
.

§8. О
сновні форм

ули елементарної математики

8.2.12  Розв’язки найпрост
іш
их т

ригоном
ет

ричних рівнянь

О
крем

і  розв’язки  т
ригоном

ет
ричних  рівнянь

=
0

sin
x

 ⇔
      

Z
∈

π
=

n
n

x
,

,

±
=

1
sin

x
⇔

      
Z

∈
π

+
π

±
=

n
n

x
,

2
2

,

=
0

cosx
 ⇔

      
Z

∈
π

+
π

=
n

n
x

,
2

,

=
1

cosx
 ⇔

      
Z

∈
π

=
n

n
x

,
2

,

−
=

1
cosx

 ⇔
     

Z
∈

π
+

π
=

n
n

x
,

2
.

8.3 В
ласт

ивост
і логариф

м
ів

01
. О

сновна логарифмічна тотож
ність :

x
a

a
x

log
=

,   
0

>
x

,  
1

,0
≠

>
a

a
.

0
2

. Л
огарифм основи дорівню

є одиниці :

1
log

=
a

a
.

03
. Л

огарифм одиниці дорівню
є нулю

 :

0
1

log
=

a
.

04
. Ф

ормула для логарифма добутку :

2
1

2
1

log
log

)
(

log
x

x
x

x
a

a
a

+
=

,   
0

1
>

x
, 

0
2
>

x
.

05
. Ф

ормула для логарифма частки :

2
1

2 1
log

log
log

x
x

x x
a

a
a

−
=

,   
0

1
>

x
, 

0
2
>

x
.

06
. Ф

ормула для логарифма степеня :

x
p

x
a

p
a

log
log

=
,   

0
>

x
, 

R
∈

p
.

Рівняння
Розв’язки рівняння

1
,

sin
≤

=
a

a
x

Z
∈

π
+

−
=

n
n

a
x

n
,

arcsin
)1

(
1

,
cos

≤
=

a
a

x
Z

∈
π

+
±

=
n

n
a

x
,

2
arccos

a
x
=

tg
,   

R
∈

a
n

a
x

π
+

=
arctg

, 
Z

∈
n

a
x
=

ctg
,  

R
∈

a
n

a
x

π
+

=
arcctg

, 
Z

∈
n
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П
означення
величини

Числове
значення

П
означення
величини

Числове
значення

π
3,14159

e
2,71828

π2
6,28318

e
1

0,36788
2

π
1,57080

2
e

7,38906
3

π
1,04720

e
1,64872

4
π

0,78540
e

lg
0,43429

6
π

0,52360
10

ln
2,30258

π
1

0,31831
1 радіан

54
71

57
′′

′
o

2
π

9,86960
o

1
(град)

0,0174 (рад)

π
1,77245

2
1,41421

3
π

1,46459
3

1,73205

Число комбінацій з n
 елементів  по m

 елементів знаходяться за формулою

m m
n

n
n

m mn
mn

⋅
⋅

⋅
−

−
−

=
=

…
…2

1
))

1
(

(
)1

(
P A

C

або

!)
(!

!
m

n
m

n
mn

−
=

C
,      

1
0
=

=
n

nn
C

C
.

Власт
ивост

і комбінацій:
m

nn
mn

−
=

C
C

;
     

11
1

++
+
=

+
mn

mn
mn

C
C

C
.

Ф
ормула бінома Н

ью
т
она має вигляд

+
+

=
=

+
−

=

−
∑

b
a

a
b

a
b

a
n

n
n

n
m

m
m

n
mn

n
1

1
0

0
)

(
C

C
 

C
n

n
nn

n
nn

b
ba

C
C

+
+

−
−

1
1

…
,

де  
!)

(!
!

m
n

m
n

mn
−

=
C

 – число  комбінацій  з  n
  елементів  по  m

  елементів; 
N

∈
n

.

Сума біноміальних коефіцієнтів 
n

m

mn
2

0
=

∑=
 

C
n

.

8.6 Ч
ислові значення деяких величин

С
ЛО

В
Н
И
К КЛЮ

Ч
О
В
И
Х С

ЛІВ

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

абсолю
тний

абсолю
тны

й
absolute

абсциса
абсцисса

abscissa, x–coordinate

адитивність
аддитивность

additivity

аксіома
аксиома

axiom

алгебраїчний
алгебраический

algebraic

аналіз;
математичний аналіз;
гармонічний аналіз

анализ;
математический анализ;
гармонический анализ

analysis;
calculus;
harm

onic analysis

аналізувати
анализировать

analyse

аналітичність
аналитичность

analyticity

аналітичний
аналитический

analytical

апліката
аппликата

z-coordinate

аргумент
аргумент

argum
ent,

independent variable

арксинус
арксинус

arcsine

арктангенс
арктангенс

arctangent

асимптота
асимптота

asym
ptote

астроїда
астроида

astroid

бета-ф
ункція

бета-ф
ункция

beta-function

біном
бином

binom
ial

біном Н
ью

тона
бином Н

ью
тона

binom
ial form

ula

будь-який, усякий
лю

бой
any, arbitrary

варіація
вариация

variation

вгнутий
вогнуты

й
concavity

вгнутість
вогнутость

concave
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

вищ
евикладений;

вищ
евказаний;

вищ
едоведений;

вищ
езгаданий;

вищ
енаведений;

вищ
еописаний

вы
ш
еизлож

енны
й;

вы
ш
еуказанны

й;
вы

ш
едоказанны

й;
вы

ш
еупомянуты

й;

вы
ш
еприведенны

й;

вы
ш
еописанны

й

stated above;
above-m

entioned;
proved above;
above-cited,
above-m

entioned;
foregoing,
above-m

entioned;
described above

вищ
ий

вы
сш

ий
higher

від’ємний
отрицательны

й
negative

від’ємник;
віднімання;
віднімати;
відняти

вы
читаемое;

вы
читание;

вы
читать;

вы
честь

subtrahend;
subtraction, deduction;
subtract, deduct;
subtract

відновити
восстановить

restore, reestablish

віднош
ення

отнош
ение

ratio, quotient, relation

відповідність;
у відповідності

соответствие;
в соответствии

correspondence;
accordingly

відповідь
ответ

answ
er, reply, response

відрізок
отрезок

segm
ent, closed interval

відстань
расстояние

distance, space

відтворю
вати

воспроизводить
reproduce

вісь
ось

axis

вказівка
указание

indication

вклю
чно

вклю
чительно

inclusively

власний
собственны

й
characteristic

внаслідок
вследствие

so that, on account of

вперш
е

впервы
е

first, for the first tim
e

вправо, праворуч
вправо

to the right

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

С
ловник клю

чових слів

В
ейєрш

трас
В
ейерш

трасс
W

eierstrass

величина
величина

quantity, size

верхній
верхний

upper, top

верхня меж
а;

верхня грань
верхняя граница;
верхняя грань

upper bound;
suprem

um

взагалі
вообщ

е
in general, generally

взаємно однозначна
відповідність

взаимно однозначное
соответствие

one-to-one correspondence

вигляд;
у вигляді;
явний вигляд

вид;
в виде;
явны

й вид

aspect, form
, view

;
in the form

, as;
explicit form

використання;
повторне
використання

использование;
повторное
использование

use, utilization;

reuse, reusing

вимагати
требовать

is required

вимірність
размерность

dim
ension

вимірю
вання, вимір;

число вимірів
измерение;
число измерений

m
easurem

ent, dim
ension;

dim
ension

виняток;
за винятком

исклю
чение;

за исклю
чением

exclusion, exception;
w

ith the exception of

вираз
вы

раж
ение

expression

висновок;
робити висновок

вы
вод;

делать вы
вод

conclusion;
draw

 a conclusion

виходити;
вихідний, початковий;
вихідне рівняння;
вихідні дані;
вихідна формула;
виходячи

исходить;
исходны

й;
исходное уравнение;
исходны

е данны
е;

исходная формула;
исходя

com
e from

, start from
;

initial, original, input;
input equation;
input data;
assum

ption form
ula;

starting from
, beginning

from
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

дивергенція
дивергенция

divergence

диференціал;
диференцію

вання;
диференцію

вати;
диференційовність;
диференційовний

дифференциал;
дифференцирование;
дифференцировать;
дифференцируемость;
дифференцируемы

й

differential;
differentiation, derivation;
differentiate, distinguish;
differentiability;
differentiable, differentiated

діагональ
диагональ

diagonal

діаметр
диаметр

diam
eter

дійсний
действительны

й
real, true

дійсно
действительно

really, in fact

ділене
делимое

dividend

ділення
деление

division

діло
дело

business, m
atter, case

дільник
делитель

divisor

Д
іріхле

Д
ирихле

D
irichlet

добування кореня
извлечение корня

taking the root

добуток
произведение

product, com
position

доведемо;
доведений;
доведення;
доводити

докаж
ем;

доказанны
й;

доказательство;
доказы

вать

w
e shell prove, let us prove;

proved;
proof, dem

onstration;
prove, dem

onstrate

довизначити
доопределить

define, determ
ine

довідковий
справочны

й
reference

довільний
произвольны

й
arbitrary

додавання
прибавление

addition, supplem
ent

доданок
слагаемое

addend

додаток
прилож

ение
application, supplem

ent

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

враховувати
учиты

вать
consider

вронскіан
вронскиан

w
ronskian

всередині;
рівномірно збігається
всередині D

внутри;
равномерно сходится
внутри D

in, inside, subsets of;
uniform

ly convergent on
com

pact subsets of D

вступ
введение

introduction

гамма-ф
ункція

гамма-ф
ункция

gam
m

a-function

гармонічний
гармонический

harm
onic

геометричний
геометрический

geom
etric

гіперболічний
гиперболический

hyperbolic

гладкий
гладкий

sm
ooth, differentiable

головний;
головним чином;
головна частина

главны
й;

главны
м образом;

главная часть

principal, essential, m
ain;

chiefly, m
ainly;

principal part

градієнт
градиент

gradient

границя;
граничний перехід

предел;
предельны

й переход
lim

it;
passage to the lim

it

громіздкий
громоздкий

cum
bersom

e, bulky

груба помилка
грубая ош

ибка
gross error

давати
давать

give

Д
аламбер

Д
аламбер

d’A
lem

bert

двічі
дваж

ды
tw

ice

двовимірний
двумерны

й
tw

o-dim
ensional

двократний
двукратны

й
repeated, double

двопорож
нинний

двуполостны
й

tw
o-sheeted

Д
екарт

Д
екарт

D
escartes

декартів
декартов

C
artesian

С
ловник клю

чових слів
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

закінчувати
заканчивать

finish, com
plete

закривати
закры

вать
close, shut

залеж
ність

зависимость
dependence, relation

залиш
ковий

остаточны
й

residual, rem
ainder

залиш
ковий член

остаточны
й член

rem
ainder form

заміна;
заміна змінних

замена;
замена переменны

х
substitution, change;
change of variables

замкнений
замкнуты

й
closed, isolated

занумерувати
занумеровать

num
ber, index

запис
запись

notation, listing, w
riting

застосування
применение

application

застосування, додаток
прилож

ение
application, supplem

ent

зафіксувати
зафиксировать

fix, settle

збільш
увати

увеличивать
increase

звичайний;
звичайне
диференціальне
рівняння

обы
кновенны

й;
обы

кновенное
дифференциальное
уравнение

ordinary, usual;
ordinary
differential
equation

зводити;
зводячи подібні
члени

приводить;
приводя подобны

е
члены

reduce, bring, perform
;

collecting sim
ilar

term
s

згортка
свертка

convolution, fold

згрупувати
сгруппировать

group, arrange into group

зліва, ліворуч
слева

from
 the left

зменш
уване

уменьш
аемое

m
inuend

зменш
увати

уменьш
ать

reduce

зміна
изменение

change, variation

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

С
ловник клю

чових слів

доповнення до повного
квадрата

дополнение до полного
квадрата

com
pleting the square

допоміж
не твердж

ення
вспомогательное
утверж

дение
lem

m
a

допоміж
ний

вспомогательны
й

auxiliary, subsidiary

дослідж
ення

исследование
investigation, research

достатньо;
достатність

достаточно;
достаточность

sufficiently, enough;
sufficiency

досягати
достигать

reach, achieve, attain

дріб;
найпростіш

ий дріб;
похідна дробу;
раціональний дріб;
правильний дріб

дробь;
простейш

ая дробь;
производная дроби;
рациональная дробь;
правильная дробь

fraction, quotient;
partial fraction;
derivative of a quotient;
rational fraction;
proper fraction

дробово-раціональний
дробно-рациональны

й
rational, bilinear,
linear fractional

другий
другой

second

дуж
ка

скобка
parenthesis, brace

еліпс
эллипс

ellipse

еліпсоїд
эллипсоид

ellipsoid

єдиність
единственность

uniqueness

загальний;
загальна сума

общ
ий;

общ
ая сумма

com
m

on, general, total;
sum

 total

задавати;
завдання, задання;
задання кривих у
параметричній формі

задавать;
задание;
задание кривы

х в
параметрической форме

set, assign, give;
task, job, representation;
param

etric
representation of curves

заданий;
задамо

заданны
й;

зададим
given, defined;
let us give

задача
задача

problem
, task
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

інтеграл;
інтегрування;
інтегрування
частинами;
інтегрувати;
інтегровний;
інтегровність

интеграл;
интегрирование;
интегрирование
по частям;
интегрировать;
интегрируемы

й;
интегрируемость

integral;
integration;
integration
by parts;
integrate;
integrable;
integrality

інтервал
интервал

interval

інтерпретувати
интерпретировать

interpret

ірраціональність
иррациональность

irrationality

істотно особлива точка
сущ

ественно особая
точка

essential singularity

квадрант
квадрант

quadrant

квадрат;
у квадраті;
повний квадрат;
квадратний;
квадратне рівняння

квадрат;
в квадрате;
полны

й квадрат;
квадратны

й;
квадратное уравнение

square;
squared;
perfect square;
square, quadratic;
quadratic equation

кількість
количество

am
ount, quantity, num

ber

класифікація
классификация

classification

коло
окруж

ность
circle

комбінаторика
комбинаторика

com
binatorial analysis

комбінація, сполучення
сочетание

com
bination, set

комплексний
комплексны

й
com

plex

корінь;
знак кореня;
квадратний корінь;
кубічний корінь;
корінь рівняння

корень;
знак корня;
квадратны

й корень;
кубический корень;
корень уравнения

root, radical;
radical sign;
square root;
cube root;
solution of an equation, root
of an equation

коротко
коротко

briefly

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

С
ловник клю

чових слів

змінна
переменная

variable, argum
ent

зміст
содерж

ание
contents

знакододатний
знакополож

ительны
й

of positive term
s

знакододатний
ряд

знакополож
ительны

й
ряд

series of positive
term

s

знакозмінний
знакопеременны

й
w

ith alternating signs

знакопочереж
ний,

знакопереміж
ний

знакочередую
щ
ийся

alternating in sign

знакопочереж
ний

ряд
знакочередую

щ
ийся

ряд
alternating
series

знакосталий
знакопостоянны

й
of constant signs

знаменник;
загальний знаменник

знаменатель;
общ

ий знаменатель
denom

inator;
com

m
on denom

inator

знаходж
ення

нахож
дение

determ
ination, finding

значення;
мати значення;
власне значення

значение;
иметь значение;
собственное значение

value, significance;
to m

ean;
eigenvalue

зображ
ення

изображ
ение

representation, transform

зображ
ення Л

апласа
изображ

ение Л
апласа

Laplase transform

зобразити
изобразить

represent

зростання;
зростати;
зростаю

чий

возрастание;
возрастать;
возрастаю

щ
ий

increase, rise, grow
th;

increase, grow
, ascend;

increasing, grow
ing,

accelerating, ascending

інваріантність
инвариантность

invariance

індекс;
верхній індекс;
ниж

ній індекс

индекс;
верхний индекс;
ниж

ний индекс

index;
superscript;
subscript

індукція
индукция

induction, displacem
ent
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

Л
іувілль

Л
иувилль

Liouville

логарифм;
логарифмування

логарифм;
логарифмирование

logarithm
;

taking the logarithm

локальний
локальны

й
local

Л
опіталь

Л
опиталь

L’H
ospital

лиш
ок

вы
чет

residue

маж
орантний

маж
орантны

й
m

ajorizing, m
ajorant

маж
оровний

маж
орируемы

й
m

ajorized, m
ajorizable

максимум
максимум

m
axim

um
, peak

мала;
нескінченно мала

малая;
бесконечно малая

sm
all quantity;

infinitesim
al

математика;
математичний

математика;
математический

m
athem

atics;
m

athem
atical

мати;
мати справу;
мати значення;
мати місце;
мати на увазі

иметь;
иметь дело;
иметь значение;
иметь место;
иметь в виду

have;
deal, have to do(w

ith);
m

ean, have m
eaning;

occur, take place;
keep in m

ind

метод
метод

m
ethod

мінімум
минимум

m
inim

um

міш
аний

смеш
анны

й
m

ixed, com
pound

многочлен
многочлен

polynom
ial

множ
ник;

розкладання на
множ

ники

множ
итель;

разлож
ение на

множ
ители

factor, m
ultiplier;

factorization

монотонний
монотонны

й
m

onotone

наближ
ений

приближ
енны

й
approxim

ate

навколо
вокруг

around, round

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

кратний
кратны

й
m

ultiple, divisible

кратність
кратность

m
ultiplicity

крива
кривая

curve

криволінійний;
криволінійний
інтеграл

криволинейны
й;

криволинейны
й

интеграл

curvilinear;
line integral

критерій
критерий

criterion

критичний
критический

critical

круг
круг

circle, disk

куля
ш
ар

ball, solid sphere

кусково-гладкий
кусочно-гладкий

piecew
ise sm

ooth

кусково-неперервний
кусочно-непреры

вны
й

piecew
ise continuous

кусково-сталий;
кусково-стала
ф
ункція

кусочно-постоянны
й;

кусочно-постоянная
ф
ункция

piecew
ise constant;

step function

кут
угол

angle, corner

Л
агранж

;
теорема Л

агранж
а

Л
агранж

;
теорема Л

агранж
а

Lagrange;
Lagrange’s theorem

ланцю
гова лінія

цепная линия
catenary

лемніската
лемниската

lem
niscate

лист;
лист М

ебіуса;
декартів лист

лист;
лист М

ебиуса;
декартов лист

sheet, leaf;
M

öbius band;
folium

 of D
escartes

лінійний
линейны

й
linear, arcw

ise

лінійно незалеж
ний

розв`язок
линейно независимое
реш

ение
linearly independent
solution

лінія;
лінія рівня

линия;
линия уровня

line;
level line, level curve

С
ловник клю

чових слів
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

нескінченно
бесконечно

infinitely

нескінченно віддалена
точка

бесконечно удаленная
точка

point at infinite

нескінченно малі
бесконечно малы

е
infinitesim

al

неспадаю
чий

неубы
ваю

щ
ий

nondecreasing

неявний
неявны

й
im

plicit

ниж
ня грань

ниж
няя грань

low
er bound, infim

um

нуль
нуль

zero, origin

Н
ью

тон
Н
ью

тон
N

ew
ton

об`єм
объём

volum
e

обвідна
огибаю

щ
ая

envelope

обгрунтування
обоснование

proof, basis, justification

обернений, зворотний;
обернене
перетворення;
обертатися;
перетворю

ватися в
нуль;
обернення;
формули обертання

обратны
й;

обратное
преобразование;
обращ

аться;
обращ

аться в нуль;

обращ
ение;

формулы
 обращ

ения

inverse, reciprocal;
inverse
transform

ation;
reduce to revert, turn;
vanish;

conversion, inversion;
inversion form

ula

область;
область визначення;
область значень

область;
область определения;
область значений

dom
ain, region, range;

dom
ain of definition;

range of values

обмеж
ений;

обмеж
ений зверху;

обмеж
ений знизу

ограниченны
й;

ограниченны
й сверху;

ограниченны
й снизу

bounded, lim
ited;

bounded above;
bounded below

обчислення;
обчислю

вати
вы

числение;
вы

числять
calculation, com

putation;
calculate, com

pute

одиниця
единица

unit, identity

одиничне коло
единичны

й круг
unit circle

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

надавати
придавать

add, attach, give

надавати значення
придавать значение

attach im
portance

найбільш
ий

наибольш
ий

greatest, largest

найменш
ий

наименьш
ий

least, sm
allest

належ
ати

принадлеж
ать

belong, belong to

напрям, напрямок;
похідна за
напрямом

направление;
производная по
направлению

direction;
derivative in
the direction

невизначений;
невизначений
інтеграл

неопределенны
й;

неопределенны
й

интеграл

indeterm
inate, indefinite;

indefinite
integral

невизначеність
неопределенность

indeterm
inacy,

indefiniteness

невласний
інтеграл

несобственны
й

интеграл
im

proper
integral

недиференційовність
недифференцируемость

nondifferentiable

недолік
недостаток

deficiency

недопустимий,
неприпустимий

недопустимы
й

inadm
issible

незалеж
ний;

незалеж
на величина

независимы
й;

независимая величина
independent;
independent variable

незростаю
ча

невозрастаю
щ
ий

nonincreasing

необмеж
ений

неограниченны
й

unlim
ited, unbounded

необхідність
необходимость

necessity

непарний
нечетны

й
odd

нескінченний
бесконечны

й
infinite

нескінченність;
до нескінченності

бесконечность;
до бесконечности

infinity;
ad infinitum

С
ловник клю

чових слів
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

отримувати
получать

get, obtain, receive

парабола
парабола

parabola

параболоїд
параболоид

paraboloid

паралелепіпед
параллелепипед

parallelepiped

паралелограм
параллелограмм

parallelogram

параметр
параметр

param
eter

параметричний
параметрический

param
etric

парний
чётны

й
even

первісна
первообразная

prim
itive, antiderivative

перевірка
проверка

testing, test

перегин;
точка перегину

перегиб;
точка перегиба

inflection;
point of inflection

перегрупування
перегруппировка

regrouping

перелік, перелічення
перечисление

enum
eration, transfer

перелічення,
перерахування

пересчет
recalculation, recount

перемнож
ення

перемнож
ение

m
ultiplication

перепозначати
переобозначить

renam
e

перестановка
перестановка

perm
utation

перетворення;
обернене
перетворення;
перетворення Ф

ур’є

преобразование;
обратное
преобразование;
преобразование Ф

урье

transform
ation;

inverse
transform

ation;
Fourier transform

ation

перетин;
точка перетину

пересечение;
точка пересечения

intersection;
point of intersection

перехід;
перехід до границі

переход;
переход к пределу

passage, transfer;
passage to the lim

it

періодичний
периодический

periodic, recurrent

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

однобічний,
односторонній

односторонний
one-sided, unilateral

однозв’язний
односвязны

й
sim

ply connected

однозначно
однозначно

identically, uniquely

одностороння
поверхня

односторонняя
поверхность

one-sided
surface

ознака
признак

indication, sign, m
ark

означений, визначений;

визначений інтеграл

определенны
й;

определенны
й интеграл

definite, defined,
determ

inate, determ
ined;

definite integral

означення;
за означенням

определение;
по определению

definition, determ
ination;

by definition

окіл
окрестность

neighbourhood, vicinity

операційне числення
операционное
исчисление

operational calculus

опуклість;
опуклий

вы
пуклость;

вы
пуклы

й
convexity;
convex

ордината
ордината

ordinate

орієнтовний
ориентируемы

й
orientable, oriented

оригінал
оригинал

original

ортогональний
ортогональны

й
orthogonal

особлива точка
особая точка

singular point

особливий
особы

й
singular, particular

остаточний вираз
окончательное
вы

раж
ение

resultant expression

остаточно
окончательно

final, definitive

О
строградський

О
строградский

O
strogradski

отж
е

следовательно
consequently, therefore

С
ловник клю

чових слів
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

поділити
разделить

divide, separate

по-друге
во-вторы

х
second, in the second place

позначення
обозначение

designation, notation

показник;
показник степеня;
показникова ф

ункція

показатель;
показатель степени;
показательная ф

ункция

index, exponent;
exponent;
exponential function

поле
поле

field

поліном
полином

polynom
ial

полю
с

полю
с

pole

помітити
заметить

notice, rem
ark, note

по-перш
е

во-первы
х

in the first place

порівню
вати

сравнивать
com

pare, equal

послідовність
последовательность

sequence, succession

постановка
постановка

statem
ent, posing,

form
ulation

потенціальний
потенциальны

й
potential

потік
поток

stream
, flow

, current, flux

потрійний
тройной

triple, threefold

похибка
погреш

ность
error, m

istake

похідна;
частинна похідна

производная;
частная производная

derivative;
partial derivative

почленно
почленно

term
w

ise

пояснення
пояснение

explanation

правило
правило

rule, principle, law

правильна частина
правильная часть

principal part

приклад
пример

exam
ple, instance

припущ
ення,допущ

ення
допущ

ение
assum

ption

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

питання
вопрос

question, problem
, issue

піввісь
полуось

sem
iaxis

півколо
полуокруж

ность
sem

icircle

півкруг
полукруг

half-disk

півпряма
полупрямая

ray, half-line

півсума
полусумма

half-sum

півсфера
полусфера

hem
isphere

підбір
подбор

selection, choice

підібрати
подобрать

select, pickout

підінтегральний вираз
поды

нтегральное
вы

раж
ение

integrand

підкореневий
подкоренной

subradical

підносити
возводить

raise, erect

підносити до квадрата
возводить в квадрат

square

підносити до третього
степеня

возводить в третью
степень

raise to the third pow
er

підпослідовність
подпоследовательность

subsequence

підрахунок
подсчет

count, enum
eration

підстановка
подстановка

substitution, perm
utation

підхід
подход

approach

площ
а

площ
адь

area, space

площ
ина

плоскость
plane, flat, subspace

побудова
построение

structure, construction

поверхня
поверхность

surface

повторний;
повторний інтеграл

повторны
й;

повторны
й интеграл

repeated, iterated;
iterated integral

С
ловник клю

чових слів
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С
ловник клю

чових слів

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

рівнобедрений
равнобедренны

й
isosceles

рівномірний
равномерны

й
uniform

рівносильний
равносильны

й
equivalence

рівняння
уравнение

equation

рівняння у повних
диференціалах

уравнение в полны
х

дифференциалах
exact differential equation

різниця
разность

difference, rem
ainder

робити
делать

m
ake

робити висновок
делать вы

вод
conclude

розбіж
ний

расходящ
ийся

divergent

розбіж
ність

расходимость
divergence

розв’язок, розв’язання,
розв’язування

реш
ение

solution, decision

розглядання
рассмотрение

exam
ination, consideration

розкладання в ряд
Ф
ур’є

разлож
ение в ряд

Ф
урье

Fourier-series expansion

розкладання, розклад
разлож

ение
expansion

розкладати
разлагать

expand, factor

розкриття
раскры

тие
uncovering, opening

ротор
ротор

rotor, rotation

ряд
ряд

series, row

ряд Ф
ур’є

ряд Ф
урье

Fourier series

середній
средний

m
iddle, average

система
система

class, system

січна
секущ

ая
secant, transversal

скінченний;
скінченний приріст

конечны
й;

конечное приращ
ение

final, finite;
finite increm

ent

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

С
ловник клю

чових слів

прирівню
вати

приравнивать
equate, set equal

приріст
приращ

ение
increm

ent, increase

прогресія
прогрессия

progression

продиференцію
вавш

и
продифференцировав

having differentiated,
after differentiating

проінтегрувати
проинтегрировать

integrate

проінтегрувати за
проинтегрировать по

integrate over

прологарифмувати
прологарифмировать

take the logarithm

проміж
ний

промеж
уточны

й
interm

ediate

проміж
ок

промеж
уток

interval, space

пропорційний
пропорциональны

й
proportional

протилеж
ний

противополож
ны

й
opposite, inverse

протиріччя
противоречие

contradiction

прямокутна система
координат

прямоугольная система
координат

C
artesian coordinate system

прямокутний трикутник
прямоугольны

й
треугольник

right-angled triangle

прямокутник
прямоугольник

rectangle

прямувати, прагнути,
наближ

атися
стремиться

strive, try

радіус
радиус

radius

раціональний
рациональны

й
rational

результат
результат

result

рекурентний
рекуррентны

й
recurrence, recurrent

рівний;
рівність;
знак рівності

равны
й;

равенство;
знак равенства

equal;
equality;
equality sign
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С
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У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

тривимірний
трехмерны

й
three-dim

ensional

трикратний
трехкратны

й
triple

трикутник
треугольник

triangle

тричлен
трехчлен

trinom
ial

трубка
трубка

tube

трубчастий, трубчатий
трубчаты

й
tubular, tube

у подальш
ому

впоследствии
afterw

ards, later on

узагальнення
обобщ

ение
generalization, extension

указати
указать

indicate, find, determ
ine

умова;
достатня умова;
необхідна умова

условие;
достаточное условие;
необходимое условие

condition;
sufficient condition;
necessary condition

умовний
условны

й
conditional

усувна особлива точка
устранимая особая
точка

rem
ovable singularity

фігура
фигура

figure

ф
ункціональний;

ф
ункціональний

визначник;
ф
ункціональний ряд

ф
ункциональны

й;
ф
ункциональны

й
определитель;
ф
ункциональны

й ряд

functional;
functional
determ

inant;
series of function

ф
ункція;

обернена ф
ункція

ф
ункция;

обратная ф
ункция

function;
inverse function

характеристичний
характеристический

characteristic

циркуляція
циркуляция

circulation

ціле
целое

integer

частина;
права частина;
ліва частина

часть;
правая часть;
левая часть

part, side;
right part;
left part

У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

складна ф
ункція

слож
ная ф

ункция
com

posite function

складний
слож

ны
й

com
plicated, com

plex

скористатися
воспользоваться

take advantage of use

спадати
убы

вать
decrease

спадний
убы

ваю
щ
ий

decreasing

співвіднош
ення

соотнош
ение

relation

спосіб
способ

w
ay, m

ethod

справа, праворуч
справа

from
 the right

спрощ
ення

упрощ
ение

sim
plification

спрощ
увати

упрощ
ать

sim
plify

сталий;
метод варіації
сталих

постоянны
й;

метод вариации
постоянны

х

constant, fixed;
m

ethod of variation

стаціонарний
стационарны

й
stationary

степеневий
степенной

pow
er, degree

степеневий ряд
степенной ряд

pow
er series

степінь
степень

pow
er, degree, extent

сума;
інтегральна сума

сумма;
интегральная сумма

sum
, union;

R
iem

ann sum

сфера
сфера

sphere

сферичний
сферический

spherical

теорема
теорема

theorem

точка;
критична точка

точка;
критическая точка

point, place;
critical point

точний
точны

й
precise, exact, explicit

точність
точность

exactness, accuracy

трапеція
трапеция

trapezium

С
ловник клю

чових слів
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У
країнською
м
овою

Російською
м
овою

А
нглійською
м
овою

частковий
частичны

й
partial

чисельник
числитель

num
eration

число;
натуральне число

число;
натуральное число

num
ber;

natural num
ber

числовий
числовой

num
erical

чудовий, визначний
замечательны
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onderful

ш
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Я
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Я
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2.11. а) Розбігається; б) збігається. 2.12. а) Збігається; б) розбігається.
2.13. а) Збігається; б) розбігається. 2.14. а) Збігається; б) розбігається.
2.15. а) Збігається; б) розбігається. 2.16. а) Розбігається; б) збігається.
2.17. а) Збігається; б) розбігається. 2.18. Збігається. 2.19. Збігається.
2.20. Збігається. 2.21. Збігається. 2.22. Збігається. 2.23. Розбігається.
2.24. Розбігається. 2.25. Збігається. 2.26. Збігається. 2.27. Збігається.
2.28. Розбігається. 2.29. Розбігається. 2.30. Збігається. 2.31. Збігається.
2.32. Розбігається. 2.33. Збігається. 2.34. Збігається. 2.35. Розбігається.
2.36. Розбігається. 2.37. Збігається. 2.38. Збігається. 2.39. Розбігається.
2.40. Збігається. 2.41. Розбігається. 2.42. Збігається. 2.43. Розбігається.
2.44. Збігається. 2.45. Збігається. 2.46. Збігається. 2.47. Розбігається.
2.48. Збігається. 2.49. Збігається. 2.50. Розбігається. 2.51. Збігається.
2.52. Розбігається. 2.53. Збігається. 2.54. а) Збігається; б) збігається;
в) розбігається. 2.59. Збігається умовно. 2.60. Збігається абсолю

тно.
2.61. Розбігається. 2.62. Розбігається. 2.63. Збігається умовно.
2.64. Збігається абсолю

тно. 2.65. Збігається абсолю
тно. 2.66. Збігається

абсолю
тно. 2.67. Збігається умовно. 2.68. Збігається умовно.

2.69. Збігається абсолю
тно. 2.70. Розбігається. 2.71. Збігається абсолю

тно.
2.72. Збігається абсолю

тно. 2.73. Збігається абсолю
тно. 2.74. Збігається

абсолю
тно. 2.75. Збігається абсолю

тно. 2.76. Розбігається. 2.77. Збігається
абсолю

тно. 2.78. Розбігається. 2.79. Збігається абсолю
тно. 2.80. Збігається

абсолю
тно. 2.81. 
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x
f

.

2.240. 
∑ ∞=

−
π

−
π

−
=

1
2

2
2

)1
2(

cos
)1

2(
1

8
1

)
(

n

x
n

n
x

f
.

2.241. 
 

 
 

 
π

π
+ π

−
π

π
+

−
+

=
∑ ∞=1

2
2

2
2

2
sin

4
2

cos
4

2
)1

(
2

2 1
2

)
(

n

n
nx

n
n

nx
n

x
f

sh
.

2.242. 
3

2
cos

2
3 2

cos
1

3
3 2

sin
2

3 1
)

(
1

2
nx

n

n

n

n

x
f

n

π

    

    

π

 
 

π
−

−

π

π
+

=
∑ ∞=

.

2.243. 
∑ ∞=

−
−

π
π

+
=

1
2

2
)1

2(
)1

2(
cos

4
2 1

)
(

n
n

x
n

x
f

.

2.244. 
∑ ∞=

+
π

+
π

=
0

3
3

2
)1

2(
sin

)1
2(

1
32

)
(

n

x
n

n
x

f
.

2.245. а) 
∑ ∞=

π
−

−
π

−
=

1
2

2
)1

2
cos(

)1
2(

1
4

2 1
)

(
k

x
k

k
x

f
;

б) 
∑ ∞=

π
+

+ −
π

=
0

2
2

2
)1

2(
sin

)1
2(

)1
(

8
)

(
k

k
x

k
k

x
f

.

2.246. а) 
∑ ∞=

π
−

π
+

=
1

2
2

cos
)1

(
4

3 1
)

(
k

k
kx

k
x

f
;

б) 
∑ ∞=

3

+
π

  
  

π
−

−
+

−
π

=
1

2

1
sin

)1
)1

((
2

)1
(

2
)

(
k

k
k

kx
k

k
x

f
.

б) 
∑

∑
∞=

∞=
π

−
+

π
=

1
1

2

2
sin

4
cos

4
3 4

)
(

n
n

n
x

n
n

x
n

x
f

; 
12

,
6

2

2

2

1
π

=
π

=
S

S
.

2.217. 
∑ ∞=

+

  
  

−
+

π
+

−
+

π
=

1
2 1

sin
)1

(
cos

1
)1

(
4 3

)
(

n

n
n

nx
n

nx
n

x
f

.

2.218. 
∑ ∞=

=
1 sin

)
(

n
n nx

x
f

. 2.219. 
∑ ∞=

  
  

π
−

−
=

1

2

3
sin

2
12

)1
(

)
(

n

n
nx

n
n

x
f

.

2.220. 
1

1 sin
1 cos

2 1
1

)
(

1
2

2

2
− 

 
 

 
+

−
+

+
π −

=
∑ ∞=

π

n
n nx

n
n nx

e
x

f
.

2.221. 
 

 
+

−
−

−
+

π
π

=
…

2
2

2
2

2
cos

1 cos
2 1

sin
2

)
(

a x
a

a
x

a
a

a
x

f
.

2.222. 
 

 
−

−
+

−
−

−
π

π
=

…
2

2
2

2
2

3
3

sin
3

2
2

sin
2

1 sin
sin

2
)

(
a x

a x
a x

a
x

f
.

2.223. 
∑ ∞=

+

−
−

π
=

1
2

1

1
4 sin

)1
(

8
)

(
n

n

n
x

n
n

x
f

.

2.224.
∑ ∞=

−

+
−

π
π

=
1

2
2

1
sin

)1
(

2
)

(
n

n

n
a

x
n

n
a

x
f

sh
. 2.225. 

∑ ∞=
+ +

π
=

0
2)1

2(
)1

2
cos(

2
)

(
n

n
x

n
x

f
.

2.226. 
 

 
+

π
=

∑ ∞=
nx

nh
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h
x

f
n

cos
sin

2 1
2

)
(

1
.

2.227. 
∑ ∞=

−
−

π
−

π
=

1
2)1

2(
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2

cos
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4
)

(
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n
x
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1

2
=
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−
π

=
∑ ∞=
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f
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.

2.229. 
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1
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sin
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.
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+
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2
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.
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f
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. 2.232. 
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.
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2.265. 
2

1
1

2
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(
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+
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=
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C
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2
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=
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.
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−
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−
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1 z  і 
2 z , дійсна вісь якої дорівню

є a
. 3.26. а) В

ся комплексна площ
ина, з

якої вирізано круг радіуса 2 з центром у початку координат; б) круг радіу-
са 1 з центром у початку координат з виколотою

 точкою
 

0
=

z
.

3.27. а) Коло радіуса 
8

=
r

 з центром у точці 
i

z
5

=
; б) круг разом з меж

ею
радіуса 

4
=

r
 з центром у точці 

i
z

+
=

1
. 3.28. а) С

ектор, обмеж
ений про-

менями 
0

:1
=

z
l

arg
, 

4
:2

π
=

z
l

arg
 (промінь 

1 l  не належ
ить сектору);

б) частина кільця, обмеж
еного променями 

4 π
=

z
arg

 та 
2 π

=
z

arg
 і колами

радіусів 
1

=
r

, 
2

=
r

 з центром у точці 
i

z
−

=
. 3.29. а) П

івплощ
ина, щ

о
розташ

ована ниж
че прямої 

1
=

y
, вклю

чаю
чи цю

 пряму; б) круг радіуса 1
з центром у точці 

0
=

z
, вклю

чаю
чи коло; в) внутріш

ня частина круга ра-
діуса 2 з центром у точці 

i
z

−
=

, виклю
чаю

чи його центр і саме коло.
3.30. а) Зовніш

ність кола радіуса 1 з центром у точці 
)0

,1
(

; б) півплощ
и-

на, щ
о знаходиться зліва від уявної осі; в) частина площ

ини зовні парабо-
ли 

x
y

2
1

2
−

=
, якій належ

ить точка 
1

=
z

. 3.31. а) Коло радіуса 1 з
центром в точці 

0
=

z
 з виколотою

 точкою
 

1 −
=

z
; б) коло радіуса a

 з
центром в точці 

0
=

z
 з виколотою

 точкою
 

a
z

−
=

; в) парабола 
1

2
2

+
=

x
y

.

3.32. а) Гіпербола 
1
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; б) гіпербола 
1

2
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y
x
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x
.
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+
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.

3.35. а) Коло 
1

2
2

=
+

y
x
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2

1 z
z

, яка
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4 1
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2

2
=
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−

y
x
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+
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i
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=
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+
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2
2
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+
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z
z

z
z

.
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e
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e
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=
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2 4
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. 3.41. а) Коло 
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2
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v
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, щ

о
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; б) вісь O
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чи точку
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2

π
−

; д) 
3

,7
π

−
; е) 

3 2
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−
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4 3
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π
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5 7
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−
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−
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7 6
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=
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+
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=
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∈
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∈
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∈
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+
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+
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−
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+
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+
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−
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+
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+
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±
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+
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+
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−
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−
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±
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i
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i
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i
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i
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−
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ність круга, обмеж
еного цим колом; внутріш

ність того самого круга;
б) при 

2
1

2
z

z
a

−
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2
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=
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=
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+
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−
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∆
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=
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+
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=
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+
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=
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=
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=
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;
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3.106. 
2

ln
8

2
ln

3
4

8 1
2

2
π

+  
  

+
π

−
i

. 3.107. 
8 2

π
−

. 3.108. 0. 3.109. 
i π.

O
), щ

о проходить так: спочатку від 0 до 
∞
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∑ ∞=
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е розкладається;

б) 
  

  
+

−
−

−
+

+
−

+
…

6

5

5

4

4

3

3

2
2

2
2

2
2

2
1

2
5 1

z
z

z
z

. 3.167. 
∑

∑
∞=

+

∞=

−
−

+
−

0
1

1

1

2
)1

(
)1

(

n

n
n

n

n
n n

z
z

.

3.168. а) 
1

1
2

)1
(

−
∞= ∑

 
 

−
−

n

n
n

n
z

n
; б) 

∑
∑

∞=
+

∞=
+

−
+

0
1

1
1

2
)1

(

n

n
n

n

n
n

z
z n

;

в) 
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∑ ∞=

−
−

+
−

−
0

)
(

)
2(

)1
(

4 1
)

(2
n

n
n n

i
z

i
i

z i
; б) ∑ ∞=
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– збіж
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14. С
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